8.1. DEFINIRANJE POJMOVA

Kod usmjerenog grafa, svaka veza povecava ulazni stupanj nekog ¢vora za
jedan, te takoder izlazni stupanj tog istog ili nekog drugog ¢vora za jedan.
Dakle, za usmjereni graf G=(V, E) vrijedi

> ulazni _stupanj(v) lazni _stupanj(v) = |E|

Gdje je |E| kardinalni broj (broj elemenata u skupu E).
Kod neusmjerenog grafa, svaka veza doprinosi povecanju stupnja dva razlicita
¢&vora pa slijedi

> stupanj(v) = 2|E|
Duljina puta jednaka je broju veza na putu. Kazemo da je ¢vor dohvatljiv iz
¢Evora u ako postoji put iz u prema u'. Put je jednostavan ako su svi Evorovi na
putu razli¢iti (osim eventualno prvog i zadnjeg).
Ciklus u usmjerenom grafu je put koji sadrzi barem jednu vezu i za kojeg
vrijedi vo = vi. Ciklus je jednostavan ako su ¢vorovi vy, va,....., Vi razli¢iti.
Petlju koja se zatvara sama u sebe smatramo jednostavnim ciklusom duljine 1.
Grav koji nema niti jedan ciklus zovemo necikli¢an.
Cesto nas zanimaju dvije posebne klase ciklusa. Jedan je Hamilton-ov ciklus
kod kojeg treba posjetiti svaki ¢vor u grafu to¢no jednom. Euler-ov ciklus je
ciklus kod kojeg treba posjetiti svaku vezu u grafu to¢no jednom.

8.3. PRETRAZIVANJE PO SIRINI (breadth-first search, BFS)

BFS(G,s) //definiramo algoritam BFS na grafu G i
izvoridnom ¢voru u s
int distanca[l..... size(V)] //distance ¢vora
int boja[l..... ze()] oje cvora
&vor_prethodni [1 ...... size(v)] //prethodni pointer

//FIFO queue

bojafu] = bijela
distancalu] = INF
prethodni[u] = NULL
bojals] = s'lva
distanca[s] =
enqueue(Q,s)
while(Q is nonempty)
u= dequeutE(Qg//u je sljedec¢i cvor kojeg cemo posjetiti
za svaki v iz AdJ[ ]
If(bOJaEv% b13e1a) //ako susjed jos nije otkriven
boja[v] =
d1stanca[v] distancafu] + 1
prethodni[v] = u
enqueue(Q, V)
bojafu] = crna

//definiranje izvora

//stavi izvor u queue

Za ovaj algoritam ako uzmemo i vrijeme inicijalizacije slijedi da je vrijeme
izvriavanja BFS jednako O(|V| + |E|). To je vrijeme koje je proporcionalno s
veli¢inom prikaza grafa preko liste susjedstva.

8.4. NAJKRACI PUTOVI SVIH PAROVA (all-pairs shortest paths)
Vrijeme izvrSavanja je (-D(|V| )
pist(int m, int i, int
if(m==1) return w[i, J]
najbolji = INF
for k = 1 to n do //n je ukupan broj cvorova
na]bo]]'l = min(najbolji, D1st(m 1, i, K+ wlk, i1
return najbolji

//slucaj jedne veze

Najkraciput(int n, int w[l..... n, 1....n])
array D[1...n-1][1...n, 1...n]
komra] W u D[l] //inicijaliziranje p[1]

=2 to n-1do
//racunan]e D[m] iz D[m-
p[m] = ProduzenipPut(n, D[m 1], w)
return D[n-1]

produzeniput(int n, int d[1...n, 1...n], int w[l...n, 1...n1)
//kopiraj d u prwremenu matricu

matrix dd[l , 1...n] =d[1l....n, 1....n]
for i=1 to n do
for j=1 to n do

for k 1 ton
dfi, j] = m1n(dd[1, ]],//d['l, k] + wlk, j1)

return dd 'vrati matricu cijena

Floyd-Warshall algoritam
Vrijeme izvravanja je O(V[’):
Floyd-warshall(int n, int w[1...n,1...n])
ray d[1 ,1...n]
for i=1 to n do
.to n do

W[, 3]
.J]:NULL
for k=1 to n do

for i =1 ton do

For %= ton
it (d[i,k] + d[k,31) < d[i,3]
FAT=rdri e Atk
pred%1 =k
return d
Na]krac1Put(1
if pred[i, = NULL
1sp1s1(1 i)

else

Najkrac¢iput(i,pred[i,j])
Najkraciput(pred[i,jl,3)

Najduza zajednicka podsekvenca — LCS
Vrijeme izvr$avanja je O(mn):
Lcs(char x[1..m], char y[1..n])
int c[0..m, 0..n]
for i = 0 to m do

o m
=1t
x[i]
cli,]] 1
b[i,3] = GOREiLIJEVO
else if (c[i-1, j] >= c[i,j-1]
cli,jl = cbi-1, 3]
b[i,3] = GORE
else L
c[i,3] = cli, j-1]
b[i,3] = LIJEVO

IZV1aCenJeLCS(char x[1..m], char y[1..n], int b[0.m, 0..n])
= prazan niz
1 m
j n
while (i 1=0&& 3 != 0)
switch b[i,]]
case GOREi LIJEVO
dodaj x[i] u LCS
o=
reak
case GORE

break

case LIJEVO
greak
return LCS

Algoritam ratuna stupanj svakog ¢vora:
a) kada je graf dan u obliku matrice susjedstva
int stupanj[1l...|v|] ; polje u koje spremamo stupnjeve
¢vorova
for i =1 to |Vv| ;za svaki ¢vor zbraja sumu po retku
suma = 0 ; suma se za svaki cvor
1mc1]a'|1z1ra na 0
for j =1 to |v|
suma = suma + A[i,j]
stupanj[i] = suma = ; stupanj se sprema na odgovarajuce
mjesto u polju.
Vrijeme izvr§avanja O(V[®)

b) kada je graf dan u obliku liste susjedstva
int Stupanj[1...|Vv|]
for i =1 to Iv] ; idemo po ¢vorovima
suma = ; suma se za svaki cvor
1'm'c1'ja11'z1ra na 0

za svaki u iz Adj(i) ; idemo po Tlisti za svaki

cvor
suma = suma + 1 ; za svakog susjeda nadodamo
1
if(évor v == &vor i) ; ako_je petlja to dodaje 2
suma = suma + 1 ; petlja doprinosi 2 puta

Stupanj(i) = suma
Vrijeme izvr$avanja O(|V| + |E[)

Algoritam odreduje dali je dani pe i jereni graf d
bvodijelan (G) ; kao argument dobiva graf
int Pripadnost[1.. |.size(V)] ; za svaki element

1sp1tamo kD]OJ grupi

g ; kojoj grupi pripada

or 1' = 1 to size(V)

pripadnost[i] = 0 ; u pocetku inicijaliziramo na O
S = izaberi neki Cvor iz
pripadnost [S] = 1 ; idemo na pretrazivanje po susjedima

enqueue (Q,S) ; S je pocetni cvor
while (Q is nonempty) ; dok ima ¢vorova za obradit
= dequeue (qg

hajde po svim susjedima

za svaki V iz Adj(u) a]
nije obraden

if (pripadnost[v] == 0)

enqueue (Q,V) ; pa ga stavi u red
if (pr1padnost(u) 1)
T pripadnost(v) = ; jedna grupa 1 druga 2
else

pripadnost (v) ; ako je od u 2

if (pr'lpadnost(v) pr1padnost (u)) ; iz uide u v
print ,,N1]e dvodjelan” ; veza pa bi
trebali pripadati razli¢iti

m
) L.exit | ; skupovima
print ,Dvodijelan je"

Neka je dano stablo G=(V, E)
a)  Ako dodamo vezu u G tada novi graf sadrZi ciklus.
Graf je povezan ako se svaki ¢vor moze dose(i iz svakog drugog
¢vora. Necikli¢an povezan graf — stablo

Buduci da visestruke veze nisu dozvoljene mozemo povezati samo
one ¢vorove koji ve¢ nisu povezani (isprekidano na slici), a time
dobivamo ciklus od najmanje tri ¢lana.

b)  AKko izbriSemo vezu u G, tada nam graf nije povezan.
Kod stabla svaki ¢vor je povezan sa najmanje jednim ¢vorom. Dakle,
ako izbriSemo tu vezu onda to vise nije stablo.

¢) Postoji to¢no jedan jednostavan put izmedu svaka dva ¢vora u G.
Mora postojati barem jedan put jer inace graf ne bi bio povezan.
Ako ima viSe veza tada postoji ciklus.

Algoritam za dani graf odreduje dali postoji put izmedu &vora j i k.
a) kada je graf dan u obliku matrice susjedstva

Povezanost(G. i,

int dist[1...|V]]

int bojall...[|v]]

cvor pred[l Lvl]

queue Q = empty ; red za obradu cvorova

za svakog u iz IVI
ist[u] = IN ; na pocetku su sve distance INF
bojalu] ; boja bijela - neobradeni su
pred[u] ; pokazivaci na prethodnoga su NULL

dist[j] ; J uzimamo kao pocetni cvor

enqueue(Q,3)
while(Q is nonempty)
u = dequeue(Q)

za svakog viz Ad (w ; obradujemo po susjedima

1f(bLEJ:T[v] ijela) ; ako nije obraden
d1st[v] = d1st[u] +1
pred[v] =
enqueue(Q v)
j = crna
1f(d1st[k] == INF) ; kada smo sve obradili trebala bi

p]r‘mt »~hema puta“ ; postojat distanca od k
else

print ,put postoji“

b) kada je graf dan u obliku liste susjedstva
povezanost(G, j,
int dist[1...]V]]
int bojal[l...|V]|]
cvor pred[l. L vl]
queue Q = empty
za svakog u iz |Vv|
INF

red za obradu cvorova

dist[u] = ; na pocetku su sve distance INF
bojalu] boja bijela - neobradeni su
pred[u] ; pokazivaci na prethodnoga su NULL
d1stE % ; J uzimamo kao pocetni cvor
J
enqueue(Q

while(qQ is nonempty)

or v=1to |v|] do ; idemo po retku matrice

1'F(A[u v] == ; ako su susjedi
T (be OJa[v] = bijela) ; ako cvor jos nije obraden
buJa[v] =
distv] = chst[u] +1
pred[v] =
enqueue(Q V)

afu] = crna ; kada mu obradimo sve susjede
1f(d1st[k] == INF)
print ,nema puta“
els:

e
print ,put postoji“

Za dva niza X i Y definiramo najkraéu zajedni¢ku supersekvencu kao niz
najkrace duljine takav da sui X iY podsekvence od Z. Npr. ako su X

je Z= ). Nadite algoritam koji ¢e izratunati
duZinu najkraée zajednicke supersekvence /dakle ne niz nego samo
duzZinu).

scs(char x[1..m], char Y[1..n])
int C[0..m][0..n]
for i=0 to m do

c[i,0]=1
for j=0 to.n do

clo,j
for i= 1 to m do m
for %-1 to_n do
i O<[1] [J])

cli, 0= -1] +
else 1f (cli,j- 1] < c[1 1 iD
Cli,j1=C,3-11+1

else
Cli,jl=c[i-1,j]+1
return C[m,n]

Redukcija

Za dana dva problema A i B, kazemo da se A polinomski reducira (sazima) u B,
ako, dani polinomski potprogram za B, mozemo iskoristiti da rijeSimo A u
polinomskom vremenu.

To pisemo kao 4 <, B

Neke vazne ¢injenice o redukeiji:

l. Akoje A<, BiBePtada A P.
2. Akoje A<, BiAgPtada BgP.
3. Akoje Agp Bi BgP C tada AgP C . (tranzitivnost)

bool HamCycle (graph G)
za svak'l rub {u,v}
E1ra G u novi_graf G'
risi rub {u,v} iz G'
dodaJ novi ¢vor x i y u G'
ako (Hampath(G')) vrati true
return false

MnozZenje lanca matrica

Vrijeme izvriavanja je O(n)

NizMatrica(array p[i. n], int n)
array s[1..n-1,
for1'=1tondom[1 il =
for L = 2 to n do

ri=1 to n- L+1 do

INFINITY
[1 k] + m[k+1 j1 + pli-11*p[kI*p[j]
(‘E < m 1,J])
1,31 =
sli, ]] =
return m[1,n]
return s

Mnozenje(i, )
if(1<])
=s[i,
= Mnozenje(i, k)

= Mnozenje(k+1 3)
return XY

<x=o

return A[i]

Dajte algoritam kojim se, za niz prirodnih brojeva, ra¢una najduza rastu¢a
podsekvenca

Neka je prirodni niz brojeva A =1, 4, 2, 3.

Taj niz sortiranog spremimo u polje B i dobijemo B =1, 2, 3, 4.

Nakon toga trazimo najduzu zajedni¢ku podsekvencu, dakle, LCS od A i B.

Kako se Floyd-Warshallov algoritam moZe iskoristiti da bi se detektirali
ciklusi sa negativnom teZinom?

Floyd-Warshallov algoritam vra¢a matricu d sa minimalnim udaljenostima
izmedu ¢vorova ii j (izmedu bilo koja 2 para ¢vorova).

Ako se na glavnoj dijagonali pojavi negativna vrijednost koja nije nula to znaci
da postoji ciklus sa negativnom tezinom.
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