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@ Elasticnost materijala

= Hookeov zakon
= Moduli elastiCnosti materijala

+ Youngov modul elasti¢nosti
+ Modul smicanja (poseban slucaj torzija)

+ Volumni modul elasti¢nosti
@ Harmonicko titranje
= Jednostavno harmonicko titranje
= Priguseno titranje

= Prisilno titranje
+ amplitudna rezonancija
+ energijska rezonancija
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ElastiCnost materijala

@

@

normalna napetost |o= lim

Djelovanje sile na neko tijelo moZe biti dvojako: sila moZe promijeniti gibanje tijela
ili oblik i veli¢inu tijela (uzrokovati deformaciju tijela).

Pod djelovanjem vanjskih sila tijelo se deformira, mijenjaju se razmaci izmedu
molekula te se javljaju sile koje nastoje vratiti molekule u ravnotezni polozaj, ove
sile se oCituje kao unutrasnje elasticne sile.

sile koje su raspodijeljene po povrsini tijela zovu se povrsinske (plosne) sile, a
sile raspodijeljene po cijelom volumenu su volumne sile (npr. gravitacija)

U statickoj ravnoteZi unutrasnje sile naprezanja u materijalu jednake su vanjskim
silama koje su ih izazvale i suprotnog su predznaka

Savrseno elasticna tijela nakon prestanka djelovanje sile poprimaju prvobitan
oblik, savrseno plasticna tijela zadrZavaju svoj deformirani oblik, a djelomi¢no
elasticna tijela su po promjeni oblika izmedu ova dva ekstremna slucaja
Napetost definiramo kao omjer sile i povrsine na koju sila djeluje: |0 - g

Sila ne mora djelovati okomito na povrsinu (kao Sto je to slu¢aj u fluidu), pa se sila
koja djeluje na povrsinu moZze u nacelu rastaviti u silu koja djeluje okomito na
povrsinu i tangencijalno na povrsinu. _
AF cosg tangencijalna napetost T:Afgiﬂ()%
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Deformacije i moduli elasticnosti

@ Razli¢ite napetosti uzrokuju razliCite deformacije (istezanije,

smicanje, torzija, ...) ali za sve je zajednicko da se mogu
zapisati:

2
modul elasti¢nosti (N/m2)= napetost (N/m?)

relativha deformacija

E -Youngov module elasti¢nosti mjeri otpornost Cvrstih tijela pri promijeni
njihove duljine

G - Modul smicanja mjeri otpornost Cvrstih tijela pri pomaku paralelnih
ravnina u ¢vrstom tijelu (poseban oblik smicanja je torzija)

B - Volumni modul elasti¢nosti mjeri otpornost Cvrstih tijela ili tekucina pri
promjeni njihovog volumena
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Hookeov zakon, Elasti¢na sila

- IH U podrucje linearne deformacije vrijedi Hookeov %: o=E Al

zakon. E-Youngov modul elasti¢nosti l

F=ESp-wl| |F, =—F = —kAl Elasti¢na _s__ila kojom se tije_:lo opire
U deformaciji (harmonicna sila)

Pri produZenju Stapa poprecne dimenzije se takoder smanjuju.

L] Ad

d q -
HEAT u-Poissonov broj

!
Materijal Gustoca  Youngov Modula elasti¢nosti Napetost kidanja = Granica elasti¢nosti

(kg/m3) E(106 N/m?) Sn(N/M?) co(N/m?)
. 7860 200 400 250
X Celik
napetost ’ ] 70 1o 05
kidanja P Aluminij 2190 i e
o Staklo = 63 50
,; 17 p
granica Beton i o .
elasti¢nosti Drvo 325 13 507
= Kost 1900 9" (g
‘, { .. " . Poliester  1(}5(} 3 48 .
w1 |~ podrucje elasticne deformacije S—
2 ili linearne deformacije
&
So G )
deformacija
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Mikroskopski model elasticne deformacije

@® Kad nema napetosti atomi se nalaze u ravnoteznim polozajima, medusobno su
razmaknuti za r,i sila izmedu atoma je jednaka nuli. Pri deformaciji razmak
izmedu atoma se mijenja, povecava ili smanjuje, ovisno o tome kako djeluje
vanjska sila. Kad se smanji razmak izmedu atoma sila je odbojna a kad se poveca
razmak izmedu atoma sila je privlacha. Za male deformacije ovisnost sile o
promjeni razmaka izmedu atoma r-r, je linearna, Sto na se na makroskopskoj
razini ocituje kao elasticna deformacija.
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Smicanje:

Smicanje, volumni modul elasti¢nosti

G — modul smicanja (N/m?2)

F Ax
—=7=G=—==G-1gB~G-
57 0 gf Vi
_1AF
S AS

@ Sile paralelne s povrsinom tijela uzrokuju deformacije koje zovemo smicanje:

@ Sile okomite na oploSje Cvrstog tijela ili teku¢ine uzrokuju promjenu volumena

tijela:
Kompresija
| f p= L —BM ’ B - volumni modul elasti¢nosti ‘ By
N / S 174 AV
4 K- 1 1 AV | | stiagivost ili kompresibilnost: Promjena
et l N - B - v Ap volumena za jedini¢nu promjenu tlaka
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Torzija — poseban oblik smicanja

@ Donji kraj ucvrSéen a na gornji kraj djeluje par sila i dolazi do uvrtanja
(torzije).

@ Koliki je moment sile potreban za torziju valjkaste Sipke duljine L i
polumjera R

. .. rl
relativna tarnsverzalna defomacija = 2

(a)

]

kut torzije proporcionalan
vanjskom momentu para sila

G - modul torzije
D — torziona konstanta

dF _ ﬂ—)sz ZﬂGHrzdr
27rdr L L
M = rdF = 2790 34
R 4
o g M= 505 5D
e Izvodnica valjka prije deformacije pravac L 8 2L
e Pri torziji izvodnica se deformira u spiralu
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Uvod u harmonicko titranje

@ Titranje je gibanje tijela oko ravnoteZznog poloZaja koje se ponavlja u pravilnim
vremenskim razmacima.
@ Primjeri titranja u prirodi:
= Tijelo objeSeno o oprugu
= Zice muzi¢kih instrumenata, bubnjevi
Dijafragme u zvucnicima
Atomi i molekule u ¢vrstim tijelima — prijenos topline
Cestice zraka kad se kroz njih $iri zvuéni val — prijenos zvuka
» Elektroni u antenama — prijenos informacija
@ Titranje je nejednoliko ubrzano gibanje a uzrokuje ga sila koja nastoji vratiti tijelo
u poloZaj ravnoteze. ~
@ Jednostavno harmonicko titranje: uzrokovano je slom F =—k-X koja je
razmjerna iznosu pomaka iz polozaja ravnoteze, a suprotnog smjera od pomaka:

F, . x=0

—— F,
AL A A

-~ — i .

e x=0

' F,
| bl

K= lb
x=0

@ Sistem koji titra pod utjecajem takve sile zove se harmonicki oscilator.
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Jednadzba gibanja jednostavnog harmonickog titranja

mx = —kx
)'c'+£x=0; x(t)=7?
m

x(t) = Asin(wt + @);

Smijer gibanja~
papira E

b
B
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Jednostavno harmonicko titranje

@ Elongacija (x)-pomak od ravnoteznog poloZaja

& Amplituda (A)-maksimalna elongacija

& Period (T)-vremenski interval izmedu dva uzastopna ista stanja titranja.
= Period je vrijeme za koje Cestica prode kroz sva moguca mehanicka stanja.
= Mehanicko stanje je odredeno elongacijom i brzinom.

@ Frekvencija v (Hz=1/s), broj titraja u jedinici vremena, v =1/T ,
= jedan herc=jedan titraj u sekundi

@ Fizikalni sadrzaj konstante @ slijedi iz vremenske periodi¢nosti gibanja.
x()=x(t+T) > oT =27 — w(rad/s) =2x/T = 2zv;® - kutna frekvencija

@ Velicina (@t + @) je faza titranja

& Pocetna faza ¢-odredena je poCetnim elongacijom x, i pocetnom

brzinom v, .
wx
A= @)+ mp=—2
w 0
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Odnos elongacije, brzine i akceleracije

Interaktivni primjer:
http://www3.interscience.wiley.com:8100/legacy/college/halliday/0471320005/int _ills/s_int _ills.html (Fig. 16-4)

x(t) = Asin(wt + @); v(t) = Awcos(wt + ¢); a(t) = —Aw’ sin(wt + @)

x(1) = Asin(wt + @)
T i i =—
e x (4 )
i (6) = — S cos ax
g o Time Xx(t) =—Acosw
: 1
£ o Time v(t) = Awsin ot
= |-
% i\
i Time a(t) = Aw’ cos ot
PhaseAné],e ¢ - 0 " (-180°c < 180°)

Fig.16—4
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Energija harmonickog titranja

@ Mehanicka energija tijela koje izvodi harmonicko titranje x(¢) = 4sin(awt + )
je suma njegove kineticke i potencijalne energije.
kineticka energija potencijalna energija ukupna mehanicka
energija

1 Pl x
E.=— ;v=Awcos(wt +
K=y (@t + ) I—kxdxz—(pr—Epo)

Ey =%mAza)2 cos* (ot + @) = 0

E=EK+EP=%kA2

1
Ep :Ekxz

%mz cos*(wt + @) = %k(AZ —x%)

v" Ukupna mehanicka energija harmonickog oscilatora je oCuvana.
v Potencijalna energija prelazi u kineticku energiju i obratno.

E(0)+E, @)
rh Eg(x)+E,(x)
E
El’ E
»
g6
s
E, Eg
0 = P 0 *
/2 1 -4 A
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Priguseno titranje

@ Priguseno titranje se javlja kad uz harmonicku silu na tijelo djeluje i sila otpora
sredstva, razmjerna iznosu brzine a suprotnog smjera od brzine.

& Tijelo objeSeno na oprugu koja titra u tekucini je primjer prigusenog titranja.

€ Na tijelo izmaknuto iz ravnoteznog polozaja uz harmonicku silu djeluje i sila trenja

F, =—bv =-bx
€ Jednadzba gibanja prigusenog harmonickog oscilatora:
mx = —kx — by o, = \/E —vlastita frekvencip
m
X+—x+—x=0
m m

2y = 2; y — faktor prigusenja
5 0o 9 2
- fOX+2yx+w;x=0 "
[ L Vlastita  frekvencija  ovisi
I

ml samo o gradi oscilatora, a
= ne o okolini u kojoj se nalazi
oscilator
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Priguseno titranje-razine prigusenja

Kvaziperiodicki priguseno

X(t
kvaziperiodiéki
priguseno

mﬁ!.'
[l

' ovojnica vy Ll o
e Kriti¢ki priguseno
a)g — 72 Gibanje nema karakter titranja,
tijelo se relativno brzo vraca u

X(t) Kriticki priguseno -1 101
\ ‘ A(6)= (B, + B,e " ravnotezni polozaj.
: —— :t Aperiodicki priguseno
x(¢ e Gibanje nema karakter titranja
L T aperioditki priguseno tijelo se jako sporo vraca u :
TT— ravnotezni poloZaj.
7 bw=cen +ce
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Logaritamski dekrement i Faktor dobrote

@® Logaritam omjera amplitude nakon jednog perioda je logaritamski dekrement:

A =ln7x(t) =Ine” =T
x(t+T)

@ Period T i selako dadu izmjeriti pa se tako moze odrediti i faktor prigusenja: » =/%

x

® Faktor dobrote Q se definira kao:
0=-27 srednja energija titrajnog sistema unutar jednog perioda
gubitak energije unutar jednog perioda

Aj

%(a(t) +a(t+7))

2z L
2

nZ
A

S(a=a(+1)
@ Sto je faktor dobrote vedi to je prigudenje manje, za nlepriguéeni harmonicki

oscilator Q— 0
@ Vremenska promjena ukupne mehanicke energije kod prigusenog titranja je:
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Prisilno titranje

@ Titranje prigusenog oscilatora prepustenog samom sebi prestane nakon nekog
vremena.

@ Takvo titranje prigusenog harmonickog oscilatora naziva se slobodno titranje a
frekvencija tih titranja se zove frekvencija slobodnih titranja.

@ Ako je faktor prigusenja zanemariv (y=0) slobodna titranja nazivaju se vlastita
titranja a njihova frekvencija vlastita frekvencija.

@ Prisilno titranje se javlja kad se na priguseno titranje djeluje vanjska vremenski
periodicna sila tako da se odrzi konstantna amplituda titranja.

@ Vanjska sila vrSi pozitivan rad nad Cesticom koja titra i tako povecava njenu
energiju, odnosno nadoknaduje gubitak mehanicke energije zbog trenja
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Jednadzba gibanja prisilnog titranja

€ Na tijelo mase m djeluiu tri sile: harmonicka sila, sila otpora sredstva (sila
trenja i vanjska sila  F, sinewt , pa je jednadzba gibanja prisilnog
titranja dana izrazom:

mx +2yx +kx = F,, sinawt

@ Razumno je pretpostaviti da Cestica nece titrati ni vlastitom frekvencijom
ni frekvencijom slobodnih titranja ve¢ frekvencijom vanjske pogonske sile.

Stacionarno rjesenje jednadzbe prisilnog harmonickog titranja:
x(t) = Asin(wt — @); @ —tazni pomakizmedjusilaielongacije
2yw /i

tgp=—"2 A=
v, ~ @’ m\/(wf —0’) +4y 0"

@ Pocetna faza kod prisilnog titranja nije vise proizvoljna konstanta vec ovisi
o frekvenciji vanjske sile, faktoru prigusenja i vlastitoj frekvenciji.
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Amplitudna rezonancija

& Amplituda je maksimalna kad je frekvencija vanjske sile
jednaka o,-Joi-2,° te se kaze da je nastupila amplitudna

rezonancija.

malo prigusenje, veliki Q

Amplituda

=T

" veliko prigusenje
mali Q

a)A [0

19
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Energijska rezonancija

@ Kod prisilnog titranja vanjska sila vrsi rad i tako nadoknaduje izgubljenu

mehanicku energiju zbog trenja. -
€ Vanjska sila ¢e predavati maksimalnu snagiP = F v titrajnom sustavu
kad su vanjska sila i brzina u fazi, tj. kad sila i brzina u istom trenutku
imaju maksimalne vrijednosti. =
=4 t— @) Vmax =o4= 2
v=Awcos(wt—p) Vmax m\/(w§7w2)2+4y2w2

F = F, sin ot

v
gornji izraz se moze napisati i u drugacijem obliku uz pomoc
V4
Kad je #=-7 brzinaisila su u fazi _ b : 2k
y=— i wp=—
2m m
FO

V4 2yw 3
tg(——):oo: —)a):a)o vmaxfki
2 @ =09 \ (—7ma))2+b2

@

€ Kad je frekvencija pogonske sile jednaka vlastitoj frekvenciji o, = o,
nastupa energijska rezonancija, tada tijelo za vrijeme od jednog perioda

primi maksimalnu energiju jednaku £ = zd(w,)F,
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Rezonancije u prirodi i tehnici

@ Rezonancija je Cesta u mnogim mehanickim, elektricnim i drugim uredajima:
= rezonancija se koristimo prilikom ugadanja TV ili radio prijemnik na neku stanicu
= akusticke rezonancije sluze za ugadanje muzickih instrumenata

@ Rezonancija ponekad moze biti opasna i Stetna.

@ Zbog naglog porasta amplitude nastaju velika naprezanja u materijalu Sto moze
dovesti do ostecenja ili loma.

® Tahoma most - rezonantna pojava (http://www.youtube.com/watch?v=AsCBK-fRNRk)

@ Pojava rezonancije u ovom slucaju tumadi se stvaranjem periodi¢ne sile potiska.
Najvjerojatnije da je vjetar uzrokovao na podrucju mosta periodicno stvaranje
vrtloga iznad i ispod mosta tj. razliciti dinamicki tlak odnosno staticki tlak, kad se
frekvencija nastanka vrtloga poklopila sa frekvencijom slobodnih titranja mosta
doslo je do pojave rezonancije, tj. do znatno povecane amplitude titranja Sto je
izazvalo naprezanje u materijalu i na kraju pucanje konstrukcije mosta.
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Sazetak (1) — Elasticnost materijala

@ Parametri koji opisuju elasti¢na svojstva materijala jesu:

Youngov modul l 6=F/S - napetost
elasti¢nosti (otpornost | £ =—0 —
pri promjeni duljine) Al e=AI/l — deformacija (uzduzna)
Volumni modul 14 p=F/S — tlak
elasti¢nosti (otpornostna| B=—p——
promjenu volumena) AV | e=AV/V - deformacija (volumna)
Modul smicanja — G= z ©=F/S — napetost smicanja
otpornost_prl pomaku ﬁ B — deformacija (kutna)
paralelnih ravnina
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Sazetak (2) - Uvod

@ Gibanje koje se ponavlja u jednakim vremenskim intervalima naziva se
periodi¢no gibanje.

@ Periodicno gibanje pri kojemu se materijalna tocka giba oko polozaja
ravnoteze i pri tom prijede jednake trajektorije u oba smjera naziva se
titranje.

& Svako titranje uzrokuje odredena sila koja nastoji vratiti sistem u polozaj
ravnoteze.

& Jednostavno harmonicko titranje: uzrokovano silom koja je
proporcionalna iznosu pomaka iz poloZaja ravnoteze, a suprotnog smjera

& Sistem koji titra pod utjecajem takve sile zove se harmonicki oscilator.

& Broj titraja u jedinici vremena naziva se frekvencija f. U SI sustavu
jedinca za frekvenciju je herc (hertz), znak Hz = s.

& Period titranja T je vrijeme potrebno da se ostvari jedan potpuni titraj, a
povezano je s frekvencijom relacijom T = 1/f.
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Sazetak (3) — Jednostavno harmonicko titranje

@ Sistem koji titra zbog utjecaja harmonicke sile ([F = —kx]) zove se
harmonicki oscilator.

@ Jednadzba gibanja harmonickog oscilatora moze se napisati u obliku:
X+ Ex =0

m
@ RjeSenje ove jednadzbe daje vremensku ovisnost elongacije

x(t) = Asin(at + 9)|
gdje je 4 amplituda, (wt+¢) faza, a ¢ poCetna faza titranja.

@ Kruzna frekvencija (vlastita frekvencija) jednaka je
@ Brzina i akceleracija dobiju se iz slijedecih relacija:
v(t) = % = Acos(at + ) at) = ‘Zf =—Adosin(at +¢)

@ Amplituda i poCetna faza titranja odredene su poCetnim pomakom i
pocetnom brzinom (pocetnim uvjetima).
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Sazetak(4) - PriguSeno harmonicko titranje

@ Tijelo pricvrs¢eno za jedan kraj elasticne opruge koje je izvedeno iz
poloZaja ravnoteze a zatim prepusteno samo sebi izvodi priguseno titranje
s frekvencijom koja je odredena svojstvom tromosti tijela (masom m),
svojstvom elasticnosti tijela (konstanta opruge k) i otporom fluida (faktor
prigusenja y, F=-bv, 2 y=b/m).

@ Jednadzba gibanja prigusenog harmonickog titranja

jé+27x+a)ox=0;}/:i
2m

@ Rjesenje jednadzbe kvaziperiodicki prigusenog titranja ( ) :
x(t) = de” sin(w, +@)| |0, =] -7

@ Kad je vlastita frekvencija manja od faktora prigusenja ( ) nastaje
gibanje koje nema karakter titranja, te se tijelo relativno brzo odnosno
sporo vraca u ravnotezni polozaj ovisno jacini prigusenja, to sporije Sto je
prigusenje jace.
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Sazetak(5) - Prisilno harmonicko titranje

@ Prisilno titranje nastaje kad vanjska vremenski periodicna sila,
) djeluje na gudeni harmonicki oscilator.

@ Jednadzba gibanja prisilnog harmonickog titranja:

‘m)'c'+27/)'c+kx = F, sin ot

@ Stacionarno rjeSenje jednadzbe prisilnog harmonickog oscilatora:

. F
x(t) = Asin(wt — p); A= o ; lgp = 227602

> 18
(0 — 0*) + 4y’ 0’ o - @,

€ Amplitudna rezonancija nastupa kad je frekvencija vanjske sile:
w, =+ o, -2y’

@ Energijska rezonancija nastupa kad je frekvencija vanjske sile jednaka
vlastitoj frekvenciji o, =
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Pitanja za provjeru znanja

1.

©CoN ook~

Ukratko objasnite sljedece pojmove: periodiéno gibanje, harmonicko
titranje, harmonicka sila, harmonicki oscilator, period, frekvencija,
kruzna frekvencija, amplituda, faza, pocetna faza. (obavezno)

Sto je harmoni¢ki oscilator? Izvedite jednadZbu gibanja harmoni¢kog
oscilatora, nadite rjeSenja te jednadzbe te izraze za brzinu i akceleraciju.
Grafi¢ki prikazite i usporedite ovisnost elongacije, brzine i akceleracije o
vremenu?

Izvedite ovisnost kinetiCke, potencijalne i ukupne energije kod jednostavnog
harmonickog titranja?

Kako se iz pocetnih uvjeta mogu odrediti amplituda i poCetna faza?

NapiSite jednadzbu gibanje priguSenog harmoni¢kog oscilatora?

Skicirajte ovisnot pomaka tijela o vremenu za razli€ite razine priguSenja i
uvjete za pojavu pojedinog tipa priguSenja?

Sto je logaritamski dekrement a $to faktor dobrote?

Kada nastaje prisilno titranje i kako glasi jednadzba gibanja prisilnog titranja?
Sto je amplitudna a $to energijska rezonancija i pri kojim uvjetima se javlja
amplitudna odnosno energijska rezonancija?

. 'Kakav je odnos faznog pomaka izmedu sile i pomaka tijela odnosno brzine

tijela kod amplitudne i energijske rezonancije?
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