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Ovo poglavlje bavi se nalazenjem neodredenih integrala (krace: inte-
grala), odnosno anti-derivacija. Prije formalne definicije neodredenog inte-
grala, neformalno ¢emo opisati osnovnu ideju. Anti-derivacija zadane funk-
cije je funkcija Cija je derivacija jednaka zadanoj funkciji. Na primjer, kako
je (sinz)’ = cosz, to je anti-derivacija funkcije cos z jednaka sin . Medutim,
kako je derivacija konstante jednaka nuli, to je i funkcija sinx 4+ C takoder
anti-derivacija funkcije cos x za svaku konstantu C. Integral zadane funkcije

je skup svih njenih anti-derivacija, sto zapisujemo kao

/cosxdx =sgsinz + C.
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Zaklju¢ujemo da neke integrale mozemo dobiti ¢itajuci tablicu elementarnih
derivacija [M1, §5.1.5] zdesna na lijevo. Tako je, na primjer,

1
/ 5—dr =tgz +C.
cos? x

Medutim, integriranje je sloZeniji postupak od deriviranja. Takoder, in-
tegral elementarne funkcije nije uvijek elementarna funkcija. Naime, dok je
svaku elementarnu funkciju lako derivirati jednostavnom primjenom pravila
deriviranja, pri ¢cemu je derivacija opet elementarna funkcija, kod integrira-
nja to nije slucaj. Tako je, na primjer, [ e”dz = e+ C, dok recimo [ et dx
nije elementarna funkcija, odnosno ne moze se prikazati kao pomocu konacne
primjene zbrajanja, razlike, mnozenja, dijeljenja i komponiranja osnovnih
elementarnih funkcija [M1, §4.6.7]. Integral ove funkcije moze se prikazati
pomocu reda funkcija (poglavlje [CH).

U ovom poglavlju dat ¢emo definiciju i osnovna svojstva integrala, opisati
osnovne metode integriranja, te postupke integriranja za nekoliko tipova
funkcija (racionalne funkcije, racionalne funkcije trigonometrijskih funkcija i
neke iracionalne funkcije). Opisat ¢emo i postupak integriranja reda funkcija.

1.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka je zadana funkeija f : D — R. Zelimo naéi funkeciju F koja derivi-
rana daje f, odnosno zelimo rijesiti jednadzbu

Fl(z) = f(2),
za one x za koje rjeSenje postoji.

Za slijedecu definiciju potrebno je ponoviti neke definicije. Neka je a,b €
R, a < b. Interval I je svaki od skupova

[a7 b]’ (a7 b)7 (a7 b]’ [a7 b)’ [a7 —"_00)7
(a,+00), (—00,b), (—00,b], (—o00,+00)=R.

Nadalje, skup je prebrojiv ako je ekvipotentan sa skupom prirodnih brojeva
N [M1, definicija 1.15].

Definicija 1.1 Neka je zadana funkcija f : D — R, neka je I C D interval
i neka je A C I konacan ili prebrojiv podskup. Primitivna funkcija funkcije
f na intervalu I je svaka neprekidna funkcija F : I — R takva da je F'(x) =
f(z) zava e 1\ All

! Ukoliko je A = (), tada je F striktno primitivna funkcija funkcije f na intervalu 1.
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Ova definicija i ¢injenica da je derivacija konstantne funkcije jednaka nuli
povlace slijede¢i teorem.

Teorem 1.1 Ako je F(z) primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu I,
tada je i F(x)+ C primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu I za svaku
konstantu C' € R.

Primjer 1.1 a) Zadana je funkcija f(z) = 2z, f : R — R. Funkcije

Fy(x) = 22, F:R—RY

1 1
FQ(.’IJ):.’L'Q—g’ FQ((II)RH[—g,—f—OO)

su primitivne funkcije od f na R (slika [T a)).

b) Prema definiciji [}, F} i F su i primitivne funkcije od

o) = {Qx, za x # 1,

0, =zaz=1,

jer mozemo uzeti I = R i A = {—1}, odnosno skup A je u ovom slucaju
konacan (vidi sliku [T b)).

c) Fy i Fy su takoder primitivne funkcije funkcije

h(z) = 2z, zax ¢ N,
0, =zaxé€eN,

jer mozemo uzeti I =R i A =N, pri ¢emu je skup A prebrojiv.
d) Neka je

20, za —2<x <2,
flx) =
z, za?2<uwx.

Primitivna funkcija funkcije f je

2
¢ —2, za—-2<zx<?2
F{[: ) 7
(z) {%2, za 2 < x.

Konstantu —2 u izrazu x? — 2 smo izabrali tako da se ispuni uvjet ne-
prekidnosti funkcije F' na intervalu I = (—2,400) prema definiciji [CT}
Naravno, i funkcija F(z) + C je primitivna funkcija funkcije f za svaku
konstantu C. Nacrtajte funkcije f i F.
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F ) FA)

f(x) g(x)

F(x) F(x)

-

a) b)

Slika 1.1: Primitivna funkcija

Nakon $§to smo usvojili pojam primitivne funkcije mozemo definirati
neodredeni integral, no prije toga dokazat ¢emo jos sljedeéi teorem.

Teorem 1.2 Ako su F i G dvije primitivne funkcije funkcije f na intervalu
I, tada postoji konstanta C takva da je G(x) = F(z) + C.

Dokaz. Dokazimo teorem za najjednostavniji slucaj kada je A = (), od-
nosno kada se radi o striktno primitivnim funkcijama. Pretpostavke teorema
povlace

G'(x) = F'(x) = f(x), Vo e I,
pa je (G — F)'(z) = 0, odnosno (G — F)(xz) = C za neku konstantu C' i za
svaki x € I. u

Definicija 1.2 Neodredeni integral funkcije f na intervalu I je skup svih
primitivnih funkcija funkcije f na intervalu /. Koristimo oznaku

/f(x) de=F(z)+C, CecR,

pri ¢cemu je F' neka primitivna funkcija funkcije f na intervalu I, x je vari-
jabla integracije, a f je podintegralna funkcija ili integrand, a C' je konstanta
mtegracije.
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Napomenimo da gornju jednakost interpretiramo kao jednakost medu
funkcijama, odnosno F(z) oznacava funkciju F', a ne njezinu vrijednost u
tocki x.

Primjer 1.2 Vrijedi

/dx:x—f—C,

5
/:c4dac:%+C,

/exdx:ex—}—C.

Napomena 1.1 Dva uvjeta iz definicije [Tl zasluzuju dodatno objasnjenje.
Uvjet da formula F'(x) = f(x) vrijedi na skupu I\ A, a ne na ¢itavom
skupu I, sto je slabiji uvjet od onoga Sto bismo ocekivali, proizlazi iz ge-
ometrijskog znacenja odredenog integrala (poglavlje B). Naime, odredeni
integral u principu daje povrsinu izmedu podintegralne funkcije i z-osi, a
kako povrsina ne ovisi o vrijednosti funkcije u prebrojivo tocaka, to se i u
definiciji neodredenog integrala uzima slabiji uvjet. Drugi uvjet je da se trazi
neprekidnost funkcije F' na ¢itavom intervalu I i onda kada funkcija f taj
uvjet ne ispunjava. Ovaj uvjet proistice iz fizikalne interpretacije integrala.
Naime, brzina je derivacija puta po vremenu [M1,85.1], pa je stoga put in-
tegral brzine. No, dok funkcija kojom je zadana brzina moze (u idealnim
uvjetima) imati prekide, prijedeni put je uvijek neprekidan. Stoga je i uvjet
neprekidnosti primitivne funkcije prirodan.

Slijede¢a dva teorema daju nam osnovna svojstva integrala. Prisjetimo
se definicije diferencijala funkcije f [M1, §5.2],

df (x) = f'(z) da.

Prvi teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 1.3 Neka je [ f(z)dx = F(z)+ C, odnosno F'(x) = f(z) za svaki
x € I'\ A, i nake je funkcija F' neprekidna na intervalu I. Tada za svaki
x € I\ A vrijedi:

(i) ([ f(z)dx) = f(x), odnosno derivacija integrala jednaka je podinte-
gralnoj funkciji. Ovu jednakost takoder interpretiramo kao jednakost
medu funkcijama koja vrijedi na skupu I\ A.
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(ii) d([ f(z)dz) = f(z)dz, odnosno diferenciranje ponistava integriranje.

(iii) [dF(z) = F(x)+ C, odnosno integriranje ponistava diferenciranje do
na konstantu.

Teorem 1.4 Neodredeni integral je linearan, odnosno

/(alfl(x)—i----—i—anfn(x))dx:al/fl(x)dx—i----—i—ozn/fn(x)dx—i—C.

Dokaz. Neka je F; : I — R primitivna funkcija funkcije f; za i = 1,...,n.
To znaci da je (Fi(z))" = fi(z) za svaki x € I\ A;, pri ¢emu je A; prebrojiv
podskup od I, odnosno [ f;(z)dx = F;(z) + C;. Dakle, jednakost

arFi(z) + -+ anFo(2)) = a1 fi(z) + -+ + anfa(2)
vrijedi za svaki z € I\ |J;_, A;. Kako je skup |J;_,; A; takoder prebrojiv,

zaklju¢ujemo da je funkcija g Fy (z)+- - -+ay, F), (z) jedna primitivna funkcija
funkcije aq f1(x) + - -+ + ap fu(x). Stoga vrijedi

/(alfl(x) + - tanfu(z))der = a1 Fi(x) + -+ o Fp(z) + K
:al(/fl(x)dx—01)+
—f—an(/fn(x) dex — Cp) + K

:al/fl(x)dx—i----—i—ozn/fn(x)dx—i—C,

gdjejeC =K —a1Cy — -+ —a,C,,. N

1.1.1 Tablica osnovnih integrala

Kao sto smo veé kazali, tablicu osnovnih integrala dobijemo ¢itajuéi ta-
blicu osnovnih derivacija [M1, §5.1.5] zdesna na lijevo, uz odgovarajuce
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manje prilagodbe. Za konstantnu funkciju i potencije vrijedi:

/O de =C
/dm-/l dx =z + C,

/x d:c—n+1—|—0, n € NU {0},
1 1

—dr=———"-—+0C N\ {1
"En &Xr (n—l)x”_l + ? ne \{ }7
xr+1
"dr = 1
/w dx r—|—1+C’ r#1, x>0,

1
/:cld:c:/—d:c:ln|x|+0, x # 0.
x

Dokazimo zadnju formulu: za z > 0 vrijedi In|z| = Inz pa je (In|z|) =

(Inz) =1/x, dok za x < 0 vrijedi In |z| = In(—z) pa je

(In fe])’ = (n(~2))’ = —(~1) = —.

Za eksponencijalne funkcije imamo

/ex dr =e* + C,
a®
/a’”dwzm—i—a a € (0,400) \ {1}.
Formule za derivacije trigonometrijskih funkcija povlace

/sin:cd:c: —cosx + C,

/cos:cd:c:sin:c+C,

1
/ s—dz =tgz +C,
cos?

[S10 0 i

1
/ ——dr = —ctgz + C,

a formule za derivacije arkus funkcija povlace

1
/1+:c2 dx = arctgx + C' = —arcctgx + C,

1
———dx =arcsinz +C = —arccosz + C, x€(—1,1).
/\/1—x2 ( )
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Druge po redu jednakosti u prethodne dvije formule slijede iz jednakosti

us us .
arcctgx = 3~ arctg z, arccos T = — — arcsin .

Primijetimo da integrali funkcija tgz i ctgx ne spadaju u tabli¢ne integrale.

Konacno, formule za derivacije hiperbolnih funkcija povlace

/shxdw =chx+C,

/chxdx =shz+ C,

1
/Cthdx:th:c+C,

sh?z

1
/ dx = —cthx + C,
dok formule za derivacije area funkcija povlace
1 d — arthr +C, za |z| <1
1—a22 " | —arcthx+C, za|z|>1
1
2

1
R B R
1—=x

In

=arshz+C =ln(z+Va22+1)+C, z€eR,

1
——dx =
/\/1+—x2
archx+C, zax>1 }

1
/1/x2_1dm:{ —arch(—z)+C, zaz< -1
=z + V2?2 -1/+C, zeR\[-11].

Zadatak 1.1 Odredite podrucja definicije prethodnih integrala, odnosno
sve vrijednosti x za koje odgovarajuée formule vrijede.

Primjer 1.3 Neposredno integriranje je najjednostavnija tehnika integrira-
nja. Ono se sastoji u primjeni teorema [[4] i tablice osnovnih integrala. Na

primjer,

1 1
/(4cos:c+§x3—3)dx:4/cos:cd:c+§/:c3dx—3/dac

4

1 =«
= 4¢i + - — -3z +C.
sin x 5 1 T



1.2 Metode supstitucije 9

Slijededi integral rjeSavamo primjenom osnovnog trigonometrijskog identi-

teta:
dx sin? x 4 cos? z
— = == dx
sin” x cos? x sin® x cos? x

dx dx
:/ +/ —— =tgx —ctgx + C.

cos? x sin® x

1.2 Metode supstitucije

Za rjesavanje slozenijih integrala ¢esto koristimo dvije metode supstitu-
cije. One se sastoje u tome da se zadani integral

1) dopustivom zamjenom varijable integracije nekom funkcijom (bijekcijom)
ili

2) dopustivom zamjenom nekog analitickog izraza novom varijablom inte-
gracije

svede na tabli¢ni integral.

Teorem 1.5 Neka je zadana funkcija f : I — R. Neka je I7 neki drugi

interval i neka je funkcija ¢ - Iy — I derivabilna bijekcija. Neka je i inverzna

funkcija o=' : I — I, takoder derivabilna. Ako je v : I} — R primitivna
funkcija funkcije (f o )’ na intervalu Iy, odnosno ako je

/uewwwwﬁ:ww+a

tada je F =1 o @~ ' : I — R primitivna funkcija funkcije f na intervalu I,
odnosno

/f($)d$=¢(s0_1(x))+0, zel

Drugim rije¢ima, [ f(z)dz mozemo rjesavati pomocéu supstitucije = =
©(t), pri cemu je ¢ bijekcija:

[ f@ds {mh_ } [ #e
:¢(t)+C:{t:<p_ (z)} =o( (o~ x)) + C.

Bijektivnost funkcije ¢ je nuzna za vracanje supstitucije natrag.
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Dokaz. Po pretpostavci teorema, funkcija ¢ je neprekidna jer je to primi-
tivna funkcija. Funkcija ¢! je neprekidna jer je derivabilna pa je funkcija
F = 1pop~! neprekidna na intervalu I. Nadalje, postoji konacan ili prebrojiv
skup Ay C I takav da je

U(t) = fle(t)e'(t),  Vteli\ A

Zbog bijektivnosti funkcije ¢ je i skup A = ¢(A;) C I takoder konacan ili
prebrojiv te vrijedi

r=9pt)cI\A <<= t=¢p '(z)el\A.

Dakle, za z € I\ A vrijedi

pa je I primitivna funkcija funkcije f na intervalu I i teorem je dokazan. W

Primjer 1.4 Vrijedi

148 z =15 142
/ +ﬁdx:{ ; }:/ +3 6t5dt—6/(t2+t4)dt
Vv dx = 6t° dt t

B 6
:6§+6g:{t:%}:2xg+gx%+0
6
:2\/5+gx/6x5+0.

Primijetimo da funkcija ¢(t) = 5 nije bijekcija za t € R. Medutim, kako je
zadani integral definiran samo za x > 0, mozemo uzeti da t > 0, pa ja za
takve t funkcija t% bijekcija.

Teorem 1.6 Neka je dana funkcija f : I — R. Neka postoje interval Iy,
derivabilna funkcija o : I — Iy i funkcija g - I} — R za koje vrijedi

f(@) =glp(x)y'(x), Vzel

Neka je G : Iy — R primitivna funkcija funkcije g na intervalu Iy, odnosno

G'(t) = g(t), Vt e I\ Ay,
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pri cemu je Ay C Iy konacan ili prebrojiv skup. Neka je skup A definiran s
A={z el : ¢p(x)€ A1}. Tada je F = G o ¢ primitivna funkcija funkcije
f na intervalu I, odnosno za svaki x € I vrijedi

[ @i~ [aeonewar ,Z00 A= [soa
=G(t)+C =G(p(x))+C = F(x)+ C.

Dokaz. Funkcija G je po pretpostavci neprekidna na intervalu I, a funkcija
@ je derivabilna i neprekidna na intervalu I. Stoga je funkcija F' = G o ¢
neprekidna na intervalu /. Nadalje, skup A je konacan ili prebrojiv pa za
x eI\ Avrijedi p(z) € I \ A7 i

F'(z) = (Gog)(x) = G(p(x)) - ¢'(z) = g(p(2))¢ (z) = f(2),

odnosno F' je primitivna funkcija funkcije f na intervalu 1. [ |

Primjer 1.5 a) Vrijedi

22 +3=t 1 1 ¢ 1
V2z +3de = — [ Vi-dt==-"4+C==-VB+C
/ S { de:dt} /\[2 3 T OIS
1
:g\/(2$+3)3+0
b) Vrijedi
/ Spdp— 4 PP —/ tlar = Yemtvo= Lense s
COS O dxr = 5dx: dt = COSs 5 —5811'1 —5811'1 X .
c¢) Vrijedi

/ dx _ dx _jetl=t —/ dt = arctgt + C
2422 +2 (z+1)2+1 de=at( ) 2r1 8

= arctg(z + 1) + C.
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d) Vrijedi

/ vde [ 1+a° =t _/gdp_1/trﬁ
(1+22) | 2ede=dt| J ¢ 2

1
§ln]t]—|—01, zar =1

1 t—r-i—l
3 _T+1+Cg, zar#1
1
§ln(1+x2)+(3’1, zar=1
- 1 (1 2\—r+1
5.%—}—02, zar#1

Integrale u primjeru[d a), b) i ¢) smo formalno mogli rijesiti i koriste¢i
teorem [LH odnosno pomodu supstitucija

_t-3

1
z = (t) 9 x:@(t):gt’ r=pt)=t-1,

redom, koje su sve bijekcije na skupu R.

Napomena 1.2 Postupak rjesavanja integrala u primjeru[[Hc) i d) se ko-
risti u rjeSsavanju integrala racionalnih funkcija u poglavlju [C4

1.3 Metoda parcijalne integracije
Ova metoda se sastoji od povoljnog rastava zadanog integrala u obliku
/f(ac) dx = /u(x)v'(x) dx = /u(x) d(v(x)),
i primjene slijedeéeg teorema.

Teorem 1.7 Ako su funkcije u,v : I — R derivabilne na intervalu I, tada
vrijedi formula parcijalne integracije

/m@d@ym:u@m@yi/m@w@mw

Dokaz. Neka je F : I — R primitivna funkcija funkcije u(z)v’(x) na
intervalu I, odnosno F' je neprekidna i vrijedi

F'(z) = u(z)v'(2), xel\A,
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pri ¢emu je A C I konacan ili prebrojiv skup. Zbog derivabilnosti funkcija
wiwv jei funkcija u(x) v(x) neprekidna na intervalu I. Stoga je funkcija

neprekidna na intervalu I te za svaki x € I\ A vrijedi

G'(z) = v (z)v(z) +u(z)v(z) — F'(z) = v/ () v(z) + u(z) v'(z) — u(z) ' (z)

=/ (z) v(z).

Dakle, G je primitivna funkcija funkcije v’ v na intervalu I pa je

i teorem je dokazan. [ |

Izbor funkcija u i v je stvar iskustva. Tvrdnju teorema [[1 mozemo

zapisati u krac¢em obliku:
/udv :uv—/vdu.

Primjer 1.6 a) Vrijedi

u=ux, du= dr,
/:cezd:c: :xez—/ezd:c
dv = e* dx, v:/dv:/emdx:em

=g’ — e +C.

Prilikom rjesavanja pomo¢nog integrala | dv nije potrebno pisati kons-
tantu integracije, jer je dovoljna jedna konstanta integracije C' na kraju
zadatka.

b) Za funkciju u mozemo uzeti i ¢itavu podintegralnu funkciju ukoliko se
ona deriviranjem pojednostavni:

1
u=Inz, du=-dz, 1
/lnxdac: x :xlnx—/x—dx::cln:c—x—f—a
dv=dx, v==x r
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¢) Formulu parcijalne integracije mozemo primijeniti viSe puta uzastopce:

uw=x?+2x, du= 2x+2)dz,

/(:c2+2x)cosxdac: )
dv = cosz dz, v:/cos:cd:c:sm:c

= (2% + 22)sinz — /sinx(Qm +2)dx
u=2xr+2, du=2dx,
dv=sinxdr, v= /sinxdw = —cosx
= (2% + 2z)sinz — [(2:6 +2)(—cosz) — /(— cos x)2 dm}
= (2° 4 2x)sinz + (22 + 2) cosz — 2sinz + C.
Opcenito, zakljucujemo da integrale oblika
/pn(x)ez dx, /pn(SC) sinz dz, /pn(x) cos z dz,

gdje je p, polinom n-tog stupnja, mozemo rijesiti primjenom parcijalne
integracije n puta za redom.

d) Integrale slijedeceg tipa rjeSsavamo tako da nakon dvostruke parcijalne
integracije dobijemo izraz koji opet sadrzi polazni integral:

. u=-¢e", du=e"dx,
e*sinzdx = )
dv=sinxdr, v=—coszx
=e"(—cosz) — /(— cosz)e” dx
= —e"cosw +/excosxdx
u=-e%, du=-e"dx,
] dv= cosxdr, v=sinx
= —e®cosr+esinx — /em sinz dx.
Iz prethodne jednakosti slijedi
T o 1 T (o
e’ sinx dr = ¢ (sinx — cosz) + C.

Primijetimo da smo zbog svojevrsne simetrije zadatak mogli rijesiti i
pomocu rastava u = sinz i dv = e* dzx.
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Zadatak 1.2 a) Izracunajte integral [ z3sinz dz.

b) Izracunajte integral [ ze”sinz dz. Da li je moguce rijesiti integral oblika
[ pn(z)e” sinx dz, gdje je p, polinom n-tog stupnja?

c¢) Provjerite rjesenja zadatka i primjera deriviranjem.

1.3.1 Rekurzivne formule

Naziv rekurzivna formula opéenito znaci da se izraz ovisan o parametru
n moze izraziti pomocu izraza istog oblika ovisnog o istoj ili nekoj drugoj
vrijednosti parametraE Formalna definicija je sljede¢a: neka za niz funkcija

fn:l — R, n=12,3,...

postoje neodredeni integrali

I,(z) = /fn(x) dx.
Formula oblika
I(z) = ®(x, [—1(x), [n_o(x),..., [_i(x)), E<n-—1,
zove se rekurzivna formula za niz integrala I, (x).

Primjenu rekurzivnih formula za nalazenje integrala ilustrirat ¢emo na
slijede¢em vaznom primjeru koji je sastavni dio integriranja racionalnih funk-
cija u poglavlju [C4l Nadimo

dx
L= | ———, .
/(1+$2)n neN

Za n =1 vrijedi

dx
Il :/m = arctgac—i—C.

Za n > 2 vrijedi
14+ 22— 22 x?
I, = ——de=1,_1— ——dx. 1.1
" /(1+w2)” S /(1+w2)” ! (1)

Sada imamo

9 u=x, du=dr
/736 dx = =
Tra?) " ) dv=—d :/7”6 de (7
(14 22) v D x, v 0522 T

2Jedan oblik rekurzivne formule u kojoj smo integral izrazili pomoéu istog izraza smo
imali u primjeru d).
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Rijesimo pomo¢ni integral postupkom kao u primjeru d):

x l+a*=t gdt 1 ¢l
v:/72 dr = = [ =— ="
(14 z2)m 2 dr = dt tn 2 —n+l

1 1

C2(1—-n) (Q4a2)n 1

Dakle, parcijalna integracija daje

z? x dx
/ TR S i T P e e v / 21— n)(1 + 22)n1

_ T 1 I
T2l —n) (A +a)r 1 21—n) """

Uvrstavanje u formulu () konacno daje rekurzivnu formulu

T 1
21— w1+ 221 21 —n)
B T 2n —3 7
B T D T I s

In = In—l — In—l

Uzastopnom primjenom ove formule lako nademo integral I,, za bilo koji
n. Na primjer, za n = 3 imamo

I _/ de x —|—§I B x +§ x —l—ll
ST 4 a?)? 414222 477 41+ 42?2 4\21+422) 27

r ST S artget C
- — arc X .
A1+22)2 8 1+a2 g8

Provjerite ovo rjesenje deriviranjem.

Zadatak 1.3 Nadite rekurzivne formule za integrale:

a) [cos"zdz,

b) [ch" zde,

1.4 Integriranje racionalnih funkcija

Racionalnu funkciju je uvijek moguée integrirati, odnosno integral takve
funkcije je uvijek elementarna funkcija. Postupak integriranja je slozen i sas-
toji se od cetiri koraka: eliminacija zajednickih nul-toc¢aka brojnika i naziv-
nika, svodenje na pravu racionalnu funkciju, rastav na parcijalne razlomke i
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integriranje dobivenih izraza pomocu neposrednog integriranja, metode sup-
stitucije ili metode parcijalne integracije. Integriranje racionalnih funkcija
je vazno jer se i integrali racionalnih funkcija trigonometrijskih funkcija (po-
glavlje [LT) kao i integrali nekih iracionalnih funkcija (poglavlje [CH) odgova-
rajucim transformacijama svode na integrale racionalnih funkcija.

Neka je zadana racionalna funkcija

_r@)
@ =23

gdje su p i ¢ polinomi s realnim koeficijentima.
Eliminacija zajednickih nul-tocaka
Ako p i ¢ imaju zajednicku nul-tocku xg, odnosno ako je

p(x) = (z —zo)pr(x),  q(x) = (= wo)qu(),

/p(x) dp — / (& —zo)pi(2) . _ /Pl(ﬂﬁ) s

q(x) (z —z0)q1(x) 01 ()

Zadnja jednakost vrijedi jer se prema definiciji [[Tlintegral ne mijenja ako se
podintegralna funkcija promijeni u prebrojivo mnogo tocaka.

tada je

Postupak mozemo nastaviti sve dok ne dobijemo racionalnu funkciju u
kojoj brojnik i nazivnik nemaju zajednickih nul-to¢aka. U nastavku izlaga-
nja stoga pretpostavljamo da p i ¢ nemaju zajednickih nul-tocaka.

Svodenje na pravu racionalnu funkciju

Racionalna funkcija je prava racionalna funkcija ako je stupanj brojnika
manji od stupnja nazivnika. Ukoliko je stupanj brojnika veéi ili jednak od
stupnja nazivnika, mozemo podijeliti polinome, pa imamo

p(z) r(z)

flx) === =s(x) + ——,

q(x)

pri cemu su 7 i s polinomi. Polinom r je ostatak kod dijeljenja, a stupanj

od 7 je manji od stupnja od ¢. Naravno, [ s(z)dz se rjeSava neposrednim
integriranjem, pa mozemo zakljuciti slijedece:
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Integriranje racionalnih funkcija se svodi na integriranje pravih racional-
nih funkcija oblika

~—

_p@)
@) =y

pri cemu p i ¢ nemaju zajednickih nul-toc¢aka i stupanj od p je manji od
stupnja od gq.

Primjer 1.7 Dijeljenje polinoma daje

3+ 2z
"E —_—
2 -1 2 -1’

B+ 2x 2x
/xz_ldac:/<x+x2_1)dm:/xda@+/x2_ldw

(2P -1=t, _x2+/dt_x2+l 4O
| 2zde=dt)] 2 2 N

pa je

2

5 +In|z? - 1|+ C.

Rastav na parcijalne razlomke

Nakon sto smo integral zadane racionalne funkcije sveli na integral prave
racionalne funkcije, tu funkciju treba rastaviti na parcijalne razlomke. Kao
posljedica osnovnog teorema algebra [M1, $ 4.6.8], polinom ¢ stupnja n
mozemo rastaviti na faktore u obliku

q(z) = o+ qr + @r” + - gur” = gu(x —11) - (2 — Tp).

Ovdje su 1, . .., x, realne ili kompleksne nul-tocke, kompleksne nul-tocke se
uvijek javljaju u kompleksno-konjugiranim parovima, a nul-tocke mogu biti
i viSestruke. Stoga mozemo pisati

q(z) = gn(z —21)™ -+ (& —2p)"* (22 + a1z + by)*t .- (22 + ayx + b)),

pri cemu su x; medusobno razli¢ite realne nul-tocke, kvadratni polinomi
nemaju realnih nul-toc¢aka, a nul-tocke su im medusobno razli¢ite, r;,s; € N
i vrijedi

k l
Zm +2 Zsi =n.
i=1 i=1
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Nakon rastava nazivnika ¢ na faktore, slijedi rastav na parcijalne raz-
lomke. Taj rastav glasi

plx) A A, B B,
Q($)_x_$1+ —'—(95—%)7"1 +$—$k+ +(ﬂc—mk)”+
CatD ., CyriD,
22+ a1z + b (22 + ajz + by
FEix+ ESZCU+Dsl
Bt SN ST ) (1.2)
22 4+ aqx + by (2% + ayz + by)*

Koeficijente A;, B;, C;, D;, E;, I; odredimo tako da jednakost pomnozimo s
q(x), izjednacimo koeficijente uz iste potencije, a zatim rijesimo dobiveni
sustav linearnih jednadzbi [M1, §2.4]. Moze se pokazati da dobiveni sustav
uvijek ima jedinstveno rjesenje i to upravo zbog svojstava funkcije f = p/q.

Integriranje rastava na parcijalne razlomke

1z opéeg oblika rastava na parcijalne razlomke, vidimo da se postupak in-
tegriranja racionalne funkcije svodi na rjesavanje slijede¢ih tipova integrala:

1) Integral oblika

/ dx B r—a=t, B ﬁ_
(x_a)n_ de=dt| ) tn

svodi se na tabliéni integral.

2) Integral oblika

/—x dm—l/—2x+a_a dm—{xz—'—ax-'—b:t,}
(24+az+b) 2] (224azx+b) " | 2z +a)de=dt
1 [dt a dx

T2 t”_§/m:m

svodi se na jedan tabli¢ni integral i na integral koji se dalje rjesava pos-
tupkom opisanim u tocki 3).

3) Slijededi tip integrala prvo svedemo na puni kvadrat, zatim primijenimo
odgovarajuc¢u supstituciju, te dobiveni integral rijeSimo pomocéu rekur-
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zivne formule iz poglavlja 31k

/(m2+jz+b)” :/ ((m+%)2djb—%)n - (b—l%)n/ <(x+;)x2+1)n

Vazno je uociti da je izraz /b — a?/4 dobro definiran. Naime, polinom
22 + ax + b nema realnih nul-tocaka, pa vrijedi a® —4b < 0, odnosno izraz
pod korijenom je veéi od nule.

1.4.1 Primjer

Kao ilustraciju postupka integriranja racionalnih funkcija rijesit ¢emo
jedan slozeniji zadatak. Neka je

_/ 23+ 222 +32 — 6
) (1) (22 + 2z + 3)2

Prvo provjerimo da li brojnik i nazivnik imaju zajednickih nul-to¢aka. Nul-
tocke nazivnika su

-2+ V-8

= —1, T3 = 5

Broj x4 = 1 je ocito jedna nul-tocka brojnika. Iz
(34202 +32-6): (z —1) =2 +32+6

slijedi da su preostale dvije nul-tocke brojnika jednake x5 6 = (—3+£v/—15)/2.
Dakle, brojnik i nazivnik nemaju zajednickih nul-to¢aka. Nadalje, kako je
stupanj brojnika jednak 3, a stupanj nazivnika jednak 5, radi se pravoj
racionalnoj funkciji. Stoga mozemo pristupiti trazenju rastava na parcijalne
razlomke.

Po formuli (C2), rastav na parcijalne razlomke glasi

2+ 22+3x—6 A Bx+C Dy + FE

(m+1)(m2+2x+3)2_x+1+x2+2x+3 (22 + 2z 4 3)%°
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Mnozenje ove jednakost s nazivnikom daje

23 4222 + 32 — 6= A(x? + 22+ 3)? + (Bx + C)(x + 1)(2® + 2z + 3)
+ (Dz + E)(xz +1).

Sredivanje desne strane po potencijama od x daje

23+ 222 + 32 —6=2(A+ B) +23(4A + 3B + C) + 2*(10A 4+ 5B + 3C + D)
+2(12A+3B+5+D+E)+9A+3C + E.

Izjednacavanje koeficijenata uz potencije od x na lijevoj i desnoj strani daje
nam sustav linearnih jednadzbi petog reda:

A + B = 0
4A + 3B + C = 1
10A + 5B + 3C + D = 2
124 + 3B + 5C + D + E = 3
94 + 3C + E = —6
Prosirena matrica sustava glasi

110 00 0

4 3 1 00 1

10 5 3 1 0 2

12 3 5 1 1 3

9 0 3 01 —6

Nakon Gaussove eliminacije [M1, §2.4] dobijemo rjesenje sustava koje glasi
A=-2 B=2 (C=3, D=3 FE=3.

Napomenimo da je u ovom slucaju Gaussovu eliminaciju najbolje zapoceti
odozdo ponistavajuéi redom elemente iznad dijagonale.

Dakle, zadani integral jednak je

dx 2+ 3 z+1
I=-2 —d 3| ————d
/m+1+/:c2+2:c+3 T /(:c2+2:c+3)2 *

= 201 + Iy + 31s. (1'3)

Dalje imamo

dz r+1=t dt
I = = = — =1Inlt Ci =1 1 .
1 /x—i—l {dm:dt} /t nlt[4+Cy =Injz + 1]+ C;
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Zatim,
21 + 3 242 +3=t dt dx
x?+2x+3 2z +2)dx = dt t (x4+1)2+2
1 dx (x+1)/\/§:3 1 ds
2) =4 dz/V2 = ds V2s2+1

1 r+1
= In|2? + 22 + 3| + — arctg ——— + C5.
’ ‘ \/i g \/§ 2

Uoc¢imo da je 22 + 2z + 3 > 0 za svaki x, pa ne moramo pisati apsolutnu
vrijednost.

Sli¢no,
41 P20 +3=t 1 [ dt 1
Is= | —V—F——=5do = =z | 5=—5+C
’ /(m2+2x—|—3)2 v {(2x+2)dx:dt} 2/t2 2t ’
1 1
=—- 57— +Cs.
> Piowt3

Konacno, uvrstavanje integrala Iy, Iy i Is u formulu ([C3]) daje rjesenje

1 1 3 1
I:—2ln\x—|—1\+ln(x2+2x—|—3)—i——arctgi——-

— + C.
V2 V2 o2 x2+2x+3+

Zadatak 1.4 a) Provjerite prethodno rjesenje deriviranjem.

b) Provjerite prethodno rjesenje pomocéu programa [The Integrator] koji se
nalazi na adresi http://www.integrals.com.

¢) Zadajte sami nekoliko integrala racionalnih funkcija, rijesite ih, te rezultat
provjerite deriviranjem i pomoc¢u programa |The Integrator.

1.5 Racionalne funkcije trigonometrijskih funkcija

Integrali ove klase funkcija su takoder uvijek elementarne funkcije. Ukratko,
integral racionalne funkcije trigonometrijskih funkcija se odgovaraju¢om sup-
stitucijom svede na integral racionalne funkcije koji se onda rijesi postupkom
opisanim u poglavlju [C4

Definicija 1.3 Neka su fi,..., f, elementarne funkcije. Racionalna funk-
cija od funkcija f1, ..., fn je svaka funkcija f koju dobijemo konaénim brojem
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zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja funkcija f1,..., f,. Za funkciju
f koristimo oznake

f:R(f17---7fn) ili f(x):R(fl(x)vvfn(x))

Integral oblika
/ R(sinz, cos x) dz
svodi se supstitucijom na integral racionalne funkcije. Primijetimo da u
prethodnom izrazu nema potrebe navoditi funkcije tgx i ctgx jer su one veé
racionalne funkcije funkcija sinx i cosz. Za svodenje na integral racionalne

funkcije koristimo univerzalnu trigonometrijsku supstituciju, a u nekim po-
sebnim slucajevima mozemo koristiti i neke jednostavnije supstitucije.

Univerzalna trigonometrijska supstitucija

Univerzalna trigonometrijska supstitucija

t= tg% (1.4)

vrijedi za z/2 € (—7/2,7/2) odnosno za x € (—m, 7). Dakle,

r = 2arctgt
pa je
d 2 dt
r = ——=dt.
1+ ¢2
Adicioni teorem [M1, §4.6.5] daje
sin £
sinx = 2 sin%cosg =2 cos% cos? % = 2t cos? %’

a osnovni trigonometrijski identitet daje

27 (4 . sin? 5 )
cos” — =
2 cos? 3 ’
odnosno
cos? L 1
2 1t2
Dakle,
. 2t
sing = ——=
1+t2’
1—t2
cosav:COSQE—sin2E :cos2£ (1—tg2 f) — )
2 2 2 2 1+1¢2
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Opisana supstitucija vrijedi za x € (—7, ), a za ostala podrucja je potrebno
izvrsiti odgovarajuce prilagodbe formula. Potreba za takvim modifikacijama
se cesto javlja kod odredenog integrala, u kojem granice integracije odreduju
podrucje na kojem supstitucija mora vrijediti. Slicna napomena vrijedi i za
ostale trigonometrijske supstitucije.

Primjer 1.8 Vrijedi

2
—dt

dx x 14 ¢2
/(2+cos:c)sinx { g2} / 54 1 —¢2 2t
14+¢2)1+1¢2
1 2
:/;tdt
(3+1t2)t

Brojnik i nazivnik nemaju zajednickih nul-tocaka, a stupanj brojnika je ma-
nji od stupnja nazivnika. Rastav na parcijalne razlomke glasi

1+t* A Bt+C

B+t t 34+t

Mnozenje ove jednakosti s nazivnikom, izjednacavanje koeficijenata uz po-
tencije od t i rjesavanje tako dobivenog sustava linearnih jednadzbi daje

1 2
A:—’ B:—’ CZO
3 3
Dakle,
1 [ dt Q/tdt 3+t =u
I:— —+— i
3 t 3 3+ t2 2tdt = du

1 1 1 z, 1 , T
=gt +gInful+C=hnftgT|+ 2 (3+tg"F) +C.

Jednostavnije supstitucije

U nekim slucajevima integral racionalne funkcije trigonometrijskih funk-
cija moze se racunati pomocu jednostavnijih supstitucije koje vode na inte-
gral racionalne funkcije nizeg reda ili pak na jednostavniji integral.

Integral oblika

/R(sin2 , cos® x,sin z cos , tg x, ctg x) da
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rjeSavamo pomoc¢u supstitucije
t=tgx.
Za x € (—m/2,7/2) vrijedi
tgt d 1 dt
T = arc r=——dt,
s 1+t
t2 1
.2 2
sin“r = ——5, cos” T = —, 1.5
1+¢? 1+t (15)
t
sinxcosr = —— ctgar = —.
1 n t27 g

Takoder mozemo koristiti i supstitucije

. sinx =1

/R(sm x)cosxdr = = /R(t) dt,

coszdr = dt
. cosxr =1

/R(cos x)sinzdr = ) =— /R(t) dt.

—sinxdr = dt
Primjer 1.9 Rijesimo integral iz primjera [[8 na drugi nac¢in. Vrijedi
I:/ dx ' :/ sin:c.2 de
(2 + cosx)sinz (2 4+ cosz)sin®x

sinz cosx =1
(24 cosx)(1 — cos? x) {—sinxdx: dt}

B dt B dt
__/(2—|—t)(1—t2) __/(2+t)(1—t)(1+t)'

Rastav na parcijalne razlomke daje

1 dt 1 dt 1 dt

3J 24t 6J) 1—-t 2) 14+t

1 1 1
= gln(2+cosx)+61n|1—cosx| - §1n|1+cos:c| +C.

Napomena 1.3 Koristenjem razlic¢itih supstitucija kao u primjerima [[J i
[Cd mozemo dobiti naizgled potpuno razli¢ita rjeSenja. Medutim, teorem ]

nam kaze da se ova rjeSenja razlikuju samo za konstantu.

Zadatak 1.5 a) Dokazite formule (ICH).
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b) Dokazite da se rjeSenja integrala u primjerima [[§ i[9 razlikuju za kons-

tantu. (Uputa: koristeéi svojstva logaritama (L3), (L4) i

§4.6.4] svedite izraze na jedan logaritam, a onda primijenite odgovarajuce

veze izmedu trigonometrijskih funkcija.)

) Izracunajte integral iz primjeral[8i[Cd pomocéu programal|The Integrator.

d) Nacrtajte sva tri rjeSenja pomocu programa NetPlotl

e) Izracunajte integrale:

1
. de,
/4sm:c+3cosx+5

1
d
/ sinz(2 4 cosx — 2sin x) “

cos® x
—————du,
sin“x 4+ sinx

2tgxr + 3
— 5 dx.
sin“x + 2cos* x

1.6 Racionalne funkcije hiperbolnih funkcija

Integrali ove klase funkcija rjeSavaju se sliéno kao i integrali racionalnih
funkcija trigonometrijskih funkcija iz prethodnog poglavlja. Integral raci-

onalne funkcije hiperbolnih funkcija oblika

/ R(shz,chz)dx

rjeSavamo koristeéi univerzalnu hiperbolnu supstituciju,

t=thZ
2

za koju vrijedi

2
dt, te(-1,1).

r = 2artht, dr =
1—1t2

Osnovne veze izmedu hiperbolnih funkcija [M1, §4.6.9] daju

Sho 2% — oy h”
g 2

ch
2
sh %)_ h2x 1—2),

hz=2shechs =2
SN X S C2

1—ch2x<1—
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pa imamo

2t

hoo —

SN X 1_t2’

_ 2% 2L 2@ 2 X _1+t2

2t

thz = .
1+¢2

Kao i kod trigonometrijskih funkcija, i ovdje su u nekim slucajevima
moguce jednostavnije supstitucije. Integral oblika

/R(Sh2 x,ch?z, shachz, thz,cthz)dx

rjeSavamo pomocu supstitucije

t =thux,
pri cemu vrijedi
1
= artht de = ——=dt, te(—1,1
x =ar T= 15 ( )
t2 1
2, _ 2, _
sh "E—m, ch x—l_tQ,
t 1
shxchey = ——, cthx = —.
1 —t2 t

Takoder mozemo koristiti i supstitucije

shz =t
/R(shx) chzdx = =
chxdr = dt

chzx =t
/R(chx) shzdx = =
shxdr = dt

Zadatak 1.6 Izracunajte integrale

/ 1+4+shx d
(2+chx)(3+shz)

/ dx
sh?z +2ch?z +3thz’
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1.7 Integriranje nekih iracionalnih funkcija

Integral iracionalne funkcije opéenito ne mora biti elementarna funkcija,
odnosno kazemo da iracionalna funkcija opéenito nije elementarno integra-
bilna. U nekim posebnim sluc¢ajevima integral iracionalne funkcije je moguce
svesti na integral racionalne funkcije, te ga na taj nacin rijesiti.

1.7.1 Racionalna supstitucija

Integral oblika

my my
/R .. axr +0b n1’.”’ ar + b\ "k de. mim €N, i=1.... k.
cr+d cr +d

rjeSavamo racionalnom supstitucijom

ar+b
cx4+d
gdje je n najmanji zajednicki visekratnik od nq,...,nk.
Primjer 1.10 Vrijedi
64x —1
o [6Ao—1
:/ L dx
o642 —1\?
T
64z —1 4 6 1 61
=" =l —1=at0mr=—" = dr=—" _dt
{ z * TETET e T T (64— 19)2

8§ —t3 615 t
- - dt = dt.
/ (64— 15)2 6/ (8 — 13)(8 + 13)2

Zadani integral smo sveli na integral racionalne funkcije pa ga mozemo rijesiti
prema pravilima iz poglavlja [l

Zadatak 1.7 Izracunajte integrale

/ 2 32—xd
2—z2V2+z v

dx.

1
/ {‘/(m —1)3(x +2)5
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1.7.2 Trigonometrijske i Eulerove supstitucije

Funkciju
=vVar2+br+c:D— R

ima smisla promatrati samo u sljede¢im slu¢ajevima (uvedimo oznaku A =
b? — dac):

(i) kada jea > 01 A > 0, tada je D = (—o0, z1] U [z2,00) pri Cemu je

—b— A bt A
2a S P

xr1 =
(ii) kada jea <01 A >0, tada je D = [x1, 2] pri ¢emu su x; i x2 zadani
kao i u slucaju (i),
(iii) kada jea > 01 A <0, tada je D =R.

Integral oblika
/ R(z, Vaz? + bz + c) dx

se pomocu supstitucije
2ax + b

V]4ac — b?|

svodi na jedan od tri jednostavnija integralaﬁ Za rjesavanje tih integrala
koristimo ili trigonometrijske ili Eulerove supstitucije:

/R(t, 1—?)dt = {t=sinz} i {V1-t2=2(1-1)]},
/R(t,\/t2—1)dt:{t:,1} i {VE2-1=1t+z},

S180 974

/R(t, 1+ 2)dt = {t =tgz} i {V1+82 =142}

Primjer 1.11 Vrijedi

I—/ dx B dx _{£C+3—t}
z+VaZ+6x+ 10 r++/(x+3)2+1 dr = dt

dt
_/t—3+x/1+t2'

3Radi se o svodenju izraza pod korijenom na puni kvadrat - vidi primjer.
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Eulerova supstitucija daje

1— 22 14 22
I:{\/1+t2:t+z:>1+t2:t2+2tz+z2:>t: 2’2 = dt = — ;Z dz}

z 22
1+ 22
Ny — * - [L Liz2
) 122 1—22 )2 z2Bz-1) 7
-3+ +z
2z 2z

Dobiveni integral racionalne funkcije se sada rijesi prema pravilima iz po-
glavlja [C4

Trigonometrijska supstitucija daje

1 1 1
I:{t:tgz:dt:—dz:>\/t2+1:\/ 5= = zacos:c>0}
COS? COS“ 2 COS 2

1
d
:/ _ cos® :/ dz
Sinz o, 1 cosz(sinz —3cosz+1)
cos 2 oS 2

Ovaj integral se dalje pomoc¢u univerzalne trigonometrijske supstitucije ()
svede na integral racionalne funkcije koji se rijesi prema pravilima iz poglav-

lja 4

Zadatak 1.8 a) Dovrsite racunanje integrala iz primjera [LI0 i LTIl Re-
zultate provjerite pomocu programa |The Integrator.

b) Izracunajte integrale:

dx
dx
/9&—1—\/m7

22
/ AR Y
V1 — 22
1.7.3 Metoda neodredenih koeficijenata

Vrijedi formula

/pn—(x)d:c:qnl(:c) ax2+b:c+c+a/

Vax? +bxr+c )

d
Q—x’ (1.7
vax? +bxr+c
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gdje su py(z) i ¢—1(x) polinomi stupnja n i n — 1, redom, a « je realna
konstanta. Koeficijente polinoma ¢, i konstantu a odredimo na slijedeci
nacin:

(i) deriviramo obje strane jednakosti (1),
(ii) pomnozimo dobivenu jednakost s vax? + bx + ¢ (na taj nacin vise

nema izraza pod korijenom),

(iii) izjednac¢imo koeficijente uz potencije od z i rijesimo dobiveni sustav
linearnih jednadzbi.

Nakon ovog postupka preostaje izracunati integral na desnoj strani formule
(). Taj integral se svodenjem na puni kvadrat i odgovaraju¢om supstitu-
cijom svodi na tabli¢ni integral.

Integrali ovog tipa se takoder mogu rjesavati trigonometrijskim i Eulero-
vim supstitucijama. Medutim, ako je red polinoma p,, velik, tada trigono-
metrijske i Eulerove supstitucije vode na slozeni integral racionalne funkcije,
pa je metoda neodredenih koeficijenata jednostavnija.

Primjer 1.12 Slijedeéi integral prvo pomoéu malog trika svedemo na oblik

CD):

204 2
B 9 5 [ z*(4z"+9)
= [ 2°\/422+9dx = 7dx
Vax? +

= (Az*+ B2’ +Cx + D) W+E/
Deriviranje daje
22V/A422 +9=(3A22 +2Bx+C)V/422 +9
+(Az®+ Bx* +Cx + D)

\/4:62

4x 1
+FE )
Vaxr? +9 Vax2+9

Mnozenje ove jednakosti s V4 x2 + 9 daje
22422 +9) = (3A2°+2B2+C) (422 +9)+(A2* + B2+ Cx+ D)4z +E.

Izjednacavanje koeficijenata uz iste potencije od x na lijevoj i desnoj strani,
rjeSavanje dobivenog sustava linearnih jednadzbi, te rjeSavanje preostalog
integrala daje

I= (1x3—|—3x)\/4x2 _ 8 larsh(z) )+ C.

4 32 32 2

Izvedite za vjezbu sve preskocene detalje.
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Zadatak 1.9 Rijesite integral

dz
/ (r—1)4Wa2+zx+1

Uputa: integrali oblika

/ (2 — a)nxc/l:ﬁ

se supstitucijom = — a = 1/t svode na oblik (7).

1.7.4 Binomni integral

Binomni integral je integral oblika
/xm(a + ba™)P dz, a,beR, m,n,peQ.

Vidimo da se u binomnom integralu mogu pojaviti i drugi korijeni osim kva-
dratnog, ali je zato oblik podintegralne funkcije nesto jednostavniji. Slijedeci
teorem daje nam nuzne i dovoljne uvjete rjesivosti binomnog integrala.

Teorem 1.8 Binomni integral je elementarno rjesiv ako i samo ako je jedan

od brojeva
m+1 m+1

b, ) +p
n n

cijeli broj.
Dokaz. Dokazimo dovoljnost. Vrijedi

=t x=t/"

2™z + bax™)P dx =
/ ( ) :lﬁ’ldt

ﬂ
n

(a + bt)Pta—" dt

/(a+bt> T

1
n
Razlikujemo tri slucaja:

(i) ako je p € Z, tada koristimo supstituciju ¢t = 2*, gdje je k najmanji
nazivnik nakon krac¢enja od (m 4+ 1)/n,
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(ii) ako je (m 4 1)/n cijeli broj, tada koristimo supstituciju a + bt = 2",

gdje je k nazivnik od p, a

(iii) ako je (m+1)/n+p cijeli broj, tada koristimo supstituciju (a+bt)/t =
2* . gdje je k nazivnik od p.

Svaka od tri navedene supstitucije vodi na integral racionalne funkcije koji se
rjeSava pomocu postupaka iz poglavlja[L4l S ovim smo dokazali dovoljnost.

Dokaz nuznosti, odnosno dokaz da binomni integral nije elementarno
rjesiv kada nisu ispunjeni slucajevi (i)—(iii) je slozen pa ga izostavljamo. m

Primjer 1.13 Kod rjesavanja integrala
1= [ Var—aiis
treba prvo prepoznati da se radi o binomnom integralu. Zaista,
I:/Wd:c:/x%(B—xZ)%dx,
pa se radi o binomnom integralu uz m = 1/3, n =21 p = 1/3. Vrijedi
p¢Z, mT“:§¢Z, mTH—f—p:leZ,

pa je integral elementarno rjesiv po teoremu Integral rjesavamo postup-
kom danim u dokazu teorema

it 1
I:{x2:t, r=vt, do= }:—/té(?)—t)ét%dt

NG 2
1
) N
2 t

3—t 4 3 922
{ o 1+ 2% (1+23)2 Z}

9 23
=— | ——=5dz.
2 / 1T+ 252"
Za vjezbu rijesite integral do kraja.

Zadatak 1.10 Izracunajte integrale:

/5611(1 +x4)71/2 d.T,

=
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1.8 Integriranje reda funkcija

U [M1, §6.4.3] pokazali smo kako se, uz odredene uvjete, konvergentan
red funkcija moze derivirati ¢lan po ¢lan. Sli¢na je situacija i s integriranjem.
Najvaznija primjena integriranja reda funkcija je racunanje integrala funk-
cija koje nisu elementarno integrabilne. Druga primjena je razvijanje u red
potencija onih funkcija kod kojih se to ne moze direktno napraviti pomocu
Taylorove formule [MI1, §6.5].

U slijede¢em teoremu koriste se pojmovi uniformne konvergencije reda
funkcija (vidi [M1, §6.4]) i reda potencija (vidi [M1, §6.4.2]).

Teorem 1.9 Neka red neprekidnih funkcija .o fn(x) konvergira unifor-
mno prema funkciji s(x)na intervalu I, odnosno

s(z) = an(x), Vo e I
i=1

Tada za svaki x € 1 vrijedi

/S(x) de = ;/fn(x) dx.

Posebno, za red potencija vrijeds

/ (T;)an(x —xo)") dz = T;) nci: 1(.%' —xo)"T 4+ C

na intervalu konvergencije reda Y 7 o an(x — xo)".

Pokazimo kako pomocu teorema [ mozemo izracunati razvoj u red po-
tencija integrala koji nisu elementarno rjesivi.

I = /612 dx

nije elementarno rjesiv, odnosno rjeSenje nije elementarna funkcija i ne
moze se prikazati konaénim brojem zbrajanja, oduzimanja, mnozenja,
dijeljenja i komponiranja elementarnih funkcija. Ovaj integral je od ve-
like vaznosti u teoriji vjerojatnosti i statistici jer funkcija vjerojatnosti
Gaussove ili normalne razdiobe ima oblik funkcije f(z) = e %"

Primjer 1.14 a) Integral
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Prema [M1, §6.5] Maclaurinov razvoj funkcije e glasi

oo
T .’IJ2 .%'3 4 n

@ _ £z, £ & . _ T
e e T _Z;)n!, Vz € R.
n=

Pri tome je konvergencija uniformna po [M1, teorem 6.16]. Zamijenimo

i s —22, za svaki € R vrijedi
2 4 6 > n 2N
a2 N e B (=D)"z
R R I TS Dh TR
n=

pri ¢emu je konvergencija uniformna. Teorem [CJ daje

R L PR Y G Ve
I = x — K . )
/e dx nz:o n! /x dx nz:o o 2n—|—1+C

Dakle, nasli smo razvoj trazenog integrala u uniformno konvergentan
red potencija. Pomoc¢u ovog reda mozemo izrac¢unati vrijednost funkcije
I = I(z) u bilo kojoj tocki z sa zeljenom to¢noséu. Dobiveni red nije
Taylorov red, tako da ne vrijedi formula za ostatak. Medutim, kako je red
alterniran, zakljucujemo da pogreska prilikom aproksimacije konacnom
parcijalnom sumom nije veéa od prvog zanemarenog Clana. Na primjer,
vrijednost integrala I u tocki x = 0.1 uz C' = 0 izraCunata s prva tri ¢lana
reda (zan =0,1,2) je

+1 0'15—00996676
1 3 2 5 ’

Cetvrti clan reda (za n = 3) jednak je

- — —2.3809 - 1077,

o
7

pa zakljuéujemo da pogreska nije veéa od 2.3809 - 10~?, odnosno

1(0.1) € [0.0996676 — 2.3809 - 10~Y,0.0996676]
= [0.099667664, 0.099667667],

sto je relativna pogreska manja od tri stota dijela tisucitog dijela jednog

promila.
b) Integral
7 / sinx o
x
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takoder nije elementarno rjesiv. Prema [M1, §6.5] MacLaurinov razvoj
funkcije sin x glasi

3 5 7 oo 2n+1
X xr xr xr X
nz=— -2 4L L oS () VaeR,
e TR TR T T n:o( )(2n+1)! v

pri ¢emu je konvergencija uniformna po [MI1, teorem 6.16]. Za x # 0

vrijedi
: 2 4 6 0 2n
sin T T T T
—1— _ R Sy [ |
T 3! + 5! 7! * RZO( ) (2n 4+ 1)!

Primijetimo da je red na desnoj strani definiran za svaki z € R, dok
zadana funkcija nije definirana u tocki = 0. No, kako se oni razlikuju
samo u jednoj tocki, po definiciji [l oni imaju istu primitivnu funkciju,
pa tako i isti integral. Sada mozemo primijeniti teorem

sinz = (=) 9 e S D
I = = _ n = . .
/ P ;0(2n+1)!/x dr ;0(2n+1)! ot ¢

Zadatak 1.11 a) Pomocu razvoja u red potencija izracunajte integral

/e—d:c.
T

b) Izracunajte vrijednosti integrala iz primjera [[T4] a) u tockama = = 0.2 i
x =1 uz C = 0 koristeé¢i prva tri ¢lana reda i ocijenite pogresku.

c¢) k-tu parcijalnu sumu reda I iz primjera [T a) u tocki z uz C = 0
mozemo izraCunati pomocu sljede¢eg Matlab programas:

format long
k=3;
x=0.1;
I=0;
for n=1:k
I=I+(-1) " (n-1)*x"~ (2*n-1) / ((2*n-1) *prod (1:n-1)) ;
end
I
pogreska=(-1) "k*x~ (2*¥k+1)/((2xk+1) *prod (1:k))
relativna_pogreska=abs (pogreska/I)
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Izrac¢unajte aproksimacije vrijednosti integrala I u razli¢itim tockama x
s razli¢itim parcijalnim sumama (za razli¢ite vrijednosti k), te odgova-
rajuce pogreske. Za racunanje mozete koristiti program (Octave On-line.
Naredba format long je potrebna da bi se prikazalo svih 16 znamenki
koje program racuna.

d) Preradite prethodni program tako da racuna k-tu parcijalnu sumu inte-
grala [ iz primjera [LId b), te izracunajte vrijednosti integrala i odgova-
rajuée pogreske u raznim tockama x za razne vrijednosti k.

xT

e) Funkciju e~ * mozemo nacrtati na intervalu [—4, 4] pomocu sljedeceg Ma-

tlab programa:

x=-4:0.01:4;
plot(x,exp(-x.72))

Nacrtajte funkciju na razlic¢itim intervalima koriste¢i program |Octave On-line.

Teorem takoder mozemo iskoristiti za rac¢unanje razvoja u red poten-
cija onih funkcija kod kojih to ne mozemo direktno napraviti.

Primjer 1.15 Funkciju arctg z ne mozemo razviti u red potencija direkt-
nom primjenom Taylorove formule [M1, §6.5]. Naime, sukcesivno deriviranje
daje

1 -1
— arctgz)’ = ————= - 27, ...
pa derivacije postaju vrlo slozene. Zato ¢emo koristiti geometrijski red [M1,
§6.4] za koji vrijedi

(arctgx)’ =

1
1+x+x2+x3+x4+---:1 ., Vze(-1,1).
— T
Zamijenimo li z s —22, za x € (—1,1) vrijedi
> 1 1
2 4 6 _ 2n __ _ _ /
l—a? 42t~ +---—nEO(—1)% = 1- (—22)  1+a2 = (arctg z)".

Teorem daje

00 )
x2n+1

arctg z = Z(—l)"/x% de = Z(—l)" 1 +C.



http://lavica.fesb.hr/octave/octave-on-line.php
http://lavica.fesb.hr/octave/octave-on-line.php

38 NEODREDENI INTEGRAL

No, zbog toga sto se na lijevoj strani nalazi konkretna funkcija, konstanta
C ne moze biti proizvoljna. Iz uvjeta arctg 0 = 0 slijedi C' = 0. Dakle,

> p2n+l
arctg r = Z{)(—l)”m, Vo € (—1,1). (1.8)
n=

Ispitajmo konvergenciju reda na desnoj strani u rubovima intervala. U
tocki x = —1 red glasi

— o+l - 3 5 ’

Ovaj red konvergira po Leibnitzovom kriteriju [M1, §6.2.4]. nadalje, zbog
neprekidnosti lijeve i desne u jednakosti [CF), zaklju¢ujemo da red konver-
gira prema arctg(—1) = —7n/4. Sli¢no razmatranje za tocku x = —1 daje

[oe)
—1)" 1 1
e, Ll
2n+1 3 5 4
n=0

Gornji red mozemo koristiti za racunanje broja m, medutim konvergen-
cija je vrlo spora. Naime, red je alterniran, pa zaklju¢ujemo da pogreska
prilikom aproksimacije kona¢nom parcijalnom sumom nije veéa od prvog za-
nemarenog ¢lana. (Sliéno smo veé zakljuécili u primjeru[[Tdla).) Na primjer,
kada zbrojimo prvih 1000 ¢lanova reda, pogreska je manja od —1/(2001), $to
znac¢i da smo izracunali tek prve tri decimale broja .

Zadatak 1.12 k-tu parcijalnu sumu prethodnog reda I i odgovarajuéu aprok-
simaciju broja m mozemo izra¢unati pomocu sljede¢eg Matlab programa:

format long

k=1000;
a=ones(k,1);
a(2:2:k)=-1;

for i=1:k; a(i)=a(i)/(2*i-1); end
p=4*sum(a)
pi

Izracunajte aproksimacije broja m za razli¢ite vrijednosti k, i usporedite
s pravom vrijednos¢u. Koliko se to¢nih decimala dobije za n = 10, 100, 10007
Za racunanje koristite program Octave On-line.
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1.9 Slobodan pad uz otpor zraka

Koristenjem integralnog racuna iz ove glave i diferencijalnog ra¢una iz
[M1, §5], moZzemo rjesavati razne probleme u fizici i tehnici, ili opéenito
prirodi, §to je i svrha integralnog i diferencijalnog rac¢una. U ovom poglavlju
iskoristit ¢emo do sada nauceno za rjeSavanje problema slobodnog pada.

Pretpostavimo da je prilikom slobodnog para otpor zraka proporcionalan
kvadratu brzine. Tada prema drugom Newtonovom zakonu vrijedi

ma = mg — kv,

pri ¢emu je m masa tijela koje pada, a ubrzanje, g gravitacija, k koeficijent
trenja i v brzina.

Izvest ¢emo formulu za brzinu v u ovisnosti o prijedenom putu s, v(s)

(vidi Sliku LA za m = k).

sqrt (9.81*( 1-exp(-2*s) ) ) —

Slika 1.2: Slobodan pad uz otpor zraka za m = k

Iz Newtonove formule slijedi

ozt (@ - v2). (1.9)

m\ k

Kako je ubrzanje derivacija brzine po vremenu, a brzina derivacija puta po
vremenu, mozemo pisati

_dv_dv ds_dv ds dv

“T@t T dt ds ds dt  'ds
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Kombinirajuéi dvije prethodne formule uz oznaku o = mg/k imamo

v

k
dv = — ds.
m

a—v?

Integriranje obaju strana daje

/ Udezﬁ/ds:Esﬂ—C.
a—v m m

2

Integral na lijevoj strani rijeSimo supstitucijom o — v* = u, pa je
1 k
——Inja -1 =—s+0C.
2 m

Iz formule (CH) i ¢injenice da je ubrzanje pozitivno slijedi o — v? > 0,
odnosno In |a — v?| = In(a — v?). Dalje, potrebno je odrediti konstantu C'.
Pretpostavili smo da gibanje krece iz ishodista koordinatnog sustava (Slika
7)), odnosno v(0) = 0, pa uvrstavanje u prethodnu formulu daje

1
C = —§ln0z.

Dakle,

In(a —v?) = —QES + Ina.
m

Svojstvo logaritma (L4) iz [M1, §4.6.4] daje

2
a—v k
In = —2—s,
o m
pa eksponenciranje daje
2
oa—v k
==
@

Rjesavanje ove jednadzbe po v, koristeéi pri tome definiciju od « i ¢injenicu
da je v > 0, kona¢no daje

v(s) = \/% <1 — 62%‘9), s> 0.

Vidimo kako se brzina ne moze beskonacno povecavati jer jer

Voo = lim \/% (1_6—2%s> - %.

Isto smo mogli zaklju¢iti i direktno iz formule () jer za tu vrijednost brzine
ubrzanje iS¢ezava.
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Pogledajmo jos sto se dogodi kada nema otpora zraka, odnosno za k =
0. Uvrstavanje daje neodredeni oblik, vp—o(s) = /(1 —1)/0. Svojstvo
neprekidnih funkcija [M1, teorem 4.7 (ii)] (u ovom slucaju drugi korijen) i
L’Hospitalovo pravilo [M1, §5.5.3] daju poznatu formulu

et =y 2 (1= = 52 (1)

Integralni racun se takoder koristiti i kod izvodenja formule za put u

ovisnosti o vremenu. Drugacijim pristupom, ¢iji izvod preskacemo, dobije se
formula za brzinu kao funkciju vremena

v(t) = ath(ft), t>0,
gdje je a = \/W//‘C ip= \/M Put kao funkcija vremena je integral
brzine:
ht h(Bt) =
S(t):/ath(ﬁt)dt:a S—dt: ch(Bt) =u
chi Bech(Bt) = du

_ %/% - %ln|u| _ %ln(ch(ﬂt)) e

U zadnjoj jednakosti koristili smo ¢injenicu da je kosinus hiperbolni uvijek
vedi ili jednak jedan. Konstantu C' odredimo iz pocetnog uvjeta s(0) = 0,

o o
0=—=In(ch0)+C=—-In1+C="C.
B (ch0) B

Dakle,

s(t) = %m(ch(m)) - %m (ch( @t)>, t>0.
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Za razliku od neodredenog integrala koji je skup funkcija (definicija [C2,
odredeni integral je realan broj. Taj broj je dobiven iz podintegralne funkcije
i intervala na kojem tu funkciju promatramo, a naéin na koji se racuna, kao
i njegove primjene, tema su ovog poglavlja. Premda su, dakle, neodredeni
i odredeni integral dva razlicita matematicka objekta, medu njima postoji

jaka veza.
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2.1 Definicija i osnovna svojstva

U ovom poglavlju definirat ¢emo prvo rastav segmenta, gornju i donju
integralnu sumu, gornji i donji integral, te kona¢no odredeni integral. Po-
tom ¢emo dati osnovna svojstva odredenog integrala i navesti dovoljan uvjet
integrabilnosti.

Definicija 2.1 Rastavili dekompozicija segmenta [a,b] C R je svaki konacan
skup tocaka {xg,z1,...,x,} takav da je

a=x0 <11 <2<+ <y 1 <1y = b

Skup svih dekompozicija segmenta [a, b] oznacavamo s D.

Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Gornja integralna suma je broj

(slika EZTI)
g(f, D) = Mi(w; — zi1),
i=1
gdje je
M; =sup{f(z) : z € [xj—1, 2]}

Donja integralna suma je broj (slika EZ2)

d(f,D) = Zmi(xi —Ti-1),

i=1
gdje je
m; = inf{f(z) : x € [z;_1, 2]}
Gornji (Riemannov) integral je broj

I =inf{g(f,D) : D € D},
a donji (Riemannov) integral je broj

I, =sup{d(f,D): D € D},

pri cemu [* i I, sigurno postoje zbog omedenosti funkcije f.

Funkcija f je (Riemann) integrabilna na segmentu |a,b] ako je I* = I,.
Riemannov integral ili odredeni integral funkcije f od a do b je broj

I=I1.=1I".
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Slika 2.1: Gornja suma

Odredeni integral oznacavamo s

I:/bf(a:) dz.

Napomena 2.1 U literaturi se odredeni integral ¢esto definira i pomocu
lijevih i desnih integralnih suma,

I(f,D) = Zf(xi_n(xi — 1),
r(f,D) = Zf(:z:i)(xi —zi1).

Iz definicijeEdIslijede osnovna svojstva i geometrijsko znacenje odredenog
integrala:

O1. Za svaki rastav D € D vrijedi
I<g(f,D), I=>=d(f D).
02. Ako je f(z) > 0 za svaki x € [a,]], tada je integral I jednak povrsini
izmedu krivulje y = f(x) i x-osi od a do b. Naime, na slikama 1] i

vidimo da usitnjavanjem rastava D gornje i donje sume sve bolje
aproksimiraju tu povrsinu.
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03.

04.

05.

0O6.

Slika 2.2: Donja suma

Ocito vrijedi
/f(x) dx = 0.

Dijelovi povrsine koji se nalaze ispod z-osi pribrajaju se s negativ-
nim predznakom. Naime, za dio funkcije koji se nalazi ispod z-osi su
veli¢ine M; i m; negativne. Iz ovog svojstva, na primjer, slijedi da je

27
/ sinx dx = 0.
0

Za a < b definiramo

Smisao ove definicije je slijedeéi: kada u / f(x) dx varijabla x ide od

a do b, tada je prirast dx pozitivan, a kada z ide od b prema a, tada
smatramo da je prirast dr negativan.

Podrucje integracije mozemo rastaviti na konacno dijelova. Na primjer,
ukoliko svi navedeni integrali postoje, tada je
b b

/f(x)dw=/cf(x)dx+/f(x)dx.

a C
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Ako je a < ¢ < b tada je jednakost ocita jer se radi o zbrajanju povrsina.
No, zbog svojstva O5, jednakost vrijedii kada jec<a <bilia<b<c

(slika Z33).

P=P+R, R=P- P,

Slika 2.3: Rastav integrala na djelove

O7. Funkcija f je takoder integrabilna na svakom pod-segmentu [c,d] C
[a,b]. Naime, gornji i donji integrali, I* i I,,, mogu biti konacni i jednaki
samo ako su gornji i donji integrali [, [*C d 1/,[c,q) konacni i jednaki za svaki

pod-segment [c, d].

Slijedeéi vazan teorem dam daje dovoljan uvjet integrabilnosti funkcije
f. Teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 2.1 Ako je funkcija f : [a,b] — R omedena i neprekidna na skupu
[a,b] \ A, pri ¢emu je skup tocaka A C la,b] najvise prebrojiv, tada je f
integrabilna na [a,b].

Na primjer, kako vrijednost funkcije u jednoj tocki ne utje¢e na povrsinu,
za funkciju prikazanu na Slici EZ4] vrijedi

2 1 2
/f(x)d:c:/f(:c)dx+/f(x)d:c:%—I—Q—I—%:S,
0 0 1

bez obzira na definiranost ili vrijednost funkcije u tocki x = 2. Sliéno vrijedi
i za prebrojivo mnogo tocaka.

Slijedeéi primjer pokazuje §to se moze dogoditi kada je skup A iz teorema
EZTl neprebrojiv.
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Slika 2.4: Dovoljan uvjet integrabilnosti

Primjer 2.1 Promotrimo funkciju f : [0,1] — {0, 1} definiranu s

)L zeQ
f(x)_{o, z€R\Q

Ovu funkciju smo veé promatrali u [M1, §4.4.2]. Funkcija f je o¢ito omedena.
Medutim, kako su skupovi Q i R gusti jedan u drugom (vidi [M1, §1.7]),
funkcija f ima prekid u svakoj tocki segmenta [0, 1], odnosno ima neprebro-
jivo mnogo prekida. Stoga za svaki rastav D za svaki i vrijedi m; = 0 i
M; =1, pa je

n n

d(f,D)y=> 0-(xi—xzi1) =0,  g(f;D)=>_1-(x;—z1)=1

i=1 i=1
Dakle, I, =0 # 1 = I*, pa funkcije f nije integrabilna.
2.2 Newton-Leibnitzova formula

U ovom poglavlju dokazat ¢emo osnovni teorem integralnog racuna koji
daje vezu izmedu neodredenog i odredenog integrala.
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Teorem 2.2 Neka je funkcija f : [a,b] — R integrabilna na [a,b] i neka za
nju postoji primitivna funkcija F : [a,b] — R takva da je F'(z) = f(x) za
svaki x € (a,b). Tada vrijedi Newton-Leibnitzova formula:

Dokaz. Neka je D proizvoljni rastav segmenta [a,b] kao u definiciji 21
Za svaki ¢ = 1,2,...,n funkcija F' je neprekidna na intervalu [x;_1,x;] i
derivabilna na intervalu (z;_1,x;). Prema Lagrangeovom teoremu srednje
vrijednosti [M1, teorem 5.9] postoji tocka & € (z;—1, ;) za koju vrijedi
F(x;) = F(xi1) = F'(&) (2 — zi1) = (&) (xi — i)

S druge strane vrijedi

inf{f(x):x € [xi—1, 2]} =m; < f(&) < M; =sup{f(z):x € [x;i_1,x]}
Sto povlaci

mi(x; — xi—1) < F(x3) — F(wi—) < Mi(x; —x-1), i=1,2,...,n.

Zbrajajuéi ove nejednakosti dobivamo
d(f, D) <Y [F(w:) = F(zi1)] < g(f, D),
i=1

odnosno

d(f, D) < F(b) — F(a) < g(f, D).

Ove nejednakosti vrijede za proizvoljni rastav D segmenta [a, b] iz ¢ega slijedi
I. <F(b)—F(a) < I".

Integrabilnost funkcije f povlaci

pa je konacno



50 ODREDENI INTEGRAL

i teorem j dokazan. H

Iz teorema zakljucujemo da se odredeni integral moze rijesiti tako da
se nade neodredeni integral podintegralne funkcija, a onda uvrste granice.
Newton-Leibnitzovu formulu jos zapisujemo kao

b

b
[ H@)do = Fla)
a
a
Primjer 2.2 Povrsina izmedu funkcije y = sinx i x-osi od 0 do 7 jednaka

je
™

/sinxdm = —cosz
0

m
=—cosm— (—cos0) =—(—1)+1=2.
0

Sli¢no, povrsina izmedu kvadratne parabole y = 22 i z-osi od 0 do 1 jednaka
je
1
3 |1
1 1
/:czdac:x— =-—-0=—-.
31 3 3
0
Povrsine su prikazane na Slici 220
P=2
pi 1

Slika 2.5: Primjena Newton-Leibnitzove formule

U teoremu smo pokazali kako se odredeni integral moze izracunati
pomocu primitivne funkcije. Slijede¢i teorem daje obrnutu vezu, odnosno
kazuje kako se primitivna funkcija moze dobiti pomoc¢u odredenog integrala,
to jest pomocu povrSine izmedu podintegralne funkcije i x-osi. Takoder,
sljededi teorem daje i nesto jacu verziju teorema bez uvjeta na derivabil-
nost funkcije F' za svaki x € (a,b).
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Teorem 2.3 Neka je funkcija f : [a,b] — R integrabilna na intervalu [a, b]
i neka je A C [a,b] skup svih toc¢aka prekida funkcije f. Tada za funkciju
funkcija ® definiranu s

o) = [fO)dt oy
vrijedi (vidi sliku[Z4):

(i) ®(a) =0, ®(b) = [ f(x)du,

(ii) funkcija ® je neprekidna na intervalu [a,b),
(iii) funkcija ® je derivabilna na [a,b]\ A i
V()= f(x), Voelab\A
(iv) ako je skup A konacan ili prebojiv, tada je ® primitivna funkcija funk-

cije f na intervalu [a,b] te za bilo koju primitivnu funkciju F funkcije
f na intervalu [a,b] vrijedi Newton-Leibnitzova formula

Dokaz.
(i) Ocito.
(ii) Za proizvoljan z vrijedi

r+Ax

B(z + Az) — B(z) = / F(t) dt

xT

pa omedenost funkcije f,
FOI<M, Ve o)

povlaci
|®(x 4+ Az) — ®(x)| < M |Ax|,

odnosno

5lim0 O(z+ Az) = O(z).
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(iii) Za proizvoljan x vrijedi
Oz + Az) — T
(Bl MUCEY T

xT

pa sli¢ne ocjene kao u tocki (ii) daju

@(HAX;_@(@ —f(x)' < sup () = f@)l

telz,z+Ax] ili te(z+Ax,x)

Ako je funkcija f neprekidna u tocki z, odnosno, ako je x € [a,b] \ A,
onda izraz na desnoj strani tezi k nuli kada Az — 0 pa je ®'(x) = f(x).

(iv) Ako je skup A konacan ili prebrojiv, tada je ® i primitivna funkcija
funkcije f naintervalu [a, b]. Prema teoremu[[2za bilo koju primitivnu
funkciju F' funkcije f na intervalu [a, b] vrijedi

F(z)=®(x)+ C, Vz € [a,b]
pa iz tocke (i) slijedi
b

F(b)—F(a) =®(b) +C — ®(a) — C = 0(b) :/f(:ﬂ)dac

a

2.3 Supstitucija i parcijalna integracija
Svaki odredeni integral mozemo rijesiti tako da prvo rijeSimo pripadni

neodredeni integral, a potom uvrstimo granice prema Newton-Leibnitzovoj
formulu. Promotrimo integral

7 d
x
1= .
/ﬁ—l
4

Prvo pomoéu supstitucije rijeSimo neodredeni integral

/ dx { r =t } 2t dt 264 20t — 1
_— = _= _— = n _
\/5—1 dr = 2tdt t—1

=2z +2In |z —1|.
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P=d(x)

a X

Slika 2.6: Primitivna funkcija kao odredjeni integral

Primijetimo da je supstitucija dobro definirana jer je x > 0. Takoder pri-
mijetimo da kod rjeSavanja neodredenog integrala ne treba pisati konstantu
integracije C, jer nam ona ne treba u Newton-Leibnitzovoj formuli. Dakle,

I=2yz+2In|yr

=23+In2)-2(2+4+Inl)=2+2In2.

Ako prilikom zamjene varijabli ujedno izvrsimo i odgovarajuéu zamjenu
granica, odredeni integral rjeSavamo na slijedeéi nacin:

9 9 3
/ dvr r=1 z |4 _/2tdt
V-1 \de=2tdt t|2[3 ) Jt-1
4 2
3 3 3
2/dt+2/—_2t +2In|t — 1]
t—1 )
2

2
(3-2)+2(In2—-Inl)=2+2In2.

Kod zamjene granica trebamo uvijek paziti da ona bude dobro definirana.
Tako u ovom primjeru supstitucija = = ¢? zapravo znaci t = VX, pa smo
prema tome i odabrali nove granice. Posebno oprezan treba biti kod zamjene
granica u slucéaju periodickih (trigonometrijskih) funkcija.
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Formula za parcijalnu integraciju takoder vrijedi u odredenom integralu:

2 1 ) 2
u=Inz, du=-dz,
/hlxdac: T =zlnx —/:c
1 o

dv=dr, v==x

2
=2In2—1lnl1l—2| =2In2-1.

1

dx

SN

2.4 Teoremi o odredenom integralu

U ovom poglavlju dokazat ¢emo jos neka svojstva odredenog integrala.

U [M1, §5.5.2] dokazali smo Cauchyjev i Lagrangeov teorem srednje vri-
jednosti za derivaciju. Slijede¢i teorem je analogija tih teorema za odredeni
integral, a dokazuje se pomocéu Cauchyjevog teorema.

Teorem 2.4 (Teorem srednje vrijednosti) Ako su funkcije f,g: [a,b] —
R neprekidne i g(x) # 0, tada postoji tocka ¢ € (a,b) takva da je

) /abf(x) dx
) e

‘ /a () dz

f(
g(

Posebno (uz g(x) = 1) vrijedi

b
10) = 5= [ fla)da,

Dokaz. Neka su F' i GG primitivne funkcije funkcija f i g na segmentu
[a,b], redom. Kako su f i g neprekidne, to su F' i G derivabilne na (a,b).
Pored toga, G'(x) = g(z) # 0. Dakle, funkcije F' i G ispunjavaju uvjete
Cauchyjevog teorema, pa postoji tocka ¢ € (a,b) takva da je

2) /abf(:c)dx
): b

¢ /a g(z) dx

i prva tvrdnja teorema je dokazana. Druga tvrdnja slijedi iz prve ako uz-
memo g(z)=1. =

_ _ F(b) - F(
gle)  G'(c)  Gb) = G(
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Graficka interpretacija druge tvrdnje teorema je slijede¢a: povrsina izmedu
funkcija f(z) 1 z-osi od a do b jednaka je povrsini pravokutnika s bazom b—a
i visinom f(c), s time §to povrsina i visina mogu biti i negativne (slika Z7).
Vrijednost f(c) je srednja vrijednost funkcije f na intervalu [a, b].

f(c)

Slika 2.7: Teorem srednje vrijednosti

2

Zadatak 2.1 Izrac¢unajte srednju vrijednost funkcije f(x) = z* na intervalu

[0, 1].
Teorem 2.5 Neka su funkcije f,q : [a,b] — R integrabilne na [a,b]. Tada
vrijedi:

(i) odredeni integral je linearan:

b

/(af(x) + By(x)) dzx = a/bf(w) dz +6/bg(w) dx,

a a

11) odredeni integral je monoton, odnosno ako je f(x) < g(x) za svaki
grat j J g

x € [a,b], tada je
b b
/f(ac) dr < /g(x) dz,

(iii) odredeni integral zadovoljava nejednakost trokuta:

b b

1 [ 1w < [15@)as.

a a
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Dokaz.

(i) Neka su F' i G primitivne funkcije od f i g, redom. Kako je (aF'(z) +
BG(x)) = af(x) + Bg(z), zakljuéujemo da je funkcija oF + GG primi-
tivna funkcija funkcije aof + Bg. Newton-Leibnitzova formula daje

b

b
/ (af(2) + Bg(x)) dx = aF(x) + BG(x)

a

= aF(b) + BG(b) — (aF () + HG(a))
= <F<b> F(a))+ﬁ( (b) — G(a))

—a/f m+ﬁ/f

(ii) Zbog f(z) < g(x), za svaku dekompoziciju D segmenta [a,b] odgova-
rajuce donje sume zadovoljavaju nejednakosti

b
d(f, D) < d(g, D) < / 9() de.

Dakle
b

[ o) de = swp d(s.0) /f
DeD
a
(iii) Svojstvo apsolutne vrijednosti realnog broja iz [M1, §1.7.2] povlaci

—[f(@)] < f(z) < [f(2)].

Druga tvrdnja teorema povlaci

_immmsiﬂwwéjWMM,

pa isto svojstvo apsolutne vrijednosti (primijenjeno u obratnom smjeru)
daje tvrdnju. ®
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2.5 Nepravi integral

Nepravi integral je poopéenje odredenog integrala kada podrucje integra-
cije ima barem jednu beskonacnu granicu, ili kada funkcija unutar podrucja
integracije nije omedena (na primjer, ima vertikalnu asimptotu). Neprave in-
tegrale rjesavamo pomocu limesa. Ako je nepravi integral konacan, kazemo
da je konvergentan ili da konvergira, u protivnom je divergentan odnosno
divergira.

Zelimo, na primjer, odrediti povrsinu izmedu krivulje y = e~ i x-osi od

nula do beskonacno (slika EZH)).

\ exp(-x) —
1

Slika 2.8: Nepravi integral

Lako se mozemo uvjeriti da je trazena povrsSina konacna, unato¢ tome
Sto se podrucje proteze u beskona¢no. Naime, trazena povrsina je manja od
sume povrsina pravokutnika oznacenih na slici 29, a ta je pak jednaka sumi

geometrijskog redafl
oo

Z e~ (1) = L < 00.

=1 1-=

Povrsinu racunamo pomocu nepravog integrala:

—+00 a a
e ¥dr= lim [edr= lim (—e )| = lim —e *+e’=1.
a——+00 a——+00 0 a—-+00
0 0

Slijededi nepravi integral ponasa se kao red brojeva ) 1/nP koji konver-
gira za p > 1, a divergira za p < 1 (vidi [M1, §6.2.2]).

1Ovdje se radi o gornjoj integralnoj sumi za z; =i, i = 0,1,00 i M; = e~ (=1,
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Slika 2.9: Konvergentna gornja suma nepravog integrala

Primjer 2.3 Izracunajmo integral

+o0 1
I = —dx.
xP
1

Prelaskom na limes imamo

a

I = lim /x_p dx.
a—-+00
1

Slucajeve p =1, p < 11ip > 1 ¢éemo analizirati posebno Za p = 1 vrijedi

a

I'= lim In|z|

= lim lna—1Inl= 400,
a——+00

1 a—-+00

pa integral divergira. Za p # 1 vrijedi

“ 1 1
= lim —a'?— ——.
;] a—too 1—p 1—p

—p+1

I = T

lim
a—+o0 —p +1

Zap<1ljel—p>0, pajel = -+o0, odnosno integral divergira. Za p > 1
jel—p<0,pajel=1/(p—1), odnosno integral konvergira.

Kao primjer nepravog integrala koji u rubu podrucja integracije ima ver-
tikalnu asimptotu, uzet ¢emo istu podintegralnu funkciju kao u prethodnom
primjeru. PonaSanje integrala u odnosu vrijednost parametra p je obrnuto
nego u prethodnom primjeru.
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Primjer 2.4 Izracunajmo integral

Prelaskom na limes imamo

I = lim [ z7Pdx.
€—>0+
£

Slucajeve p =1, p < 11ip > 1 ¢emo analizirati posebno Za p = 1 vrijedi

1

= lim In1 —Ine = —(—o0) = o0,

I = lim In || L
e—U4

€*>0+

pa integral divergira. Za p # 1 vrijedi

I = lim
e—=04 —p + 1

Zap<ljel—p>0,pajel=1/(1-p), odnosno integral konvergira. Za
p>1jel—p<0, pajel =400, odnosno integral divergira.

U slucaju kada u nepravom integralu imamo i beskonac¢ne granice i tocke
prekida, integral rastavljamo na vise dijelova. Na primjer,

—+o00 1 “+o00
1 1 1
/ 5 dx :/ 5 dx + / 5 dx
zln“x zln®x zln“x
0 0 1
1-46 a
= lim —— dr + lim —— dx.

e—04 zln®z 7—04 zln“x
0—04 ¢ a—+00 14~

Zadatak 2.2 Rijesite prethodni integral i pokazite da divergira u 4o0.

2.5.1 Kriteriji konvergencije

Slicno kao kod redova brojeva  [M1, §6.2.2 i §6.2.3], i kod nepravog
integrala mozemo zakljuciti da li konvergira bez racunanja samog integrala.

Poredbeni kriterij za nepravi integral glasi (usporedi [M1, teorem 6.10]):
ako je 0 < f(x) < g(x) za svaki x € (a,b), pri ¢emu su a i b granice nepravog
integrala, tada vrijedi slijedece:
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b b
(i) konvergencija integrala / g(z) dx povlaci konvergenciju integrala / f(x) dx;
a a

b b
(ii) divergencija integrala / f(x) dx povladi divergenciju integrala / g(x) dx.
a a

Teorem o apsolutnoj konvergenciji za nepravi integral glasi (usporedi

b
[M1, teorem 6.11]): konvergencija integrala / |f(x)|dx povlaci konvergen-
a

b
ciju integrala/ f(x)dx.

Primjer 2.5 Integral
+oo

/ e dy = T,

—0o
koji ima vaznu primjenu u teoriji vjerojatnosti, nije elementarno rjesiv.
Medutim, koriste¢i poredbeni kriterij lako vidimo da taj integral konvergira.
Kako je podintegralna funkcija parna, ocito vrijedi (slika ZZT0)

“+o0 —+o0
/ e dg =2 / e de.
—00 0

Iz slike 2T, ¢injenica da za 0 < z < 1 vrijedi 0 < P <1,dok zax >1
vrijedi 0 < e < e~ ", i poredbenog kriterija, slijedi

+o0 1 +o0 +o0

/e_sz:c:/e_xdeﬂ—/e_dexgqu/e_xdx<2,

0 0 1 1
pa promatrani integral konvergira.

Kao ilustraciju apsolutne konvergencije promotrimo integral (vidi sliku

1)

+o0o

/ sinze *dx.

0

T po poredbenom kriteriju za-

Kako za = > 0 vrijedi |sinze ™| < e~
+00

klju¢ujemo da / |sinx e *| dz konvergira. No, tada i zadani integral
0

konvergira po teoremu o apsolutnoj konvergenciji.
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\ exp(-x**2) —
\ exp(-x) —

Slika 2.10: Poredbeni kriterij za odredjeni integral

\ sin(x)*exp(-x) —
1 exp(-x) —

Slika 2.11: Apsolutna konvergencija nepravog integrala
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2.6 Primjene odredenog integrala

Osnovne geometrijske primjene odredenog integrala su:

— racunanje povrsine ravninskih likova,
— racunanje duljine luka ravninskih krivulja,

— racunanje volumena (obujma) tijela koja nastaju rotacijom ravninskih
krivulja oko zadane osi,

— racunanje oplosja tijela koja nastaju rotacijom ravninskih krivulja oko

zadane osi.

Navedeni problemi su u osnovi jednodimenzionalni, odnosno ovise samo
o jednoj varijabli. Za svaku od ovih primjena izvest ¢emo formule i dati
primjere za slucajeve kada su funkcije zadane u Kartezijevim koordinatama,
parametarski i u polarnim koordinatama, $to ukupno daje 12 razli¢itih pri-
mjena.

Obradit ¢emo i neke primjene odredenog integrala u fizici i to:
— racunanje rada (integral sile po putu),

— racunanje hidrostatskog tlaka i

— rac¢unanje momenata i tezista.

2.6.1 Povrsina ravninskog lika

Povrsinu izmedu krivulja y = f(z) i y = g(x) od tocke a do tocke b
racunamo kao beskona¢nu (integralnu) sumu beskonaéno malih elemenata
povrsine (slika ZI2). Elementi povrsine su beskona¢no mali pravokutnici s
bazom dz i visinom f(x) — g(z).

Povrsina se racuna formulom
b
P = dP = /(f(:c) —g(x)) dx. (2.1)
[a,b] a

Primjer 2.6 Povrsina izmedu krivulja y = 2% i y = \/z dana je s (vidi sliku

ET3)

1
9 3
P:/(\/E—:cz)dx:—x3/2—x— .
3 3 |, 3
0
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dP=(f(x)-g(x)) dx

X X+dx

y=g(x)

Slika 2.12: Povrsina ravninskog lika i element povrsine

Kod rac¢unanja povrsina kao varijablu integracije mozemo uzeti x ili y,
ovisno o tome §to je povoljnije.

Primjer 2.7 Izrac¢unajmo povrsinu omedenu krivuljama y = 22 iy = 2 — 2
(slika EZT4)). Da bi odredili granice integracije prvo moramo naéi sjecista
krivulja. Izjednacavanje daje y? = y+2, odnosno krivulje se sijeku u tockama
M= (1,-1)i N = (4,2).

Ako za varijablu integracije odaberemo y, tada je y € [—1,2], gornja
funkcija dana je s f(y) = y + 2, a donja funkcija dana je s g(y) = y?. Dakle,

/ 2 y2 y3
P=/@+%ﬂﬁ@=—+%——
—1

Ako za varijablu integracije odaberemo x, tada integral moramo rastaviti
na dva dijela. U tom slucaju vrijedi

N | ©

P:/l(x/E—(—x/E))dw+/4(x/E—(x—2))dw=---=
0 1

Pomocu odredenog integrala mozemo izvesti dobro poznate formule za
povrsinu elipse i kruznice.
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sqrt(x) —
X**z —

Slika 2.13: Povrsina ravninskog lika 1

Primjer 2.8 Neka je zadana elipsa

(z—0)*  (y—wo)?
a? + b2

=1 (2.2)

Zadana elipsa ima srediste u tocki S = (xg,yo), a polu-osi su joj duge a i b
(slika EZTHI).

Ocito je x € [xg — a,xo + a], a gornja i donja funkcija dane su s

f(x):yoij\/@v g(x)=yo—b\/@_

Povrsina elipse dana je s

A P T R )

Tro—a

xo+a 3
— / 2(,1/1_de.
a
ro—a



2.6 Primjene odredenog integrala 65

sqrt(x) —
-sqrt(x) —
X-2

Slika 2.14: Povrsina ravninskog lika IT

Trigonometrijska supstitucija iz poglavlja [ daje

T — X . . T —Xo
=sint, t = arcsin , $‘$0—a‘$0+a
P: a a n B B
dx = acostdt, ‘_W/ ‘ m/
/2 /2
=2ab / V1 —sin®tcostdt =2ab / | cos t| cost dt.
—7/2 —7/2

Kako je na promatranom intervalu cost > 0, koriste¢i poznatu vezu izmedu
funkcija cos?t i cos 2t imamo

w/2 w/2
1 1 w/2
P=2ab / cos’tdt =2ab / 5(1 +cos2t)dt =ab [t + Esin2t}
—7/2 —7/2 /2

=abm.

Za a = b = r formula ([ZZ) prelazi u jednadzbu kruznice radijusa r s
centrom u tocki S = (x0,yo),

(x —20)* + (y — 0)* = 72,
¢ija je povrdina jednaka P = r2r.
Zadatak 2.3 a) Rijesite Primjer ER pomoé¢u supstitucije (x—xzg)/a = cost.

b) Rijesite Primjer integrirajuci po varijabli y.
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Slika 2.15: Povrsina elipse

Parametarski zadana krivulja
Kod parametarski zadane krivulje

r = o(t), y =1(1), t € [t1,t2],

ra¢unamo povrsinu izmedu te krivulje i pravca x = ¢, ¢ € R. Pri tome treba
voditi ra¢una o tome je i x = ¢(t) rastuca ili padajuéa funkcija i ovisno
o tome postaviti integral, odnosno odabrati granice integriranje tako da je
prirast dx = ¢ dt nenegativan.

Primjer 2.9 Izracunajmo povrsinu ispod jednog luka cikloide (slika EZTH),

x = a(t —sint), y = a(l — cost), a>0, te]l0,2n].

Trazena povrsina jednaka je

27 2
P= /[a(l —cost) — 0] - a(l — cost) dt = a® /(1 — cost)? dt = 3a’.
0 0

Formulu za povrsinu elipse iz Primjera mozemo jos jednostavnije
izvesti pomoc¢u parametarski zadane funkcije.

Primjer 2.10 Elipsa iz Primjera .8 je parametarski zadana s

x = x0+ acost, y = yo + bsint, t € [0,2m].
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2*a*pi

Slika 2.16: Povrsina ispod jednog luka cikloide

Kada usporedimo ove formule s formulom (2 i slikom EZTH vidimo da za
t od 0 do 7 prirast dz pada. Medutim, da bi mogli ispravno primijeniti
formulu 1) dx mora rasti. Problem ¢emo rijesit tako sto ¢emo izracunati
povrsinu donje polovice elipse, u kojem slucaju dz raste kada ¢ ide od 7 do
27. Dakle,

2 27
P:2/[y0— (yo + bsint)] -a(—sint)dt:Qab/sinztdt
2m

1
= 2ab/§(1—0082t)dt:ab7r.

™

Krivulja zadana u polarnim koordinatama

U polarnom koordinatnom sustavu tocka T' = (z,y) zadaje se pomocéu
kuta ¢ kojeg polu-pravac koji izlazi iz ishodista i prolazi tockom T' zatvara
s z-osi i udaljenoséu r tocke T od ishodista (slika EZTT)).

Transformacije iz polarnog u Kartezijev koordinatni sustav vrse se prema
formulama

T = TCOS,

y = rsine. (2.3)

Transformacije iz Kartezijevog u polarni koordinatni sustav vrse se prema
formulama

r=+/x2+y2,

_ )
p = arctg —,
x
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Slika 2.17: Polarni koordinatni sustav

pri ¢emu se kvadrant u kojem se nalazi kut ¢ odredi sa slike ili iz kombinacije
predznaka od z i y. Vidimo da je polarni koordinatni sustav, kao i gornje
formule, identi¢ne formulama za trigonometrijski oblik kompleksnog broja
iz [M1, §1.8.1].

Trazenje povrsine likova zadanih u polarnom koordinatnom sustavu pri-
kazano je na SliciEZT8l U polarnom koordinatnom sustavu krivulju zadajemo
formulom

r = f(p), peDCR.

Zbog prirode samog sustava obi¢no trazimo povrsinu izmedu krivulje r =
f(p) izraka ¢ = ¢1 1 ¢ = @y. Shodno tome, element povrsine u polarnom
koordinatnom sustavu je kruzni isjecak radijusa r s kutom dy, odnosno

dP = 57“2 de.

Kao i Kartezijevim koordinatama, povrsina je jednaka beskonac¢noj (inte-
gralnoj) sumi beskona¢no malih elemenata povrsine, odnosno

1 7 1 7
pP= / szi/rzdgo:i/fz(ap)dap.
[01,02] 1 ®1

U polarnom koordinatnom sustavu vrlo je jednostavno izvesti formulu za
povrsinu kruga.

Primjer 2.11 Neka je zadana kruznica radijusa R s centrom u tocki 7' =

(':CanO)a
(x —20)* + (y — yo)* = R*.
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/ ’/
 ¢+do
r=f( () )

: Element povrsine u polarnim koordinatama

Slika 2.18

Ako ishodiste polarnog koordinatnog sustava postavimo u srediste kruznice
(slika ZT9)), tada kruznica ima jednadzbu r = R (konstantna funkcija!), pa

2T o
= R’n7.

je
1 1
P:—/R2dg0:—R2g0
2 2 0
0

Slika 2.19: Povrsina kruga u polarnim koordinatama

Linearne funkcije u polarnim koordinatama su spirale.
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Primjer 2.12 Izrac¢unajmo povrsinu odredenu prvim zavojem Arhimedove

spirale (slika EZ20),

r=aep, a >0, p > 0.
Vrijedi
17 1,08 7 4
p—2 2 _t 2% _* .23
 [leerto=ga S| = Late
0

Primijetimo da je trazena povrsina jednaka tre¢ini povrsine kruznice radijusa
2am.

Slika 2.20: Arhimedova spirala r = ap

2.6.2 Duljina luka ravninske krivulje

Postupak racunanja duljine luka ravninske krivulje jos se naziva rekti-
fikacija krivulje. Slicno kao i kod racunanja povrsine, duljinu luka krivulja
y = f(z) od tocke x = a do tocke x = b racunamo kao beskona¢nu (inte-
gralnu) sumu beskonaéno malih elemenata duljine ds. Formula za element
duljine slijedi iz Pitagorinog poucka i ¢injenice da se funkcija u okolini neke
tocke moze aproksimirati njenom tangentom (slika EZ2T]),

=/ dx? + dy? —Ul—i— dy d:c—\/1+y’2dac (2.4)
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Ovdje po dogovoru uzimamo da je duljina luka pozitivnha ako x raste, od-
nosno ako je dx pozitivan. Dakle, duljina luka krivulje y = f(x) od tocke
x = a do tocke x = b racuna se formulom

b
S = /ds:/\/l—i—y’de.

[a,b] a

Slika 2.21: Element duljina luka ravninske krivulje

Primjer 2.13 Izracunajmo duljinu luka kvadratne parabole y = 22 od 0 do
1. Na Slici 223 vidimo da za trazenu duljinu S vrijedi v/2 < S < 2. Koristedi,
na primjer, metodu neodredenih koeficijenata iz poglavlja [CT3, imamo

1 1 !
\/1+4x2dac:§:c 1+4x2+zln|2x+\/1+4x2|
0

S =

o _

5
In(2 + v/5) ~ 1.4789.

|

+

]

Parametarski zadana krivulja

Kod parametarski zadane krivulje
x = (1), y=1(1), t €D CR,

element duljine je dan s

2 2

dt
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pa se duljina luka ra¢una formulom
to
S = / V2 + g2 dt.
t1

Iz ove formule slijedi da je duljina luka pozitivna kada je dt nenegativan,
odnosno kada t raste.

Primjer 2.14 a) Opseg kruznice radijusa r,

T =rcost, y = rsint, t € [0,2n],
jednak je
27 2m o
S:/\/(r(—sint))2+(rcost)zdt/rdt:rt =2rm.
0
0 0

b) Duljina jednog luka cikloide iz primjera EZ9 (slika EZT0l) jednaka je

27 2
S:/\/[a(l—cost)]2+(asint)2dt:a/\/2—2costdt.
0 0

Koriste¢i poznatu vezu izmedu trigonometrijskih funkcija, 1 — cost =
2sin?(t/2), i ¢injenicu da je sin(t/2) > 0 za t € [0,27], imamo
2m
S=2 / in*dt = —dacos
=2a [ sin-dt = —4acos =
2 2
0

27
= 8a.

0

Krivulja zadana u polarnim koordinatama
Krivulju zadanu u polarnim koordinatama,
r=r(p),  ¢E€lp, e,
prvo pomocu transformacija ([Z3) prebacimo u parametarski oblik,

x =rcosp =r(p)cosp,

y =rsing = r(p)sin p. (2.5)
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Sada je

@ =r'(p)cosp+r(p)(—sing),  §=r(p)sing+7r(p)cos g,
odnosno

P47 = (r'(9))? cos® ¢ + r?(p) sin® o — 21 ()r(y) sin p cos ¢

+ (r'(9))? sin® @ + r2(¢) cos® @ + 2/ (p)r() sin ¢ cos ¢
= (M(©)*+ ().

Dakle, duljinu luka krivulje u polarnim koordinatama ra¢unamo formulom
©?
S :/\/7“’2 +r2dp.
1

Primjer 2.15 Duljina luka prvog zavoja Arhimedove spirale (vidi primjer
T2 i sliku Z2Z20) jednaka je

27 2
S:/\/aQ+(a<p)2d<p:a/\/1+<p2dap:---
0 0

~ 21.256 a.

1 1
=a<§<p 1+<p2+51n!<ﬁ+\/1+<ﬁ2!>

2
0

2.6.3 Volumen rotacionog tijela

Rotaciona ploha je ploha koja nastaje rotacijom neke krivulje oko zadane
osi. Rotaciono tijelo je tijelo omedeno tom plohom i bazama (vidi sliku slika
EZ7). Promotrimo slucaj kada rotaciono tijelo nastaje rotacijom krivulje
y = f(x) oko z-osi. U tom slucaju volumen (obujam) nastalog tijela od
tocke = a do totke z = b racunamo kao beskona¢nu (integralnu) sumu
beskona¢no malih elemenata volumena. Element volumena dV je volumen
cilindra visine dz i radijusa baze r = f(z) (slika Z22)), odnosno

dV = 7 f?(z) dz,

pa se volumen rotacionog tijela racuna formulom

b
V= /dvzn/gﬂdx, (2.6)

[a,b]

pri ¢emu je dx nenegativan.
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dx

Slika 2.22: Volumen rotacionog tijela i element volumena

Primjer 2.16 a) Kuglu radijusa r s centrom u ishodistu, mozemo dobiti
rotirajuéi polukruznicu y = v/r2 — 22 oko x-osi. Stoga je volumen kugle
jednak

r

_ 2., 2 _ o
V=r[|[(r‘+2°)de=m|rz 3

-

T 4 3

-
b) Izvedimo formulu za volumen stoSca visine h i radijusa baze r. Takav

stozac nastaje, na primjer, rotacijom pravca y = 3x oko z-osi za x €
[0, k], pa je njegov volumen jednak dobro poznatoj formuli

/ r\? r? 2?
V:7T/<E£C> dwzwﬁ-g
0

Za parametarski zadanu krivulju

h
1
= —mr?h.
0 3

‘T:SO(t)a ?J:?/)(f)a te DCR,

uvrstavanje u formulu ([Z8) daje

V:W/¢2(t) gp'(t)dtzw/gﬂfcdt. (2.7)
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Ova formula vrijedi ukoliko je dx = & dt nenegativan — u protivnom treba
integral pomnoziti s —1, odnosno zamijeniti granice integracije.

Primjer 2.17 Volumen tijela koje nastaje rotacijom jednog luka cikloide iz
primjera (slika EZT0]) oko z-osi jednak je
2
V= w/a2(1 —cost)?a (1 — cost)dt

0
2

:agw/(l—3cost—|—3coth—cos3t)dt

0
2

:a37r/(1+3coszt)dt.
0

2m
Zadnja jednakost slijedi iz ¢injenice da je / cos® Lt dt = 0 zasvakin € N.
0
Dakle,

21

3 ) 3
V:a37r/ <1+§(1+0082t)> dt:a3w<§t+zsin2t>
0

27
=5a3 7.
0

Napomena 2.2 Kod rac¢unanja volumena rotacionih tijela, zadana krivulja
moze rotirati i oko y-osi, oko pomaknute osi (na primjer, x = 1), oko verti-
kalne asimptote (u kojem sluc¢aju se dobije nepravi integral), i sli¢cno. U tom
slucaju se izvrsi odgovarajuéa zamjena varijabli, na primjer t = = — 1.

Zadatak 2.4 Izracunajte volumen kugle nastale rotacijom polukruznice x =
rcost, y = rsint, t € [-7/2,7/2] oko y-osi. Uputa: u formuli [ZT) treba
zamijeniti uloge varijabli = i y.

Krivulju zadanu u polarnim koordinatama,

r=r1(p), @ € [p1, 2],

prvo prebacimo u parametarski oblik ([ZI), pa uvrstavanje u formulu (1)
daje

o2

V=mr / T2(go) sin? o[ () cos p — () sin ] dep.

@1
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Ova formula vrijedi ukoliko je dx = [r'(¢) cos ¢ — r(p) sin ¢] de nenegativan
— u protivnom treba integral pomnoziti s —1, odnosno zamijeniti granice
integracije.

Primjer 2.18 Kugla radijusa R s centrom u ishodiStu nastaje rotacijom
krivulje r = R, ¢ € [0, 7|, oko z-osi. Volumen kugle jednak je

™ ™

V= —7T/R2 sin? o(—Rsin ) dgp:R37r/(1 — cos? ) sin @ dyp
0 0
:{cong:t}:—RBW/(l—t2)dt:§R37r.
1

2.6.4 Oplosje rotacionog tijela

Postupak racunanja oplosja (povrsine plasta) rotacionog tijela jos se na-
ziva, komplanacija plohe. Povrsinu plasta rotacionog tijela od tocke x = a
do totke x = b racunamo kao beskona¢nu (integralnu) sumu beskonacéno
malih elemenata oplosja. Element oplosja dO je povrSina plasta krnjeg
stosca ¢iji je radijus jedne baze jednak y = f(x), radijus druge baze jed-
nak y+dy = f(z)+ f/(x) dz, a duljina izvodnice jednaka ds = \/ dz? + dy?
(slika Z23]). Zapravo, u ovom sluc¢aju duljinu luka krivulje u okolini tocke x
aproksimiramo elementom duljine luka ds kao Sto smo to ucinili u poglavlju

2.0,/

Povrsina plasta krnjeg stoSca baznih radijusa rq i ro i izvodnice s jednaka

je
P=s(ri+mry)m.
Dakle, u nasem slucaju vrijedi
dO =ds(ly| + |y + dy|) m =2 |y|ds7 £ 2dy ds .

U ovoj formuli smo uzeli apsolutne vrijednosti, jer se radi o radijusima koji
ne mogu biti negativni. Kako je drugi pribrojnik, 2 dy ds 7, infinitezimalno
manji od prvog, mozemo ga zanemariti, pa je konac¢no element oplosja dan
s (formalan dokaz izostavljamo)

dO =2|y|dS .

U Kartezijevim koordinatama element duljine luka dS dan je izrazom (ZZ))
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7

Slika 2.23: Oplosje rotacionog tijela i element oplosja

pa se oplosje rotacionog tijela ra¢una formulom

b
0= /dO:27T/|y|\/1+y’2dx.
[

a,b] a
Za parametarski zadanu krivulju

‘T:SO(t)a ?J:?/)(f)a te DCR,

imamo .
2
0 =2 [yt VEEP + 307 dh,
t1

a za krivulju zadanu u polarnim koordinatama,

r=r1(p), © € [p1, 2],

imamo
Y2

0= QW/ () sin @] \/72() + 1r72(p) dp.

©1
Zadatak 2.5 a) Izvedite formule ) i 3.

b) Izvedite formulu za oplosje kugle radijusa r na sva tri nacina
O =4r?r.

(2.8)

(2.9)

. Rjesenje:
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2.6.5 Silairad

Prema Newtonovom drugom zakonu gibanja ako se tijelo kreée po pravcu
i ako je gibanje tijela dano funkcijom s(t), tada je sila F' koje djeluje na tijelo
u smjeru kretanja jednaka umnosku mase tijela i njegove akceleracije:

d?s

FemZ?
e

U slucaju konstantnog ubrzanja, sila F' je takoder konstantna i izvrSeni rad
definiramo kao umnozak sile F' i prijedenog puta d:

W = Fd.

U slucaju kada sila nije konstantna, postupamo na slijede¢i nacin: neka
se tijelo giba uzduz x-osi od tocke r = a do tocke x = b i neka u tocki
x na tijelo djeluje sila f(z). Neka je {zg,z1,...,z,} rastav segmenta [a,d]
(vidi definiciju EZI) takav da su svi podintervali jednake duljine, x; — ;1 =
Az,i = 1,...,n. U podintervalu [z;_1,x;] odaberimo tocku &;. Kako je
za veliki n duljina intervala Az mala, a funkcija f je neprekidna, mozemo
pretpostaviti da je f gotovo konstantna na intervalu [z;_1, z;]. Stoga je rad
koji se izvrsi prilikom pomicanja tijela od tocke x = x;_1 do tocke z = x;
priblizno jednak

W; ~ f(&) Az

pa je cjelokupni rad priblizno jednak
n n
W) Wi=> f(&) Az
i=1 i=1

Intuitivno je jasno da ova aproksimacija postaje sve bolja sto je n veéi. Kako
je izraz na desnoj strani jedan oblik integralne sume, rad izvrsen prilikom
pomicanja tijela od tocke xr = a do tocke x = b definiramo kao

n b
W= lim (&) A= [ f(o)de
i=1 a

U metrickom sustavu masa se mjeri u kilogramima (kg), pomak u me-
trima (m) vrijeme u sekundama (s) i sila u njutnima (newton, N = kg - m/s?).
Dakle, sila od 1 N koja djeluje na masu od 1 kg proizvodi ubrzanje od 1 m/s?.
Sila se mjeri u njutn-metrima ili dzulima (joule, J = N -m).
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Primjer 2.19 Ako na tijelo koje se nalazi x metara od ishodista djeluje sila
od 2 + x njutna, rad koji se izvrdi kada se tijelo pomakne od tocke z = 1 m
do tocke x = 4m jednak je

4 23 g2t
W:/(:c2+x)d:c:—+— =28.5J.
1 3 20

Primjer 2.20 Prema Hookeovom zakonu, sila potrebna za odrzavanje opruge
rastegnutom x jedinica udaljenosti od njene prirodne duzine proporcionalna
jes x:

f(x) = ke,

pri cemu je k pozitivna konstanta (konstanta opruge). Hookeov zakon vrijedi
ako rastezanje x nije preveliko (vidi sliku 2Z24)).

-

a) Prirodni polozaj opruge

|
[ \

0 X
b) Rastegnuta opruga

x Y

Slika 2.24: Hookeov zakon

Neka je, na primjer, sila od 30 N potrebna da bi se drzala opruga
koje je od svoje prirodne duljine od 10 cm rastegnuta na duljinu od 15cm.
Izracunajmo rad potreban da bi se opruga dalje rastegla na duljinu od 18 cm.
Prvo je potrebno odrediti konstantu opruge k: prema zadanim podacima
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vrijedi
30
30N =0.05k k=-—— =600N/m.
’ 0.05 /m
Dakle, f(z) = 600z pa je izvrseni rad jednak
0.08 210.08
W= 600z dx = 600 —| =300 (0.08% — 0.05%) = 1.17J.
0.05 0.05

Primjer 2.21 Rezervar oblika invertiranog stosca visine h = 10 m i radijusa
baze r = 3 m napunjen je vodom do visine 8 m (vidi sliku ZZH). Izrac¢unajmo
rad koji je potreban za praznjenje rezervara i to tako da se voda ispumpa
preko gornjeg ruba.

3m
]:zm

- AX 10m

X

Slika 2.25: Rezervar s vodom

U ovom slucaju prvo treba postaviti integral. Uvedimo koordinatni sus-
tav kao na slici Voda se nalazi od dubine 2m do dubine 10 m. Neka je
{zg,1,...,2,} rastav intervala [2,10] takav da su svi podintervali jednake
duljine, z; —x;—1 = Ax,i=1,...,n. Na taj nac¢in smo i vodu u rezervaru
podijelili na n dijelova pri ¢emu je i-ti dio priblizno jednak cilindru visine
Az i radijusa baze r;. Iz slicnosti trokuta slijedi

T 3

3
-2 = 210 — ).
10—z 10 L

Volumen i-tog dijela vode je stoga priblizno jednak

9
VicriArm = m(lo —z;)? Az,
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pa je masa i-tog dijela vode priblizno jednaka (masa je umnozak gustoce i
volumena, a gustoéa vode je 1000 kg/m?)

m; ~ 90 (10 — z;)? Az .
Sila potrebna za podizanje i-tog dijela vode mora nadiéi silu tezu pa je
F; = mig ~ 9.81-90 (10 — 2;)? Az ~ 2774 (10 — z;)* Az.

Svaka cCestica u i-tom dijelu vode mora prijeéi put koji je priblizno jednak
x;. Stoga je rad potreban za ispumpavanje i-tog dijela vode priblizno jednak

Wi ~ Fyx; = 2774 (10 — xi)2 x; Az,

Ukupni rad potreban za ispumpavanje cCitavog rezervara dobit ¢emo zbraja-
njem doprinosa svih n dijelova i prelaskom na limes kada n — oo:

n
~ T 2.
nggréo;wm(lo 2:) @ A
1=

10
= 2774/ (10 — 2% da
2

10
X

1‘3 4
= 2774 220 4+ =
7 <50x 03+4>

2
~1.90 x 10% J.

Zadatak 2.6 Neka je za rastezanje opruge od njene prirodne duljine koja
iznosi 32 cm do duljine 40 cm potreban rad od 2J.

a) Koliki je rad potreban za rastezanje opruge od 35cm do 42 cm?
b) Na kolikoj rastegnutosti od prirodne duljine ¢e oprugu drzati sila od 20 N?

Zadatak 2.7 Kabel duzine 40m i tezine 60 kg visi s vrha nebodera. Koliki
je rad potreban za povlacenje 10 m kabela na vrh nebodera?

Zadatak 2.8 Horizontalno polozen cilindriéni rezervar (cisterna) duljine

10 m i radijusa baze 1.5 m napunjen je do polovice benzinom gustoée 760 kg/m?.

a) Koliki je rad potreban da bi se gorivo ispumpalo kroz otvor koji se nalazi
na vrhu rezervara?

b) Ako se pumpa pokvari nakon rada od 10° J, kolika je visina, kolika tezina,
a koliki volumen goriva koje je preostalo u rezervaru?
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2.6.6 Hidrostatski tlak 1 sila

Poznato je da se prilikom ronjenja tlak vode povecava s dubinom zarona
i to stoga Sto se tezina vode iznad ronioca povecava. Neka je, na primjer,
tanka horizontalna plo¢a povrsine A zaronjena u tekuéinu gustoée pkg/m3
na dubinu od d metara ispod povrsine tekuéine (slika ZZ20]).

Slika 2.26: Zaronjena tanka ploca

Tekuéina koja se nalazi direktno iznad ploce ima volumen V = Ad pa je
njena masa jednaka m = pV = pAd. Sila kojom ta koli¢ina vode djeluje na
plo¢u jednaka je

F =mg = pgAd,

pri éemu je g ubrzanje sile teze. Tlak (pritisak) P definira se kao sila po
jedinici povrsine:
p F
=4 = pgd.

Jedinica za mjerenje tlaka je paskal odnosno njutn po metru kvadratnom
(pascal, Pa = N/m?). Kako je paskal jako mala jedinica, u praksi se esto
koriste kilopaskali (kPa). Na primjer, tlak na dnu bazena dubine dva metra
jednak je

P = pgd = 1000kg/m?> x 9,81 m/s* x 2m = 19620 Pa = 19.62kPa.

Eksperimentalno je utvrdeno da je na svakom mjestu u tekuéini pritisak
jednak u svim smjerovima.

Za bolje razumijevanje hidrostatskog pritiska, izracunajmo pritisak vode
na branu prikazanu na slici EE271

Brana ima oblik trapeza, visoka je 40 m, Siroka je na vrhu 100 m, a na dnu
60m. Zrcalo vode se nalazi 5m ispod vrha brane. Ako postavimo koordi-
natnu z-os tako da se ishodiste nalazi na povrsini vode, dubina vode je 35 m.
Neka je {zg,z1,...,z,} rastav intervala [0, 35] takav da su svi podintervali
jednake duljine, x; — x;—1 = Az, i = 1,...,n. Sada je i-ti podjeljak brane
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30m 20m o
0 |
I
I
I
Xi 30 : a
N L Joax | Aom
I
|
I
35 , RN
30m
X

Slika 2.27: Hidrostatski pritisak na branu

priblizno jednak pravokutniku visine Ax i Sirine w;. Iz sli¢nosti trokuta
slijedi
a 20 _ 35 — €Ty

35—z, 400 ¢ 9

pa je

35—z
wi:2(30+a):2<30—|— 2%>:95—xi.
Povrsina i-tog podjeljka brane je
A; = w; Az = (95 — x;) Ax.

Kako je Az mali, mozemo pretpostaviti da je tlak na i-tom podjeljku brane
gotovo konstantan i jednak

P; = pgd = 1000 - 9.81 - z;.

Hidrostatska sila koja djeluje na i-ti podjeljak brane jednaka je umnosku
tlaka i povrsine:

F; = P;A; = 1000 - 9.81 - z; (95 — x;) Ax.

Zbrajanjem ovih sila i uzimanjem limesa kada n — oo dobili smo ukupnu
hidrostatsku silu koja djeluje na branu:

n
F~ lim Z; 9810 x; (95 — x;) Az
1=

35
= 9810/ (95 — x) dx
0

1‘2 1‘3 35
=9810( 95 — — —
(5%

~ 4.31 x 108 N.
0
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Zadatak 2.9 Bazen za plivanje dug je 15m, a §irok je 7m, dok mu je dno
ravna ploc¢a dubine 1m na pli¢em kraju i 2m na dubljem kraju. Ako je
bazen do vrha pun vode izracunajte hidrostatsku silu koja djeluje na: a)
pli¢i kraj bazena, b) dublji kraj bazena, c) jednu od bo¢nih stranica bazena
i d) dno bazena.

2.6.7 Momenti i teziSte

TezZiste ravne ploce P zadanog oblika je tocka T sa svojstvom da se ploca
poduprta u toj tocki nalazi u polozaju ravnoteze (slika Z28]).

P

Slika 2.28: Teziste ravne ploce

Izvod formule za teziSte zapocCet ¢emo poznatim Arhimedovim Zakonom
poluge: poluga kojoj se na kraju x; nalazi masa mi, a na kraju xy nalazi
masa mo te koje je poduprta u tocki Z, ¢e biti u ravnotezi ako je (slika EZZZ0))

ml(:E — .Tl) = mQ(SCQ — f),
iz ¢ega slijedi m1ZT + mox = mix1 + moxo, odnosno

PLIL | + Mo

mi + ms
0 X1 X X2 X
| © G
m my

Slika 2.29: Ravnoteza poluge

Broj m;x; je moment mase m; u odnosu na ishodiste. Sli¢no, teziSte
sustava od n cestica s masama mq, mo,...,m,, koje se nalaze u tockama
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r1,%o,...,T, Na r-o0si, nalazi se u tocki

n
E mix;
1=1

xr = 7’” =
> mi
i=1

pri éemu je m = > m; ukupna masa sustava, a M = > m;x; moment sustava
u odnosu na ishodiste. Iz jednakosti mz = M zaklju¢ujemo sljedece: ako bi
se Cestica mase m nalazila u tocki & njen moment bi bio isti kao i moment
zadanog sustava.

IS

Poopéimo sada razmatranje na sustav od n Cestica s masama mi, mao, . .., My,
koje se nalaze u tockama s koordinatama (z1,y1), (x2,y2), ..., (ZTn, Yn) U xY-
ravnini. Moment sustava oko y-osi jednak je

n
My: E m;x;,
i=1

moment sustava oko x-osi jednak je

n
M, = Z m;iy;,
i—1

a tezite sustava je u tocki T' = (z,y), pri ¢emu je

z=—2 j=—=.
m

M, M,
m

Zadatak 2.10 Izracunajte momente i teziSte sustava od tri Cestice s ma-
sama 2, 3 1 5 koje se nalaze u tockama A = (—2,1), B =(2,0) i C = (3,2).

Promotrimo sada ravnu plo¢u P uniformne gusto¢e p omedenu s z-osi,
pravcima x = a i = b i neprekidnim funkcijama y = f(z) i y = g(z), pri
cemu je g(x) < f(z) za x € [a,b] (vidi sliku EZ30).

Neka je {xg,x1,...,z,} rastav intervala [a, b] takav da su svi podintervali
jednake duljine, x; — x;_1 = Az, 7 =1,...,n. U i-tom intervalu odaberimo
srediSnju tocku z; = (z;-1 + ;)/2. Za dovoljno mali Az dio ploce P od
tocke * = x;—1 do tocke x = z; mozemo aproksimirati pravokutnikom PF;
kao na slici Zbog uniformne gustocée ploce, teziste pravokutnika P; se

nalazi u tocki - -
T, — <@ f(@i) ;9%)) _
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y
f(x;)
f(x)
P
gx)

Slika 2.30: Ploca uniformne gustoée p

Masa pravokutnika P; je
mi = p[f(Z;) — g(z:)]Az.

Moment pravokutnika P; jednak je umnosku mase i udaljenosti tezista 7; od
y-osi, odnosno

My(P) = p[f(&:) — g(3:)] Aw .

Zbrajanjem ovih momenta i uzimanje limesa kada n — oo daje ukupni mo-
ment ploce P oko y-osi:

n b
My = lim 3" pailf ()~ g()) A =p [ 2[f(@) - g(o)] da.

Slicno, moment pravokutnika P; oko x-osi jednak je

M,(P) = plf(@:) — g(a)] Ax LTV 20T
pa je ukupni moment ploce P oko x-osi jednak:
: ~ Lo — 2 "1 2 2
M, =l 3" p 3 7@~ glPlar = p [ 1f@F - gla))do
i=1 @

Ukupna masa ploce jednaka je umnosku gustoce i povrsine,

b
m=p / [f(z) — g(x)] da.
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Teziste ploce nalazi se u tocki T' = (Z,y), pri ¢emu, kao i kod sustava od n
Cestica, vrijedi = M, /m i y = M,/m, odnosno

b b
) / r[f (@) - g(x)) da / £ [f(2) - g(a)] de

7= - S ;
p [ U@ -g@lde [ (1) - gla))do
b b
p [ U@ =g@n [ 5@ - oo
g: a a

b = b
o / f(z) - g(z)] du / [f(z) - g(a)] de

Napomena 2.3 Zbog uniformne gustoce ploce koordinate tezista ne ovise
o gustodi. Ukoliko ravna ploc¢a nema uniformnu gustoéu, tada za racunanje
koordinata tezista koristimo dvostruke integrale, dok koordinate tezista tijela
racunamo pomocu trostrukog integrala (vidi poglavlje H).

Primjer 2.22 Koordinate tezista ploce omedene parabolom y? = az i prav-
cem z = a su (vidi sliku 2ZZ31)):

T = a ga, g: 0
/[\/a — (—=vazx)]dz
0
y2=ax
T
i a X

Slika 2.31: Koordinate teziSta ploce

Zadatak 2.11 Nadite teziSte polukruzne ploce radijusa r.



88 ODREDENI INTEGRAL

2.7 Numericko integriranje

Pored rjesavanja elementarno rjesivih integrala koriste¢i pravila opisana
u poglavljima i Bl ostale na¢ini racunanja odredenih integrala su

— numericko integriranje,
— integriranje razvoja podintegralne funkcije u red potencija, i

— koristenje integrala ovisnih o parametru (vidi poglavlje EHl).

Prve dvije metode se mogu koristiti za rjeSavanje svih odredenih inte-
grala, dakle, i onih koji su elementarno rjesivi, ukoliko je rjeSenje jednostav-
nije i dovoljno to¢no. S druge stane, jednu od tih metoda moramo koristiti
zelimo li izracunati integral koji nije elementarno rjesiv.

Integrali ovisni o parametru opisani su u poglavlju Postupak in-
tegriranja reda funkcija veé¢ smo opisali u poglavlju [C¥ Kod rjesavanja
odredenog integrala postupak je isti, samo S§to na kraju uvrstimo granice
i nademo sumu tako dobivenog reda, uz uvjet da se granice nalaze unutar
podrucja konvergencije promatranog reda potencija.

U ovom poglavlju detaljnije ¢emo opisati dvije osnovne metode numericke
integracije — trapeznu i Simpsonovu formulu. Obje formule se temelje na
racunanju jedne integralne sume uz odgovarajuce formule za procjenu greske.
Kao ilustraciju pokazat ¢emo primjenu tih metoda na rjesavanje eliptickih in-
tegrala. Takoder ¢emo dati formulu za Richardsonovu ekstrapolaciju pomocéu
koje se odreduje pogreska nastala numerickim integriranjem. Na kraju ¢emo
dati Matlab programe za trapeznu i Simpsonovu formulu.

2.7.1 Elipticki integrali

Elipticki integrali su vazna klasa integrala koji nisu elementarno rjesivi, a
na koji se svode mnoge tehnicke primjene. Opéenito, elipticki integrali prvog
tipa su integrali oblika

/2 /2

1 1
/—dx:/—dx
; V1—k2sin?z J 1 —k2cos?x

a elipticki integrali drugog tipa su integrali oblika

w/2 /2

/\/1—k2sin2xdx:/\/1—k20082xd:c,
0 0
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pri éemu je k? < 1. Dokazimo jednakosti u gornjim formulama:
w/2 w/2
1 1
| o= | dx
) V1 —k?cos?x ) V1= k2sin?(z + 7/2)
_{ t=z+m/2, 2| 0 |n/2 }

dt = dx, t|m/2| 0O
/ 1 2 1
1— k2sin?¢ V1 —k2sin?t
—7/2 0

pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi zbog parnosti podintegralne funkcije. U
jednakost gornjih integrala se lako mozete uvjeriti i graficki, odnosno tako
Sto Cete podintegralne funkcije nacrtati pomocu programa Net.Plotl

Promotrimo parametarski zadanu elipsu
z = 2cost, Yy = sint, t €0, 27].

Opseg te elipse je prema poglavlju jednak

w/2 w/2 w/2

3
524/\/(—QSinzt)2+COSQtdt:4/\/4—30082tdt:8/\/1—ZCOSQtdt.
0 0 0

Dakle, radi se o eliptickom integralu drugog tipa. Tu vidimo i veliku raz-
like izmedu elipse i kruznice — dok je podjednako lako izracunati povrsine,
racunanje opsega elipse je bitno slozenije od ra¢unanja opsega kruznice.

Uvedimo oznaku
/2

IZ/\/l—ZCOSQtdt. (2.10)
0

Elipticki integrali se zbog svoje vaznosti nalaze u mnogim matematickim
tablicama. Tako iz tablice u poznatom Matematickom priru¢niku Bronstejna
i Semandjajeva mozemo ocitati vrijednost

I~ 1.2111,

pa je opseg zadane elipse priblizno jednak .S ~ 9.6888.


http://lavica.fesb.hr/netplot
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2.7.2 Trapezna formula

Kod trapezne formule odaberemo dekompoziciju D koja dijeli interval
[a, b] na n jednakih dijelova,

D={a==xy,21,...,20-1,b=12p},

pa je prirast jednak

b—a

n

Az = Ty — Tj—1 —

Zadanu krivulju y = f(x) aproksimiramo izlomljenom crtom koja nastaje
b

spajanjem toc¢aka (x;_1,y;—1) 1 (x;,9;), a integral [ f(z)dx aproksimiramo

a
s tako dobivenom integralnom sumom J,, (vidi sliku EZ32).

f(x)

a b
X, X, X, X X2 Xp1 Xp

Slika 2.32: Trapezna formula

Vidimo da je integralna suma zapravo suma povrsina dobivenih trapeza,
pa odatle i ime trapezna formula. Poznata formula za povrsinu trapeza daje

n n
In = Z Azy;—1 + Az Yi— Yt _le_l = Az Z 7,%_124— Yi
i=1 i—1

—Ar (bt t e+,

odnosno, trapezna formula glasi

n—1
Yo z : Yn
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Pogresku trapezne formule daje slijedeéi teorem.

Teorem 2.6 Ako je druga derivacija f”(x) neprekidna i omedena na inter-
valu [a,b], tada vrijedi

b
/f(x)dx =J,+R,
pri cemu je Jp dan formulom (ZI1), dok za ostatak R vrijedi ocjena

b—a
< M Z— Ax? M = ).
|R| < 5 A xfg@ﬁ]\f (z)]

Dokaz. Radi jednostavnijeg oznacavanja uvedimo oznaku h = Ax. Po-
greska trapezne formule na i-tom intervalu jednaka je

R; = / f(x)dx — 5 (Yie1 + vi)-

i—1

Promotrimo R; = R;(h) kao funkciju prirasta h:

zi—1+h
Ri(h) = / Fla)dz — 2 [F(eia) + Flais +h)

Koristeci pravilo o deriviranju slozene funkcije imamo

Ri(h) = f(zi—1 + h) — % f(xiz1) + f(zi1 +h)] — gf/(fﬂzel +h)

[f(wicr+h) — f(wio1)] — g f'(@iz1 + h),

N — DN

R!(h) =

7

f(@ia +h) - % f(@ima +h) - g f"(@im1 +h)
= —g (i1 + h).

Primijetimo da je R;(0) = 0 i R/(0) = 0. Vrijedi
h

HW—H@:/M@@
0

odnosno

h
R'(h) = /—%tf”(xil + ) dt.
0
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Teorem o srednjoj vrijednostiZl primijenjen na funkcije (—1/2) t f”(z;—1+t)
it povlaci

h
() =~ /(&) /tdt 2 e,
0

za neki & € (z;-1,z;). Sada imamo

pa je
h
(h) = "(&) | tdt = —— (&)
/
Dakle, ,
A
Rz = _( 12) f//(fi)v fz (xz 17-7;2)
Konacno,
- ) (b — a)(ACC)Q //
|R| < ;‘Rz’ < ng{;’é) 7€)

i teorem je dokazan. H

Primjer 2.23 Izracunajmo integral (1) trapeznom formulom za n = 4.
Vrijednosti x; i y; dane su su slijedecoj tablici:

0 0 0.5

1| «/8 | 0.59986
2| 7/4 |0.79057
3| 3m/8 | 0.94348
1] /2 1

Dakle,
™
Ji=3 (% +y1+y2+ys+ %) = 1.211051.

Trazenje broja M u gornjoj formulu za ocjenu ostatka (pogreske) je slozeno.
Racunanjem druge derivacije zadane funkcije moze se pokazati da je M <1
pa formula za ocjena pogreske iz teorema Ll povlaci | R| < 0.02. No, umjesto
toga pogresku mozemo jednostavnije ocijeniti Richardsonovom ekstrapola-

cijom (poglavlje ZZ77]).
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2.7.3 Simpsonova formula

Simpsonovu formulu dobijemo kada umjesto linearnih koristimo kva-
dratne aproksimacije zadane funkcije. Preciznije, zadani interval [a, b] podi-
jelimo na paran broj tocaka n = 2k, uzmemo

a zadanu funkciju f(z) na intervalu [z9;_o, z9;], i = 1,..., k aproksimiramo
kvadratnom parabolom p(z) = ax? + bx + ¢ koja prolazi kroz tri susjedne

tocke (slika E233)

(x2i—2,Y2i—2), (T2i—1,Y2i-1), (@2, Yy2).

Slika 2.33: Simpsonova formula

Odredeni integral parabole p(x) na intervalu [z9;_2, x9;] jednak je
x24
Ax

(az?® + bz + ¢)dx = 3

(Y2i—2 +4y2i-1 + Y2:)- (2.12)

T2i—2

Zaista, postavimo li pomo¢ni koordinatni sustav tako da mu je ishodiste u
tocki xo;_1, tada je

Toi—o = —Az, x9i1 =0, x9 = Az,
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pa uvjeti da p(x) prolazi zadanim tockama glase

Yoi—o = aAx? —bAz +c,
Y2i—1 = C, (213)
yoi = a Az +bAx +c.

Integral (ZI2)) jednak je, dakle, integralu

i 3 z? Aw Az
/(am2+bx+c)dm:a—+b—+cx = "~ (2a Az* + 6¢).
37772 a3
—Ax

No, formule [ZI3) povlace
20 Ax” 4 6c = yoi 2 + Y21 + Y2i
pa je formula ([ZI2) dokazana.

Konacno, zbrajanjem integrala I2) za ¢ = 1,...,k, nakon sredivanja
dobijemo Simpsonovu formulu
Ax
Jn=—(Wo+2W2tyat- - +yn-2)+4Wr+ys+ - Fyn-1)+un) (2.14)

3

Pogresku Simpsonove formule daje slijedeci teoremB: ako je cetvrta de-
rivacija f!V(x) neprekidna i omedena na intervalu [a, b], tada vrijedi

b
/f(x)dx: Jn+ R,

pri cemu za ostatak R vrijedi ocjena

b_aA:c4, M = max |fV(z)|.

R <M
| |_ 180 x€[a,b]

Primjer 2.24 Izracunajmo integral (ZZI0) Simpsonovom formulom za n =
4. Koristeci vrijednosti dane u tablici iz primjera .23 imamo

1 =«
Ji= g ¢ (o + 2y2 +4(y1 +y3) +y4) ~ 1.211415.
Trazenje broja M u gornjoj formulu za ocjenu pogreske je slozeno, pa ¢emo
umjesto toga u slijede¢em poglavlju pogresku ocijeniti Richardsonovom ek-
strapolacijom.

2Teorem navodimo bez dokaza. Dokaz je slican dokazu teorema L8l s time §to funkciju
R;(h) treba derivirati tri puta nakon ¢ega treba primijeniti teorem srednje vrijednosti i
dva puta integrirati.



2.7 Numericko integriranje 95

2.7.4 Richardsonova ekstrapolacija

Pojam Richardsonova ekstrapolacija oznacava klasu metoda kojima se
pomocu pribliznog racuna s manje koraka postize ve¢a to¢nost. Kod nu-
merickog rac¢unanja integrala, Richardsonova ekstrapolacija je izuzetno jed-
nostavan nacin za ocjenu pogreske.

Najjednostavniji oblik metode se sastoji u slijede¢em: ako smo numericki
izracunali integral .J,, i integral Js,, koriste¢i svostruko vise tocaka te ako se u
pripadnoj ocjeni ostatka javlja ¢lan (Ax)™, tada je pogreska kod ra¢unanja
Jon, priblizno manja od broja

nm

E=—— (Jon — Jy).

(2n)m —nm
Drugim rije¢ima, ako je E > 0 tada je priblizno

b
/f(ac) dz € [Jop, Jon + E],

a

a ako je F <0, tada je priblizno
b
/ f(@)de € [Jan + E. o).
a

Kod dokazivanja ovih formula pretpostavljamo da postoji broj w takav
da je
I, =1+ R,, R, = w(Ax)™ (R)

za svaki Az. Ova pretpostavka nije uvijek to¢no ispunjena, no u velikom
broju slucajeva mozemo smatrati da ona vrijedi. Na primjer, kod trapezne
formule je M (b — a)/12 (teorem EZH) pa pretpostavka (Bl) znaci da mozemo
uzeti (priblizno) isti w za razli¢ite vrijednosti od Az. Koriste¢i pretpostavku
imamo

R,=1-I,=w(Az)" =w (b—a) ,

n

b—a\™
Rgn:I—Ign:w(Am/Q)m:w< 5 > .

Dakle,
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pa je

sto konac¢no daje

n

Ry~ FE=—"""—"-—
n (2n)m™ — nm

(Jon — Jn).

Primjer 2.25 a) Ocijenimo pogresku u integralu Jy iz primjera 223 Da
bi primijenili Richardsonovu formulu, treba nam Js, pri ¢emu mozemo
koristiti istu tablicu. Trapezna formula ZII) za n = 2 daje

T Yo Ya
=— (= )~ 1.2
=1 (5 +p+3) 09960,
pa je
22 1
E = 55 (Ja— Jo) = 2 (1.211051 — 1.209960) ~ 0.000363666.

Dakle, za zadani integral ([ZI0) vrijedi

I € [1.211051, 1.211051 + 0.000363666] = [1.211051, 1.211414].

b) Ocijenimo pogresku u integralu Jy iz primjera Koristedi tablicu iz
primjera 223, Simpsonova formula [ZId) za n = 2 daje

Jo =

(yo + 4y + ya) ~ 1.220581,

W =
N

pa je

24 1
E=—"—(Jy—Js) = — (1.211415 — 1.220581) = —0.000611066.
o1 Ja—J2) = o 5 0581) = —0.000611066

Dakle, za integral [ZI) vrijedi

I € [1.211415 — 0.000611066, 1.211415] = [1.210803, 1.211415].

4
Zadatak 2.12 Izracunajte e dg pomocu trapezne i Simpsonove for-

0
mule za n = 8, a pogreske ocijenite Richardsonovom ekstrapolacijom.
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2.7.5 Programi

Trapezna i Simpsonova formula, (ZI1]) i (ZI4), mogu se vrlo jednostavno
programirati u programskom jeziku Matlab.

Program za trapeznu formulu glasi

%%% TRAPEZNA FORMULA

format long e

%kt Interval [a,b] i broj totaka integracije n (paran)
a=0

b=pi/2

n=4

dX=(b-a)/n

hht Vektor x

x=a:dX:b

%%/ Podintegralna funkcija i vektor y
y=sqrt(1-0.75%cos(x)."2)

%%% Trapezna formula

J=dX* (y (1) /2+y (n+1) /2+sum(y(2:n)))

%%% Priprema za Richardsonovu ekstrapolaciju
nl=n/2

yl=y(1:2:n+1)

%h% Integral s n/2 tocaka integracije
J1=2xdX*(y1(1)/2+y1(n1+1)/2+sum(y1(2:n1)))
%%% Richardsonova ocjena
E=n1"2/(n"2-n1"2)*(J-J1)

%kt Graf podintegralne funkcije

plot(x,y)

Program za Simpsonovu formulu glasi

%%% SIMPSONOVA FORMULA

format long e

%ht Interval [a,b] i broj tocaka integracije k (djeljiv s 4)
a=0

b=pi/2

n=4

dX=(b-a)/n

hhlh Vektor x

x=a:dX:b

%%% Podintegralna funkcija i vektor y
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y=sqrt (1-0.75%cos(x)."2)

%%% Simpsonova formula

J=(dX/3) * (y () +y (n+1) +2*sum(y(3:2:n-1) ) +4*sum(y(2:2:n) ))
%%k Priprema za Richardsonovu ekstrapolaciju

nl=n/2

yl=y(1:2:n+1)

%kt Integral s n/2 tocaka integracije

J1=(2%dX/3) *(y1 (1) +y1(n1+1)+2*sum(y1(3:2:n1-1) ) +4*sum(y1(2:2:n1)))
%%% Richardsonova ocjena

E=n1"4/(n"4-n1"4)*(J-J1)

%h% Graf podintegralne funkcije

plot(x,y)

Zadatak 2.13 a) Izvedite ove programe pomoc¢u programa Octave On-lindl.
za razne vrijednosti od n. Za koje (najmanje) vrijednosti od n je pogreska
F jednaka nuli?

100
b) Modificirajte programe tako da racunaju e dx. Tzvedite pro-

0
grame za n = 100,200, 400,800. Koliko dobiveni rezultati odstupaju
+oo
od / e dx = /7/2?
0

Shttp://lavica.fesb.hr /octave/octave-on-line.php.
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3.1 Definicija

Definicija 3.1 Skup R” = R x --- x R (n-terostruki Kartezijev produkt
skupa realnih brojeva sa samim sobom), odnosno

R™ = {(z1,22, - ,zp)|lz; ER i=1,--- n}
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zovemo n-dimenzionalni Euklidski prostor, a uredene n-torke (z1, z2,- - , )
su tocke tog prostora. Preslikavanje f : D — R, D C R"™ koje svakoj tocki
iz podrucja definicije D pridruzuje realan broj zovemo realna funkcija od n
realnih varijabla. Koristimo oznaku 7' — f(T'), T € D ili

(271,372,”’ axn) _)f(xlaxQ)"' axn)a (xlax2a"' ,fEn) €-D

Za razliku od realne funkcije jedne realne varijable (slucaj n = 1) kad
god imamo funkciju od n varijabla sa n > 1 govorimo o funkciji vise varija-
bla. Takve funkcije mozemo kao i u jednodimenzionalnom sluc¢aju zadavati
eksplicitnim analitickim izrazom, tablicom (u sluc¢aju diskretnog podrucja
definicije), graficki (u slucaju n = 2), parametarskim jednadzbama i impli-
citnim analitickim izrazom.

Primjer 3.1 Na primjer, eksplicitnom formulom z = /22 + y?2 definirana
je jedna realna funkcija dviju varijabla ¢ije prirodno podrucje definicije je
D = {(z,y) € R*z? +9? > 0} = R~

Da bi 'vidjeli’ graficki tu funkciju koristimo projekcije na koordinatne rav-
nine. Sustavom y = 0, z = \/2? 4 y? odredena je jednadzba z = Va2 = |z
projekcije na xz-ravninu (vidi sliku BI).

Slika 3.1: Projekcija funkcije 2 = y/22 + y2 na zz-ravninu uz y = 0

Slicno, sustavom x = 0, z = /22 + y? odredena je jednadzba z =
Vy? = |y| projekcije na yz-ravninu, a dok za x = 1 jednadzba projekcije
glasi z = /1 + y? (vidi sliku B2).

Napokon, za zadani zg > 0 sustavom z = zg, 2z = \/x2 + y2 odredena je
jednadzba 22 + y? = zg sto pokazuje da je presjek grafa zadane funkcije sa
ravninom z = zp jedna kruznica polumjera zg (vidi sliku B3])
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Slika 3.2: Projekcije funkcije z = \/22 + y2 na yz-ravninu za x = 0ix =1

TN
N A

Slika 3.3: Projekcije funkcije z = y/22 + 92 na zy-ravninu za 2 = 1 i 2z = 2
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Nacrtamo li sustavno prethodne projekcije, dobit éemo sliku el Za-
kljuéujemo da je graf funkcije kruzni stozac kojemu je ishodiste (0,0, 0) vrh,
a Oz-os os simetrije.

OFRLr N W
T

Slika 3.4: Kruzni stozac z = y/x? + y?

Opcenito

z— 20 = \/a2(z — 20)% + b2(y — y0)2

je elipticki stozZac s vrhom u tocki (xo, yo, 20), a presijek tog stosca s ravninom
z =c (c> z) je elipsa

(33 - $0)2 (?J - yo)2
+
(=2)" (=)

Na primjer, na slici prikazan je elipticki stozac

=1

2—3:\/3(90—1—1)2—1-%(31—2)2.

Napomena 3.1 Jednadzbama f(z1,...,z,) = ¢, gdje je c konstanta, odredene
su takozvane nivo plohe koje sluze za lakse predocavanje grafa funkcije. U
slu¢aju n = 2 nivo plohe jo§ zovemo nivo krivulje i crtamo ih u istoj ravnini.

'Projekcije crtamo kao parametarski zadane krivulje u prostoru, odnosno crtamo
kriVU-lje (377 y,Z) = (07 u, |U|), ($7y7 Z) = (17 u, v 1+ UQ), ($7y7 Z) = (_17 u,V1+ u2)7
(1’.7y7z) = (u707|u|)7 (m7y72) = (u7 17 v 1+u2)7 (x7y7z) = (u7717 \% 1+u2)7 (x7y7z) =

(cosu,sinu, 1), (z,y,2) = (2cosu,2sinu,2) i (z,y,z) = (3cosu, 3sinwu, 3).
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3+sqrt((x+1)**2/4+(y-2)**2/9) —
6 -

Slika 3.5: Elipticki stozac

Na slici B3 vidimo nekoliko nivo krivulja funkcije z = /22 + y2. Na slici
nacrtane su nivo krivulje u xy-ravnini. Jo§ su zanimljivije, na primjer, izo-
hipse (krivulje na zemljopisnim kartama koje povezuju tocke iste nadmorske
visine ili morske dubine) ili izobare (krivulje na meteoroloskim kartama koje
povezuju tocke jednakog atmosferskog pritiska). Primjer izobara na slici Bl
preuzet je sa web stranica [Drzavnog hidrometeoroloskog zavodal.

Primjer 3.2 a) Funkcija z = In (z + y — 2) definirana je na podruc¢ju D C

b)

R? odredenom nejednakoséu z +y — 2 > 0 (vidi sliku B7).

Formulom u = arcsin(z? + 32 + 22 — 2) zadana je jedna funkcija triju
varijabla definirana na podruéju D C R? koje je odredeno nejednakostima
-1 §x2+y2+z2—2 < 1 odnosno

D={(z,y,2) €ER® |1 <a?+y*+ 22 <3}

Nivo plohe su plastevi kugli (vidi sliku B8). Nivo plohe su nacrtane
koriste¢i parametarski prikaz funkcije tri varijable.

Funkcija triju varijabla u = —@ definirana je za
(z,y,2) € R®\ {(z,,0) | (z,y) € R%}.

Nivo plohe su kruzni paraboloidi (bez tjemena). Na primjer za u = 1
dobijamo z = —(22+3?). Presjek sa ravninom z = 0 je parabola z = —y?,


http://prognoza.hr
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Slika 3.6: Izobare vremenske prognoze

Nz

S
AS

Slika 3.7: Podrucje definicije funkcije z = In(z +y — 2)
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sin(u)*cos(v), sin(u)*sin(v), cos(u) —
0.5*sin(u)*cos(v), 0.5*sin(u)*sin(v), 0.5*cos(u) —

Slika 3.8: Nivo-plohe funkcije u = arcsin(z? + 9%+ 22 —2)zau=05iu =1

presjek sa ravninom y = 0 je parabola z = —x?, a presjek sa ravninom
2z = —1 je kruznica 22+y? = 1. Nivo ploha u = 1 prikazana je na slici B0
Opéenito, z— 2z = a?(x—x0)? +b%(y—yo)? je prema gore okrenut elipticki
paraboloid s vrhom u to¢ki (g, yo, 20), & 2—20 = —a?(x—20)?> —b*(y—yo)?
je prema dolje okrenut elipticki paraboloid s vrhom u tocki (zg, yo, 20)-

Zadatak 3.1 Nacrtajte slike B4] i B9 pomoc¢u programa NetPloth.

Definicija 3.2 Funkcija f je omedena ako postoji M > 0 takav da je

F(T)| < M, VT €D.

Definicija 3.3 Neka je zadana funkcija f : D — R. Ako svim varijablama
osim jedne, recimo x;, pridruzimo konkretne vrijednosti

0 0 0 0
Tl =Ty, 3 Tj—1 = Ly, Ti+1 = xi-{-l) o, Tp = Ty,
onda mozemo definirati funkciju jedne varijable f; : D; — R, D; C R formu-
lom
0 0 0 0
fl(x) = f(xl’ R T PR PR T E ’xn)'

2http:/ /lavica.fesb.hr /netplot
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-(x**2+y**2) N
(2 +yR2)2

Slika 3.9: Nivo plohe funkcije u = —@ zau=1iu=2

Kazemo da je funkcija f rastuca (strogo rastuca, padajuca, strogo padajuca) s
obzirom na varijablu z; za x1 = 20, |1, = x?fl,xiﬂ = x?H, e Xy =
7Y ako je funkcija f; takva.

Primjer 3.3 Neka je z = f(x,y) = 22 — 9? i neka je zadana tocka T =
(1,2). Tada je funkcija fi(z) = f(z,2) = 223 — 4 strogo rastuéa, dok je
funkcija fo(y) = f(1,y) = 2 — y? strogo rastuéa za y < 0 i strogo padajuca
za y > 0.

3.2 Limes

U ovom poglavlju definirat ¢emo limes funkcije vise varijabli i dati os-
novna svojstva limesa.

Definicija 3.4 Neka su 77 = (1,29, -+ ,&n) 1 To = (y1,Y2,"** ,yn) dvije
tocke iz R™. Njihovu udaljenost definiramo kao

ATy, To) = /(21 —y1)? + (22 — y2)® + -+ + (T0 — yn)%.

Skup
K(T,0)={S eR" | d(T,S) <4}
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nazivamo otvorena kugla radijusa ¢ oko tocke T ili d-okolina tocke T

Napomena 3.2 Gornja formula za udaljenost je direktno poopcéenje for-
mula za udaljenost u R, R? i R?). Zan =1 K(T,0) je otvoreni interval oko
tocke T', za n = 2 to je krug oko tocke T' (bez oboda) radijusa J, a za n = 3
to je kugla oko tocke T' (bez plasta) radijusa § (vidi sliku BI0)

n=1 ¢ I )
T T T+d
,/—~\\
7 \
] 6 \
— 1
n=2 ' —
\ T '
\ /
~ ’/
/’—_\\
A, \
1.” Sa
n=3 r 5
TS
N ===
~ 7

Slika 3.10: Otvorene kugle za n =1,2,3

Definicija 3.5 Neka su zadane funkcija f : D — R i tocka Ty € D takva da
svaku d-okolinu od Tj vrijedi

K(Ty,0) N D\ {To} # 0.
Kazemo da je a € R granicna vrijednost ili limes funkcije f u tocki Ty ako
(Ve >0)(36 > 0) T € K(Tp,0) \{To} = |f(T) —a| <e.
Pisemo
Th—{lilfo f(T) =a.
Primjer 3.4 Pokazimo da je

$2y

lim ———— =
(2,9)—(0,0) 22 + y?
Zbog % + y? > 2|xy| imamo (vidi sliku BZ3)

(L'2y

2y

(L'2y

x2 + 92

= lim (f( ~0.

im = 1m —
(z,y)—(0,0) (z,9)—(0,0) (z,9)—(0,0)
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Odredivanje limesa funkcije vise varijabla teze je nego odredivanje limesa
funkcije jedne varijable jer se tocka 1" moze priblizavati tocki Ty po nepre-
brojivo mnogo razli¢itih putova a limes po svim tim putovima mora biti
isti.

Teorem 3.1 Slijedecée turdnje su ekvivalentne:

1) i T) =
(i) Jim F(T)=a
(ii) za svaki niz tocaka (T, € D\{Tv}, k € N), koji konvergira prema tocki
To, pripadajuéi niz funkcijskih vrijednosti (f(Ty), k € N) konvergira
prema broju a.

Gornji teorem nepogodan je za primjenu u sluc¢aju kada moramo pokazati
da neki limes postoji (potrebno je provjeriti beskonatno mnogo razlicitih
nizova). Cesée ga koristimo u slucaju kad zelimo pokazati da neki limes ne
postoji (dovoljno je pronaéi jedan ili dva niza koji upuéuju na nepostojanje
limesa).

Primjer 3.5 Pokazimo da funkcija

22 — o2
f(z,y) = 242

nema limes u tocki (0,0). Uzmemo li nizove tocaka ((1/n,1/n),n € N) i
((1/n,0),n € N) vidimo da oba konvergiraju k (0,0), ali za pripadajude
nizove funkcijskih vrijednosti imamo

(1/n)? — (1/n)?
1 1 =
(1/n)? -0
1/n,0) = 1
2 _ .2
Koristeéi teorem Bl zakljuéujemo da  lim  —— ne postoji (vidi sliku

(2,y)—(0,0) T2 4 12

£,

Citirajmo ovdje i teorem o uzastopnim limesima za funkciju dviju vari-
jabla:
Teorem 3.2 Neka je

L= lim T,y).
(wyy)*(woayo)f( y)
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Ako postoje uzastopni limesi

Tr—x0 \Y—Yo Y—Yo \T—%o

Ly = lim (lim f(:c,y) i Lo = lim <lim f(:c,y)
onda je L1 = L = Lo.

Jasno je da obratna tvrdnja od ove u gornjem teoremu ne vrijedi tj. pos-
tojanje i jednakost uzastopnih limesa Lj i Ly u tocki (zg,yp) znaéi samo
postojanje grani¢ne vrijednosti za dva od beskona¢no mnogo putova pri-
blizavanja tocki (xg,yo), $to ne osigurava postojanje limesa L. Medutim,
postojanje uzastopnih limesa L1 i Lo koji su razli¢iti tj. Lq # Lo sigurno
povlac¢i nepostojanje limesa L.

Primjer 3.6 a) Za funkciju iz primjera B2l vrijedi

2
lim (lim Lyz) = lim 0 =0,

z—0 \y—0 2 + Y x—0

2
lim <lim %) = 1im 0 = 0.
y—0 \z—0 2° + vy y—0

b) Za funkciju iz primjera vrijedi

2 9 2
lim <lim u) — lim & =1,

z—0 \y—0 12 + y2 z—0 22

) ) IE2 o y2 ) 2

lim | lim 5 | = lim — =1L
y—0 \z—0 2% + vy y—0 y

3.3 Neprekidnost

Definicija neprekidnost funkcije vise varijabli jednaka je definiciji nepre-
kidnosti funkcije jedne varijable (M1, ...)

Definicija 3.6 Funkcija f je neprekidna u tocki Ty € D ako je

lim f(T) = f(Tv).

T—Ty

Ako je f neprekidna u svakoj tocki T' € A C D kazemo da je f neprekidna
na skupu A, a ako je A =D kazemo da je f neprekidna funkcija.
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Neka je
0 .0 0
T:(xl)xQ)'” axn)a TO:($1,$2,’” axn)'
Veli¢ina
A:CZ::EZ_:C?’ ’L':1,2,"',7’L,

je prirast varijable x; u tocki Ty. Veli¢ina
Au = u — ug, u= f(T), wg=F(Tp),

je prirast funkcije f u tocki Ty. Iz definicije slijedi da je f neprekidna u
tocki Tp ako i samo ako je Thrrr} [f(T) — f(Tp)] = 0 ili ekvivalentno
— 1o

lim Au =0,
Ax1—0,...,Axyp—0

odnosno, ako i samo ako prirast funkcije f u tocki Ty tezi k nuli ¢im prirasti
svih varijabli x; istovremeno teze k nuli.

Svojstva neprekidnih funkcija vise varijabli su sli¢na svojstvima nepre-
kidnih funkcija jedne varijable. Navedimo neka od tih svojstava:

(i) Neka je funkcija f neprekidna i neka je f(Tp) > 0 (< 0) u nekoj tocki
Ty € D. Tada postoji okolina tocke Ty za koju vrijedi

T € K(Ty,d) = f(T) >0 (< 0).

(ii) Neka je funkcija f neprekidna i neka je A C D zatvoren i omeden pod-
skup domene D. Tada funkcija f na skupu A dostize svoju najmanju
i svoju najveéu vrijednost u nekim tockama. Drugim rijec¢ima, postoje
tocke Ty, T, € A takve da je

TeA= f(Ty) < f(T) < f(T»),

odnosno

f(M) =min f(T),  f(T2) = max f(T)
(vidi sliku BTTI).
(iii) Ako su funkcije f,g: D — R, D C R", neprekidne, tada su zbroj f+g,

razlika f — g, produkt fg i kvocijent f/g (uz uvjet g # 0) takoder
neprekidne funkcije.
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f(x)

f(A)

f(A)

Slika 3.11: Neprekidna funkcija na zatvorenom skupu

3.4 Plohe drugog reda

Ploha drugog reda je skup svih tocaka trodimenzionalnog prostora koje
zadovoljavaju jednadzbu drugog stupnja (ili reda):

Az? + B>+ C22 + Dy + Exz+ Fyz+Ge + Hy+ Iz + K =0,

pri cemu je barem jedan od koeﬁcijenataﬁ A,B,C,D,FE i F razlicit od nule,
odnosno, u formuli postoji barem jedan netrivijalni nelinerani ¢lan. Na pri-
mjer, jednadzba sfere (kugline plohe) radijusa r s centrom u tocki (xg, yo, o)
dana je s:

(r — z0)? + (y — y0)? + (z — zo)2 =r2

S ovom formulom su zapravo zadane dvije funkcije dvije varijable:

2= fi(z,y) =20+ V1> — (x—20)2 — (y —0)? i
2= folz,y) = 20 — /1% — (x — 20)> — (y — y0)?.

Nivo-plohe sfere (presjeci s ravninama paralelnim s zy-ravninom) i presjeci
s ravninama paralelnim s zz- i yz-ravninama su kruznice

Nadalje,
(—0)2  (y—w0)2  (2—2)2
a? + b2 * c? =1
je jednadzba elipsoida Cije su glavne osi paralne s koordinatnim osima x,y i z,
a duljine poluosi su a,b i ¢ redom (slika BT2).

3Svi koeficijenti su realni brojevi.

4U rubovima je nivo-ploha ili pak presjek s ravninom koja je paralelna s zz- ili yz-
ravninom jednaka tocki koju mozemo interpretirati kao degeneriranu kruznicu s radijusom
0.
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Slika 3.12: Elipsoid x2/36 +y2/16 + 22/4 = 1

Nivo-plohe elipsoida kao i presjeci s ravninama paralelnim s zz- i yz-
ravninama su elipse.

Zadatak 3.2 Za elipsoid iz slike nacrtajte nivo-plohu za z = —1 i
presjek s ravninama x =4 iz =7.

Elipsoid na slici mozemo definirati i parametarski kao skup tocaka:

E = {(z,y,z) :x==6costcosu,y = 4sintcosu,z = 2sinu,
te€{0,2n},u € {—7/2,7/2}}.

Elipsoid na slici B.I2 nacrtan je upravo koriste¢i parametarski prikaz.

3.4.1 Elipticki paraboloid

Opéa formula eliptickog paraboloida je (vidi sliku BI3):

[\

2
€z Y

Nivo plohe eliptickog paraboloida su elipse, a presjeci s ravninama koje
su paralelne s zz-ravninom i yz ravninom su parabole (vidi sliku BI4I).

Paraboloid na slici mozemo prikazati i parametarski kao skup

P={(z,y,2) : x = 2y/ucost,y = Vusint, z = u,t € {0,2r},u > 0}.
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W N P O PN W

Slika 3.14: (A) Nivo plohe i (B) presjeci paralelni s yz-ravninom za parabo-
loid z = 22/4 + ¢
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Elipticki paraboloid s vrhom u tocki (zg, 30, 20) zadan je s formulom (slika

: 2
z—2zp= (.T,'—;JO) +

(y - yo)2
b2 '

Slika 3.15: Pomaknuti paraboloid z — 5 = (z — 3)% + 4(y + 2)?

Zamjenom varijabli dobijemo elipticki paraboloid uzduz neke druge osi,
a pomocu predznaka nezavisne varijable odredujemo na koju stranu je pa-
raboloid otvoren (slika BTH]).

3.4.2 Hiperbolicki paraboloid

Opca formula hiperbolickog paraboloida je (vidi sliku BIT):

562 y2

a2 b2’

Hiperbolicki paraboloid ima oblik sedla. Nivo plohe su hiperbole (slika
BIX), a presjeci s ravninama koje su paralelne s zz-ravninom i yz ravninom
su parabole.
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Slika 3.17: Hiperbolicki paraboloid z = 2% — y?
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[

o

'
[y

-4 -2 0 2 4

Slika 3.18: Nivo plohe za z = z? — y°.

Zadatak 3.3 Nacrtajte nivo-plohe za z = 0,2,3 i presjeke s yz-ravninom
zar=4zaz—2=2x%—(y—2)?/4

3.4.3 Hiperboloid

Jednokrilni hiperboloid zadan je s formulom (slika BT9):

2 2 2
x
@ 2
a? b2 2
Dvokrilni hiperboloid zadan je s formulom (slika BT9):
2 2 2
G

a? b2 2

Nivo-plohe hiperboloida su elipse, a presjeci s ravninama koje su para-
lelne s z-osi su hiperbole. Kao i kod ostalih ploha, pomo¢u transformacije
xr — x — xg pomicemo srediste hiperboloida, a ciklickom zamjenom varijabli
nastaju hiperboloidi koji se protezu u smjeru ostalih koordinatnih osi.

Zadatak 3.4 Prikazite hiperboloide sa slike u parametarskom obliku.
Uputa: treba koristiti hiperbolne funkcije sinh 4 cosh.

3.4.4 Stozac

Stozac ili konus je zadan s formulom (vidi sliku B20):

(z — $0)2 4 (y — yo)Q.

(2 — 20)2 = a2 b2
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Slika 3.19: (A) Jednokrilni i (B) dvokrilni hiperboloid za a = b = ¢ = 1.
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Slika 3.20: Stozac 2% = z? 4 y?

S ovim izrazom su zapravo zadane dvije funkcije od dvije varijable:

(*—20)* | (y—90)* . (x —x0)* | (y—yo)?
z:zo—i—\/ 22 + 02 1 z2=29— 22 + B2 .

3.4.5 Cilindri

Cilindricna ploha ili cilindar nastaje kada jednadzbu krivulje u ravnini
interpretiramo u trodimenzionalnom prostoru. Tako su, na primjer,

2 2
g
a b2

2 2
-
a b2
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jednadzbe eliptickog, hiperbolickog i parabolickog cilindra redom (vidi slike

swaiflswa)

(A)

Slika 3.21: (A) (x +2)?2+¢%/4=11(B) 22 —y?> = 1.

3.4.6 Neke zanimljive plohe

Slijede grafovi i nivo-plohe nekih zanimljivih funkcija dvije varijable:

3.4.7 Presjek ploha

Kod rjesavanja dvostrukih integrala vazno je znati predociti presjek raz-
nih ploha. Neka je skup D zadan s

D={(z,y): (x—1/2)* +y* < 1/4,y < 0},
a ploha K sa (gornja polukugla) s

K={(z,y,2): 2> +y* + 22 =1,2 > 0}.
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Slika 3.22: Parabolicki cilindar z = 32

Slika 3.23: (z2y)/ (22 + y?)
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Slika 3.24: (2% — y2)/(2% + y?)

Slika 3.25: sinxsiny
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Q‘Q:':';"' 4’7'7‘

< 4
2

1

Slika 3.26: exp(sin(z/y))

Tada dvostruki integral

1 0
I:/ / V1—2a2%2—y2dr
0 _\/1/4—(a—1/2)2

daje volumen tijela s bazom D od xy ravnine do plasta kugle, odnosno
tijela koje je odozdo omedeno zy-ravninom, sa strane s plastom stosca cije
su stranice z-os i polukruznica (z — 1/2)?2 + 32 = 1 za y < 0, i odozgo
s plastom kugle (vidi sliku BZZ7)). Ovaj integral se rjesava prelaskom na
polarne koordinate:

D= {(’MP) cpe [éw,%} T E [O,cosap]},

2
27 COS P
I://\/l—rzrdrdgp.
3 0
27T

Zadatak 3.5 Nacrtajte sve slike iz poglavlja B pomoc¢u programa [Net.Plotl

3.5 Parcijalne derivacije

Definicija 3.7 Parcijalna derivacija funkcije f : D — R, D C R”, po

varijabli z; u tocki Ty = (29,29, - -+, 22) je derivacija funkcije jedne varijable


http://lavica.fesb.hr/netplot
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Slika 3.27: Presjek ploha.

fi : D; — R, D; C R definirane sa
fz(x) :f(x(l)a ,x?_1,$,$?+1,"' 71'2)’ .I‘GDZ‘, (31)
u tocki z¥. Dakle,

f (T ) ) - @
3(%,0) = fi(z}) = xlg];l? (fﬂx)_—x?(l’).

Za parcijalne derivacije jos koristimo i sljedeée oznake:

of (To)
82?@'

= f1,(To) = fa,(To).

Ako za funkciju f u tocki Ty postoje parcijalne derivacije f; (Tp) po svim
varijablama x; onda kazemo da je funkcija f derivabilna u tocki Ty. Ako je
funkcija f derivabilna u svakoj tocki T' € D onda kazemo da je f derivabilna

funkcija.

Definicija 3.8 Neka je A C D skup svih tocaka T € D u kojima postoji
parcijalna derivacija f; (T) po varijabli ;. Funkciju f; : A — R zovemo
parcijalna derivacija funkcije f po varijabli z;. To je opet jedna funkcija od
n varijabli koja moze imati svoje parcijalne derivacije. Parcijalnu derivaciju
po varijabli z; funkcije f;. zovemo parcijalna derivacija drugog reda funkcije
f po varijablama x;, x; i oznacavamo sa

R
8$¢81’j

——a —
== faf:iajj = fxlzj
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Analogno definiramo parcijalnu derivaciju tre¢eg reda funkcije f po varija-
blama x;, z;, Tk,

83f ——

Ow;0xjOx), — "It T IR

Indukcijom definiramo parcijalnu derivaciju m-tog reda funkcije f po vari-
jablama z;,, i, -+, T,

o f _ 4(m)

axilag% cee 5%1 = J®i Ty Ty, — fﬁilxig"'%‘mv

gdje je iy,ig, -+ yim € {1,2,--- ,n}imeN.

Primjer 3.7 Funkcija f(x,y) = sin(x + y?) dobro je definirana na D = R?
te ima parcijalne derivacije svakog reda. Postupak deriviranja je jednosta-
van: kad racunamo f.(z,y) varijablu y u izrazu za f(z,y) tretiramo kao
konstantu, a kad racunamo f,(z,y) onda varijablu = u izrazu za f(z,y)
tretiramo kao konstantu. Dakle

Ofsin(z +y?)]

falz,y) = e = cos(z + %),
: 2
fy(@,y) = %;y)] = 2y cos(z + y?).

Slicno postupamo kod ra¢unanja parcijalnih derivacija viseg reda. Na pri-
mjer, parcijalne derivacije drugog reda su

_ Olfa(z,y)] _ Olcos(z +y?)]

Fhalayy) = PV SMEEYD iy g2),
" (2,y) = 4l éa(;ﬂ,y)] _ a[COS(g; vl _ oysin(z + ),
foe(,y) = ol %(;C’y)] _ Oy Coz(j ut ) —2ysin(z + y*),
Foy(,y) = 0 [f%(;g’ ol _ ok Cosa(g ) 2 cos(z + y*) — 4y? sin(z + 7).

U gornjem primjeru vidimo da su funkcije f;, i f;, jednake. To nije
sluc¢ajnost veé¢ pravilo. Naime vrijedi slijedeéi vazan teorem kojega navodimo

bez dokaza:

Teorem 3.3 (Schwartz) Pretpostavimo da funkcija f : D — R, D CR", u
nekoj okolini K (Tp,0) tocke Ty € D ima neprekidne sve parcijalne derivacije
do ukljucivo (r — 1)-vog reda i da u toj okolini od Ty postoje sve parcijalne



3.5 Parcijalne derivacije 125

derivacije r-tog reda. Ako su parcijalne derivacije r-tog reda od f nepre-
kidne u tock: Ty onda njihove vrijednosti u toj tocki ne zavise od redoslijeda
deriviranja po pojedinim varijablama.

Primjer 3.8 Za funkciju dviju varijabla formalno mozemo promatrati ukupno
23 = 8 parcijalnih derivacija tre¢eg reda. To su redom

>*f >*f >*f
0xdzxdx’ 0xdzdy’ Oxdydx’

>’f >Ff >’f
OyOxdx’  Oydydx’  Oydxdy’

>’f >’f

0xdydy’ Oyoydy

Medutim, koriste¢i teorem stvarno promatramo samo 4 parcijalne de-
rivacije tre¢eg reda (uz razumljivu pretpostavku o njihovoj neprekidnosti).
Prvu od funkcija u gornjem nizu oznac¢avamo krace s

’f
oz3’

druga, treca i cetvrta su jednake i oznaCavamo ih krace sa

& f

0x20y’
peta, Sesta i sedma u nizu su jednake i oznacavamo ih s

Rf
Oxdy?’
a osmu oznacavamo krace sa
Bf
oy3”
Opcenitije, za bilo koji r € N formalno postoji 2" parcijalnih derivacija r-tog
reda, ali ih razli¢itih ima stvarno samo (r 4+ 1) i oznac¢avamo ih s
o' f
—_— i1=0,1,---,r.
axl ayT_Z ) ) ) )

Zadatak 3.6 a) Izracunaj sve parcijalne derivacije treéeg reda za funkciju
triju varijabla u = In(2? + y + z). Koliko ih ima stvarno razli¢itih?

b) Koliko ima stvarno razli¢itih parcijalnih derivacija r-tog reda funkcije od
m varijabla?
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Za razliku od funkcije jedne varijable koja je neprekidna u svakoj tocki
u kojoj je derivabilna, derivabilnost funkcije viSe varijabla u nekoj tocki ne
povlac¢i nuzno neprekidnost funkcije u toj tocki.

Primjer 3.9 Funkcija

f(@,y) = { ﬁyy?’ za (z,y) # (0,0),
; 0, za (z,y) = (0,0).

je definirana na D = R? i ima prekid u tocki (0,0). Naime, nizovi tocaka
{(1/n,c/n), n € N} za razlicite vrijednosti od ¢ svi konvergiraju k nuli, a
pripadajuéi nizovi funkcijskih vrijednost imaju razli¢ite limese za razlicite
vrijednosti od c jer

f 1 ¢ & &
Z2) = - )
n’'n 1+c¢2 1+

S druge strane u tocki (x,y) # (0,0) imamo

y(@® + %) —aye)  y(y® —2?)

f;(:c,y) = (x2+y2)2 = (:c2+y2)2’
, (22 + y?) — 2y(2 x2 —qy?

a u tocki (0,0) je

f(z,0) — f(0,0) . 0-0

/ _ 1 — —
0,y) — f(0,0 0-0
£(0,0) = tim LOW =00 _ 5 070
y—0 Yy y—0 y

Dakle f je derivabilna u tocki (0,0), ali nije neprekidna u toj tocki.

3.6 Totalni diferencijal

Neka je zadana funkcija f i tocke

Ty = (29,29, ,20) € D, T = (z1,22, -+ ,xn) € D.

rrn

Uvedimo oznake
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Prirast Ax; = x; — :c? jos nazivamo i diferencijalom nezavisne varijable x; i
oznacavamo s dx;.

Parcijalni diferencijal funkcije f u tocki Ty s obzirom na varijablu x;
definiramo kao diferencijal funkcije jedne varijable f; definirane relacijom

EB1):

o F(To) = d (w0) = dfs (%) = f1(a¥)dz; = £, (To)dar; = 2LL0)

61‘1‘

dmi.

Definicija 3.9 Neka je funkcija f derivabilna u tocki T i neka je
p=d(To,T) = /(Az;)? + - + (Az,)2.

Ako je
Au= fl (To)Azy + -+ fi (To) Az, + pa(p)

gdje je a: (0,00) — R funkcija za koju vrijedi
lim o(p) = 0,
tada je funkcija f diferencijabilna u tocki Ty, a izraz
df(Ty) = fr,(To)dar + -+~ + fy, (To)dxy

je totalni diferencijal (ili krace diferencijal) funkcije f u tocki Ty. Ako je f
diferencijabilna u svakoj tocki 1" € D tada je f diferencijabilna funkcija.

Napomena 3.3 (1) Iz definicije B9 vidimo da za malene vrijednosti pri-
rasta Ax;, i = 1,--- ,n, prirast Au mozemo aproksimirati diferencijalom

df (To),

(2) Iz same definicije diferencijabilnosti slijedi da je diferencijabilnost jace
svojstvo od derivabilnosti: ako je funkcija f diferencijabilna onda je f i
derivabilna, dok obratno ne mora vrijediti.

(3) Funkcija f moze biti derivabilna u tocki Ty a da u toj tocki nije nepre-
kidna (vidi primjer B, do¢im funkcija f koja je diferencijabilna u tocki
Ty nuzno mora biti neprekidna u toj tocki. Naime, T — T onda i samo
onda kad Axz; — 0 za sve 1 = 1,--- ,n, odnosno, onda i samo onda kad
p=d(Ty,T) — 0. Zato imamo

lim Au = lim Au
T—Ty Az;—0,i=1,-m

= podm [ fe (To) Ay o, (To) Azm] + lim pop)

=0.
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Medutim,

lim Au=20
T—Ty

je ekvivalentno s
lim T) = f(T
Tl To f( ) f( O)a

odnosno, s neprekidnoséu funkcije f u tocki Tp.

Primjer 3.10 Funkcija
2y
f(x’y) — $2+y2’ za (':C’y) ?é (O’O)a

0,  za(z,y)=(0,0),
je neprekidna na D = R? (vidi primjer B4 sliku B2Z3)). Takoder,

£0,0) = lim L&D =00, [ 0=0_,
z—0 x z—0 X

£1(0,0) = lim f0.9) = 0.0 _ 1, 020 _,
y—0 Yy y—0 vy

Sto znaci da je f derivabilna u tocki (0,0). Medutim f nije diferencijabilna
u tocki (0,0). Naime, vrijedi

Ar=z—0=u=x, Ay=y—-0=y,

odnosno,

p=+V(Ar)2+Ay2=Va2+y> — 0 & 10, y—0,
Zato je

lim a(p) = lim

p—0 p—0 p
p—0 p
. z2y
= lim

z—0,y—0 (562 + yQ)g

Za nizove toc¢aka ((1/n,c/n), n € N) koji konvergiraju u (0,0) za sve ¢ € R
imamo

1 . c
lim’ﬂi"ézlim ¢ 5 = ¢ T
T e e
n? n?

sto je zavisno od c¢ pa zaklju¢ujemo da liH(l) a(p) ne postoji i zato f nije

p—

diferencijabilna u tocki (0,0).
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Razlog radi kojeg funkcija f iz prethodnog primjera nije diferencijabilna
u tocki (0,0), premda je u toj tocki i neprekidna i derivabilna, je taj Sto
parcijalne derivacije f; i f; nisu neprekidne u tocki (0,0). To potvrduje i
slijede¢i teorem kojega dajemo bez dokaza:

Teorem 3.4 Ako postoji okolina K(T,0) tocke T takva da je f derivabilna
na K(T,9), te ako su sve parcijalne derivacije fg’gi, i=1,---,n neprekidne
u tocki T', onda je funkcija f diferencijabilna u tocki T'.

Iz svega dosad recenog vidimo da postoji bitna razlika izmedu funkcija
jedne varijable i funkcija viSe varijabla. Naime, za funkciju jedne varijable
vrijedi

(i) f je derivabilna u tocki x < f je diferencijabilna u tocki x,
(ii) f je derivabilna (diferencijabilna) u tocki x = f je neprekidna u
tocki z,

doc¢im za funkciju f od n > 1 varijabla vrijede slijede¢e implikacije:

(i) f je diferencijabilna u tocki 7' = f je derivabilna u tocki T,

(ii) f je neprekidno derivabilna u tocki T = f je diferencijabilna u tocki
T,

(iii) f je diferencijabilna u tocki T = f je neprekidna u tocki 7.

3.7 Tangencijalna ravnina

Ako je funkcija jedne varijable f : D — R, D C R, derivabilna (dakle
diferencijabilna) u tocki zg, onda je pravac ¢ zadan jednadzbom

t oo y—yo=f(z0)(x —20), yo = fl(xo)

tangenta krivulje y = f(z) u tocki (xg,yo). Diferencijal df (z¢) = f'(x¢)dx
mozemo interpretirati kao prirast te tangente u promatranoj tocki koji od-
govara prirastu dz = Az nezavisne varijable (vidi sliku B2ZH).

Slicno mozemo postupiti kad imamo funkciju dviju varijabla. Neka je
f:D— R, DCR% Ako je f diferencijabilna u tocki (o, o), onda postoje
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y+Ay=f(x+AX)
y+dy

y=f(x)

X+AX

X f---—-

Slika 3.28: Diferencijal funkcije jedne varijable

parcijalne derivacije f;(xo,v0) 1 f,(%0,¥0), te mozemo definirati dva pravca
ty i t, u prostoru koji prolaze tockom (o, yo, 20), gdje je zo = f(zo,y0):

tx___x—fﬂozy—yo: Z %0 ’
1 0 fe(x0,%0)
tymx—wo:y—yoz Z— 20 .
0 1 f4(z0, o)

Kad gledamo dvodimenzionalno, pravac t, mozemo interpretirati kao tan-
gentu na krivulju z = f(x,yp) u tocki s koordinatama (x¢, z9) (sve se nalazi
u ravnini y — yo = 0 kao $to se vidi na Slici BZ9). Sli¢no, pravac t, mozemo
interpretirati kao tangentu na krivulju z = f(zg,y)) u tocki s koordinatama
(Y0, 20) (sve se nalazi u ravnini z — z¢ = 0).

Pravci t, i t, imaju vektore smjerova

Sy =1+ f;(an yO) k,

Sy = j + fgj(‘r()) yO) ka
te odreduju tocno jednu ravninu R; koja prolazi tockom (zg,yo,20) i ima
vektor normale

k
f:)lz(x()’yO) — _fé(:canO) i— fg//(':CanO)j + k.
fg//(xO)yO)

— O .

i
n=s; xs, =|1
0

Prema tome, jednadzba ravnine R; glasi

Ry ...z =20 = fy(z0,90)(x — x0) + fy(z0,%0)(y — w0); 20 = f(z0,%0)-

Ravnina Ry je tangencijalna ravnina na plohu z = f(x,y) u tocki (xo, yo, 20)-
Diferencijal

df (zo0,y0) = fr(20,y0)dx + f, (0, y0)dy
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mozemo interpretirati kao prirast varijable z u tangencijalnoj ravnini odgo-
vara prirastima dx i dy nezavisnih varijabli.

Primjer 3.11 Za paraboloid z = —2(x — 1)? — 2, koji je diferencijabilan u
svakoj tocki, u tocki (zo,yo) = (3/2,—1/2) imamo zy = —3/4,
r—3/2 y+1/2 z2+3/4
10 -2
r—3/2 y+1/2 z+3/4
| 1

Dakle, u zadanoj tocki normala je jednaka

Ly -

ty -

i
n=|1 0 —2[=2i-1j+k,
0 1

a jednadzba tangencijalne ravnine glasi (vidi sliku B29)

3 3 1
= —— =2 - — 1 ).
Rt z 1 (1‘ 2)+ (y+2)

Napomena 3.4 Iz prethodnog izlaganja je jasno da ravninu R; mozemo
definirati ¢im je funkcija f derivabilna u tocki (zg,yp). Medutim, ravninu
R; ima smisla zvati tangencijalnom ravninom plohe z = f(x,y) u tocki
(0, Y0, z0) samo onda kad je f diferencijabilna u tocki (xg,yp) jer tada svaki
pravac u ravnini R; kroz tocku (zo, yo, 20), a ne samo pravce t i t,;, mozemo
promatrati kao tangentu na plohu z = f(x,y) u tocki (g, yo, 20), Naime, bilo
koji pravac u ravnini R; kroz tocku (xg,yo, 20) razli¢it od t, moze se dobiti
kao presjek ravnine R; i ravnine paralelne sa Oz osi y — yo = c(x — ), gdje
je ¢ € R dana konstanta. Taj pravac ima jednadzbu

r—To _Y—Y _ Z— 20
1 c fa/:(x()’yO) +Cfg//(x07y0)

te -

S druge strane, presijek plohe z = f(z,y) i ravnine y—yo = c¢(x—1x() mozemo
promatrati kao graf funkcije jedne varijable

T 2= ge(w) = f(z,y0 + c(x — x0))

(sve se dakako nalazi u ravnini y — y9 = c(z — x9)). Nije tesko vidjeti da
je zbog diferencijabilnosti funkcije f u tocki (zg,yo) funkcija g. derivabilna
u tocki g s derivacijom gi.(z0) = f;(w0,90) + cf,(z0,90), te da je tangenta
na krivulju z = g.(x) u xy upravo pravac t.. U ovom smislu onda pravac t.
promatramo i kao tangentu na plohu z = f(x,y) u tocki (zg, yo, 20)-
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-2*(x-1)**2-y**2 -

_2*(x_1)**2_y**2 .
-0.75-2*(x-1.5)+1*(y+0.5) ——

Slika 3.29: Tangencijalna ravnina paraboloida z = —2(x — 1) — y? u tocki
(2,1,-3)
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Primjer 3.12 Za funkciju f iz primjera u tocki (0,0) pravci t,, t, i
ravnina R; imaju jednadzbe

x Yy z
LT _y_z
Y010
Rt...ZZO,

ali nijedan drugi pravac u ravnini z = 0, osim pravaca t, i t,, nije tangenta
plohe z = f(z,y) u tocki (0,0) (vidi Sliku BEZZJ). Naime, za dani ¢ € R
pravac t. u ravnini R; ima jednadzbu

CcT
_ Trc2> Zax#(),
9e () { 0, zax =0
i ocito je za ¢ # 0
c

Zadatak 3.7 a) Odredijednadzbu tangencijalne ravnine na plohu z = f(x,y)
u tocki (0,0) ako je f funkcija iz primjera Bl

b) Ispitaj neprekidnost, derivabilnost i diferencijabilnost funkcije

L, za (z,y) # (0,0),
ey ={ Vo7
f@y) { 0. s (z.y) = (0,0)
u tocki (0,0).

¢) Odredi jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu

+y
14+ 2y

z = arctg

u tocki (0, 0).
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3.8 Parcijalne derivacije kompozicije funkcija

Prisjetimo se formule za derivaciju kompozicije funkcija jedne varijable

lg(f(@))]" = g'(f(2))f ().

Kad imamo funkcije vise varijabla tada za racunanje parcijalnih derivacija
slozene funkcije (kompozicije funkcija) vrijedi analogno pravilo, dakako uz
nesto kompliciraniji zapis.

Teorem 3.5 Neka su zadane funkcije
@17"'7@k:ID—>R7 Danv
f: X >R, XCRF
pri cemu je
@1[D] x - x g [D] € X.

Tada mozemo definirati kompoziciju F = fo(p1, -+ , k) : D — R formulom

F(-Tla”’ ,CCn) :f(sol(xl)"' axn)a"' ,Sﬁk(xl,"' axn))) (xla"' ,IEn) S D.

Ako su funkcije p1,--- i 1 f diferencijabilne, onda je i funkcija F' takoder
diferencijabilna, a njene parcijalne derivacije su dane formulom

OF _ Zk:ﬁ 9%;
j=1

1/ f— ... /)’L
) ) ) )

gd]@jeu]:goj(xl, )xn)7j:1)”' )k'

Primjer 3.13 Neka su zadane diferencijabilne funkcije
©:D —[a,b], ¥:D — [c,d], DCR3,
fila,b] x [e,d] = R
i neka je
F(z,y,2) = f(o(z,y,2),¥(x,y,2), (x,y,2) € D.

Uvedemo li oznake u = ¢(x,y,2) i v = ¢(x,y, z) onda prema prethodnom
teoremu imamo

Fp=fu-oo+fi- v

/ ro oo
Fy:fu‘80y+fv'¢y,
F=fu- ¢+ fo- vl
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Napomena 3.5 Ako je funkcija F' zadana kao u teoremu B3, onda je njen
diferencijal jednak

dF(CCl,"' )xm) = ZFglgl(xl) )xm)dml

Zadatak 3.8 Neka su, uz oznake kao u primjeru B3] zadane funkcije f(u,v) =
2 _ : _ Yy
u v, o(x,y,2) = zyz i P(z,y,z) = x + cos =.
z
a) Izracunjte F). direktno i pomoc¢u formula iz primjera B3

b) Provjerite za ovu funkciju formule iz napomene B3

3.9 Totalni diferencijal viseg reda

Definicija 3.10 Neka funkcija f ima u nekoj okolini K (7'6) C D sve parci-
jalne derivacije do ukljuéivo (r—1)-vog reda. Ako su sve parcijalne derivacije
(r—1)-vog reda funkcije f diferencijabilne u tocki T', onda totalni diferencijal
r-tog reda funkcije f u tocki T definiramo kao

n n n ar
R IP IR W e LS

i1=lio=1  4,=1 tr

Primjer 3.14 Neka je f funkcija dviju varijabla. Pod pretpostavkom da
f u nekoj okolini tocke (z,y) ima neprekidne sve parcijalne derivacije r-tog
reda, uvazavajuéi Schwarzov teorem, za r = 2 imamo

& f(z,y) = fi,(x, y)dede + [}, (x,y)dzdy
+ [ (x,y)dyda + £l (2, y)dydy
= fro(z,y)(dz)® + 27, (x, y)dzdy + f,(z,y)(dy)*,
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a za r = 3 imamo

& f(z,y) = frne(z,y)dedzdr + £, (x,y)dzdedy
+ [, y)dedyde + [0 (x,y)dedydy
+ [owe (2, y)dydadr + fy, (z,y)dydzdy
+ fone (@, y)dydydz + [0 (2, y)dydydy
= frne(@,y)(d)® + 3£, (2,y) (dx)?dy
+ 3 f gy (2, y)da(dy)® + foy, (2, y)(dy)®.

Nije tesko dokazati (na primjer indukcijom) da za bilo koji r vrijedi
T - r arf LY r—i %
v 1) =3 () 525D o).

—~ 7 axr—iayi

Zbog ocigledne analogije sa binomnom formulom gornji izraz ¢esto skra¢eno
zapisujemo kao

d" f(z,y) = (%dm+ 8%@) f(z,y).

Zadatak 3.9 a) Odredi d?f(0,0) ako je f funkcija iz primjera B2

b) Koristeéi formulu iz primjera B4 odredi d” f(0,0) za funkciju

fa,y) =,

3.9.1 Taylorova formula

Promatrimo funkciju f: D — R, D C R", i tocke

TO:(:C?’:Cg’.” :CO)’ T:(xl)xQ)'” axn)a

ybn

iz D. Cinjenicu da je f diferencijabilna u tocki T mozemo reinterpretirati
na slijedeci nacin: za svaku tocku T € K(Tp,d) C D vrijedi

F(T) = f(To) + Y f1,(To) (i — o) + Ra(T),

i=1

pri cemu ostatak R;(7") ima svojstvo da tezi k nuli kad T" tezi k Tp i to brze
nego 1" tezi k Ty, odnosno

im B0 _o L —arm) = \/an(x —z))*.

T—Toy P
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Prakti¢na korist od gornje interpretacije je slijedeci zakljucak: ako je tocka T
blizu tocki Ty tj. ako je p malen onda je veli¢ina R;(T') zanemarivo malena
pa se vrijednost funkcije f u tocki T moze racunati koriStenjem priblizne
jednakosti

n
F(T) = f(To) + > fr,(To) (i — ).
i=1
Desnu stranu u gornjoj pribliznoj jednakosti je jednostavno racunati ako
su poznate vrijednosti f(Tp) i f;.(Tp), i = 1,--- ,n. Ako Zelimo imati pri-
bliznu jednakost sa ve¢im stupnjem tocnosti onda u ra¢un moramo ubaciti i
vrijednosti parcijalnih derivacija visih redova funkcije f u tocki Tp.

Koriste¢i Taylorovu formulu za realne funkcije jedne varijable te formulu
za deriviranje kompozicije funkcija viSe varijabla lako se dobije Taylorova
formula za funkcije vise varijabla. Taj rezultat ovdje iskazujemo bez dokaza:

Teorem 3.6 Ako funkcija f ima u nekoj okolini K(Ty,0) € D neprekidne
parcijalne derivacije do ukljucivo (m + 1)-vog reda, m € N U {0}, onda za
svaku tocku T € K (Ty,d) vrijedi Taylorova formula

F(T) = f(To) + ) % (Z(% - x?)é;) f(To) + R (T).

i=

Ovdje je

_ p\m+l—p n m—+1
Ry = 120 (Z(:m ~a) (f) £(1)

|.
m:-p i—1

za neki unaprijed zadani p € N, a 0 < 0 < 1 zavisi od tocke T i odreduje
tocku

Tp = (2} +0(x1 — 2Y), -+, @ + 0(zn — a3))

koja se nalazi izmedu tocaka Ty i T'.

Napomena 3.6 1) Izraz kojim je dan ostatak R, (7") u iskazu teorema B0
je takozvani Schlomlichov oblik ostatka. Za p = 1 dobivamo Cauchyjev
oblik ostatka, a za p = m + 1 dobivamo Lagrangeov oblik ostatka koji
je najjednostavniji i najcesée koristen. Takoder nije tesko pokazati da
vrijedi

R, n
lim =0, p=d(T,Ty) = \/Zl(xz — x?)%

T—Ty pm



138 FUNKCIJE VISE VARIJABLI

Sto se u literaturi (naroc¢ito u numerickoj analizi) simbolicki zapisuje kao

(ovakav zapis zovemo Peannov oblik ostatka). Posebno za m = 0 tvrdnja
u teoremu svodi se prakti¢no na uvodnu interpretaciju diferencijabil-
nosti funkcije f u tocki Tp.

Ako su uvjeti teorema ispunjeni za svako m € NU {0} i ako je

lim Rn(T)=0, VT € K(Ty,6),

m—0o0

onda grani¢nim prijelazom iz Taylorove formule dobivamo razvoj funkcije
u Taylorov red oko tocke Ty koji glasi

f(T) = [(To) + Z% <Z($z - x?)ai) [(To).
r=1 1 !

1=

U slucaju kad je Ty = (0,--- ,0) Taylorova formula (red) zove se Macla-
urinova formula (red).

Primjer 3.15 U ovom jednostavnom primjeru izracunat ¢emo razvoj funk-
cije f(z,y) = ¥ u Taylorov red u okolini toctke Ty = (1,—1). Zadana
funkcija ima u svakoj tocki ravnine R? parcijalne derivacije proizvoljno vi-
sokog reda. Sve te derivacije su jednake polaznoj funkciji pa su ujedno i
neprekidne. Dakle,

k
d*f(1,-1) = (%dm—i— (%dy) f(1,-1)

k
_ k 8kf(1’ _1) k—i g, i
N Z (z) Oxk—1dyt dady

k

7

> Lda*~tdy’ = (dx + dy)*

=[@ =D+ @+ = (= +y"

Ukoliko pokazemo da Ry (z,y) — 0 u svakoj tocki (z,y) € R?, tada razvoj u
Taylorov red zadane funkcije glasi

o0

ety =" @yt (3.2)

k!
k=0
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Zaista, za Lagrangeov oblik ostatka imamo

1
R < k+1
pa je limg_,o |Ri(z,y)| = 0 (vidi Matematiku 1) i formula B2) vrijedi za
svaki (z,y) € R2.

U ovom slucaju smo red ([B2) mogli dobiti i direktno iz Maclaurinovog
n

T
razvoja funkcije jedne varijable e = > — koji konvergira za svaki z € R
n!

pomod¢u formalne zamjene x — = + .

3.10 Ekstremi funkcija viSe varijabla

Definicija 3.11 Funkcija f ima u tocki Ty lokalni minimum (maksimum,)
ako postoji okolina K (Tp,d) C D takva da za sve T € K (Tp,0) \{Tp} vrijedi

f(T) > f(To) (f(T) < f(To)).

Tocke lokalnih minimuma i tocke lokalnih maksimuma funkcije f za-
jednickim imenom zovemo tockama lokalnih ekstrema funkcije f. Kao i kod
funkcija jedne varijable, ukoliko je funkcija f vise varijabla neprekidna te
barem dvaput derivabilna u nekoj okolini promatrane tocke T, mozemo
dati nuzne i dovoljne uvjete da bi f imala lokalni ekstrem u Ty izrazene
pomocu vrijednosti parcijalnih derivacija od f u promatranoj tocki. Ti su
uvjeti analogni onima za funkcije jedne varijable, ali dakako nesto slozenije
izrazeni.

Teorem 3.7 (Nuzan uvjet ekstrema) Neka funkcija f ima lokalni eks-
trem u tocki Ty. Ako postoji parcijalna derivacija od f po varijabli x; u tocki
Ty, onda je nuzno

fz,(To) = 0.

Dokaz. Ako funkcija f ima lokalni ekstrem u tocki Ty, onda za fiksirani ¢ i
funkcija jedne varijable f; : D; — R definirana s

fz(x):f(x?7 7xzo—17x7xzo+17"' 7‘7:%)7 .’IJGIDZ‘,

gdje je D; = {z € R | (a9,--- ,x?_l,x,xgﬂ,--- ,20) € D}, ima u tocki x)
lokalni ekstrem. Ako za neki indeks ¢ postoji parcijalna derivacija od f po
varijabli x; u tocki Ty onda je u stvari

fa,(To) = fi(a?).
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Kako nuzan uvjet ekstrema za funkcije jedne varijable povlaci f/(2?) = 0,
zakljucujemo da mora biti f (Tp) =0. =

Napomena 3.7 Neka je funkcija f kao u iskazu teorema Bl Ako je f
diferencijabilna u tocki Tj onda se nuzan uvjet da bi f imala lokalni ekstrem
u tocki Ty,

f;i(To):O, Vi=1,---,n,

moze ekvivalentno iskazati koristenjem diferencijala kao
df (Tp) = 0.

Kao sto ¢emo vidjeti, ovaj uvjet je nuzan ali ne i dovoljan. Inace, ako je
funkcija f diferencijabilna u tocki Ty i pri tom je df (Tp) = 0 onda kazemo da
je Ty stacionarna tocka funkcije f. U sluc¢aju funkcije dviju varijabla (n = 2)
stacionarnu tocku (xg,yo) funkcije f geometrijski mozemo interpretirati kao
tocku u kojoj je tangencijalna ravnina na plohu z = f(x,y) paralelna sa
2Oy koordinatnom ravninom. Naime, jednadzba tangencijalne ravnine (vidi
poglavlje B) u stacionarnoj tocki (xg,yp) glasi

2=z, 20 = f(x0,90)-

Primjer 3.16 a) Tocka (—1,2) je stacionarna tocka funkcije
fla,y) =2 +20+y” —4y+3,  (a,y) €R

jer je ta funkcija beskonac¢no puta diferencijabilna s parcijalnim derivaci-
jama prvog reda

filzy)=224+2,  filz,y)=2y—4
i ocito je fy(—1,2) =01 f,(—1,2) = 0. Nadalje tocka (—1,2) je i tocka
lokalnog minimuma (u stvari tocka globalnog minimuma na R?) za ovu
funkciju jer je

f(x,y) = (:C + 1)2 + (y - 2)2 —2>-2= f(*1’2)’ V(:C,y) 7& (*1’2)'

Jednadzba tangencijalne ravnine na plohu z = 22 4+ 2z + y?> — 4y + 3 u
tocki (—1,2) glasi z = —2 (vidi sliku B30).

b) Funkcija
flz,y) =ay, (z,y) € R?
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N B
10 —

7 5

0

NONE

Slika 3.30: Lokalni minimum

je beskonacno puta diferencijabilna, a parcijalne derivacije prvog reda su
Joj

fa/:(xvy) =Y, fg;(xvy) =
Ocito je f;,(0,0) =01 f,;(0,0) = 0, pa je tocka (0, 0) stacionarna tocka za
ovu funkciju. Medutim tocka (0,0) nije tocka lokalnog ekstrema funkcije
f. Naime, u svakoj okolini tocke (0,0) postoje tocke oblika (¢,t), t # 0,
u kojima je

ft,t) =1 > 0= [(0,0),
ali isto tako i tocke oblika (¢, —t), t # 0 u kojima je

f(t,—t) = —t> <0 = £(0,0).

Stoga zakljucujemo da (0,0) nije ni tocka lokalnog maksimuma ni tocka
lokalnog minimuma. Tocku (0, 0) zovemo sedlastom tockom plohe z = xy.
Jednadzba tangencijalne ravnine na plohu z = xy u tocki (0,0) glasi z =0

(vidi sliku BZZTI).
Funkcija

fla,y)=1—2> =2z —|y—2|, (z,y) € D=R

ima u tocki (—1,2) lokalni maksimum (u stvari globalni maksimum na
D) jer je

flay) =2 (z+1)* = |y -2/ <2=f(-1,2), Y(z,y) # (-1,2).
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Slika 3.31: Sedlasta tocka

Medutim tocku (—1,2) ne mozemo nazvati stacionarnom tockom od f u
smislu napomene B jer f nije diferencijabilna u toj tocki. Naime, lako
se vidi da je f;(—1,2) = 0 ali i da f;(—1,2) ne postoji. Prema tome,
tangencijalna ravnina na plohu z = 1 — 22 — 2z — |y — 2| u to¢ki (—1,2)
ne postoji (vidi sliku B32).

Kako smo vidjeli u gornjem primjeru stacionarnost neke tocke nije do-
voljan uvjet da bi ta tocka bila tocka lokalnog ekstrema. Da bi mogli dati
primjenjive dovoljne uvjete moramo, kao i u slu¢aju funkcija jedne varijable,
koristiti derivacije vi§ih redova. Iz definicije Bl je vidljivo da je Ty tocka
lokalnog ekstrema funkcije f ako i samo ako je razlika f(T) — f(Tj) stal-
nog predznaka u nekoj okolini K (Tp,d) tocke Ty. Za ocjenu predznaka te
razlike najprikladnije je upotrijebiti Taylorovu formulu danu u teoremu B0l
i to san =1 (Sto znadi koriStenje parcijalnih derivacija od f do ukljucivo
drugog reda) koja se dodatno pojednostavnjuje uvazavanjem nuznog uvjeta
df (Ty) = .

Dakle, uz pretpostavku da je f funkcija od n varijabla koja u nekoj
okolini K (Tp,d) C D stacionarne tocke Ty = (29, ,2%) ima neprekidne
parcijalne derivacije do ukljuc¢ivo drugog reda, primjenom Taylorove formule

s Lagrangeovim oblikom ostatka R;(7") dobivamo da za svaku tocku 7' =
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z 1-x**2-2*x-abs(y-2) ——
15 —

1 —
0

Slika 3.32: Lokalni maksimum u nestacionarnoj tocki

(X1, ,xpn) € K(Tp,9) vrijedi

f(T) = f(To) = % (Z(% - x?)%) f(Th).

U daljnjoj analizi klju¢éno je uociti da se, zbog pretpostavljene neprekidnosti
svih parcijalnih derivacija drugog reda funkcije f, ostatak

n 2
Ri(T) = 5 (Zm - ;&)ai) £(1)

i veli¢ina

n 2
Ri(T) = % (Z(xz - x?)él) f(To)

i=1
vrlo malo razlikuju ¢im je tocka 7' dovoljno blizu tocki Ty, odnosno, ¢im je
d(Ty, T) dovoljno maleno. Posljedica toga su slijedeca cetiri zakljucka:

a) Akoje Ri(T) > 0zasve T € K(Ty,8)\{Tp} onda f u tocki Ty ima lokalni
minimum.

b) Akoje Ri(T) < 0zasve T € K(Tp,8)\{Ty} onda f u tocki Ty ima lokalni

maksimum.
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¢) Ako Ry (T) mijenja predznak na K (Tp, 8)\{Tp}, odnosno ako je Ry (T') > 0
u nekim tockama T € K(Tp,0) \ {To} i Ri(T) < 0 u nekim totkama
T € K(Tv,0) \{Tv}, onda f u tocki Tp nema lokalni ekstrem (kazemo da
je Ty sedlasta tocka od f).

d) Ako je Ri(T) > 0 za sve T € K(Tp,d) \ {Tp} i ako postoji tocka T # Ty
u kojoj je Ry(T) = 0, ili ako je Ri(T) < 0 za sve T € K(Tp,0) \ {To} i
postoji tocka T # Ty u kojoj je Ri(T) = 0, onda ne mozemo bez daljnje
analize odgovoriti da li je tocka Ty tocka lokalnog ekstrema funkcije f ili
nije.

Interesantno je da nastupanje bilo kojeg od gore navedenih cetiriju slucajeva
zavisi isklju¢ivo o vrijednostima parcijalnih derivacija drugog reda funkcije
f u promatranoj tocki Ty. Naime vrijedi slijedeci teorem:

Teorem 3.8 (Dovoljni uvjeti ekstrema) Neka funkcija f u nekoj oko-
lini K(Ty,0) C D stacionarne tocke Ty ima neprekidne parcijalne derivacije
do ukljucivo drugog reda. Uvedimo oznake

Ajj = f:z/c/ixj(To), i,j=1,2,---.,n

1 definirajmo velicine A, r = 1,2,--- ,n formulama
A o Ay
A1:A11’ Ar: R r:27...’n_
Ay - Ay

Tada vrijedi:

a) ako je A, > 0 za sve indekse r, onda [ u tocki Ty ima lokalni minimum;

b) ako je A, <0 za sve neparne indekse r i A, > 0 za sve parne indekse r,
onda f u tocki Ty ima lokalni maksimum,;

¢) ako je A, <0 za barem jedan paran indeks r ili ako postoje dva neparna
indeksa r i v’ takva da je A, > 0 i A < 0, onda f u tocki Ty nema
lokalni ekstrem;

d) ako je A, >0 za sve indekse r i A, = 0 za barem jedan indeks r ili ako
je A, < 0 za sve indekse r i A, = 0 za barem jedan indeks r, onda f
moze ali i ne mora imati lokalni ekstrem u tocki Ty.
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Napomena 3.8 a) Treba uociti da za brojeve A;; iz iskaza teorema
vrijedi Aj; = Aj; (Schwarzov teorem), odnosno da je matrica A = (A;;)
simetri¢cna. Dokaz samog teorema osniva se na na nuznim i dovoljnim
uvjetima uz koje je kvadratna forma definirana simetricnom matricom
A pozitivno ili negativno definitna (semidefinitna) ili indefinitna te ga
izostavljamo.

b) U posebnom slucaju za funkciju dviju varijabla koja u nekoj okolini
K (Ty,0) C D stacionarne tocke Ty = (xq,yo) ima neprekidne parcijalne
derivacije do uklju¢ivo drugog reda imamo:

A1 = fr(zo,y0), A1g = Ao1 = fr, (20, 90), Az = f, (20, y0)

Ay = A, Ay = Ay Agy — A2,

Tvrdnje teorema svode se na slijedeca éetiri slucaja:

(1) ako je Ay > 01 Ay > 0, onda funkcija f u tocki (xg,yo) ima lokalni
minimum,

(2) ako je A; < 01 Ay > 0, onda funkcija f u tocki (zg,yo) ima lokalni
maksimum,

(3) ako je Ay < 0, onda f u tocki (xg,yo) nema lokalni ekstrem,

(4) ako je Ay =0 onda f u tocki (x0,yo) moze ali i ne mora imati lokalni
ekstrem.

Primjer 3.17 a) Za funkciju iz primjera BI0 a)
flay)=a®+22+y> —dy+3,  (z,y) € R

jedina stacionarna tocka je (—1,2). Parcijalne derivacije drugog reda od
f su konstantne funkcije,

fro(@y) =2, foy(x,y) = fu(z,y) =0, f,(z,y) =2,
pa u tocki (—1,2) imamo

20

A1:2>0, AQZ'O 9

':4>0.

Po teoremu a) zaklju¢ujemo da funkcija f u tocki (—1,2) ima lokalni
minimum.
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b)

Za funkciju iz primjera b)
fle,y) =2y,  (2,y) €R?

jedina stacionarna tocka je (0,0). Parcijalne derivacije drugog reda od f
su konstantne funkcije

fra(m,y) =0, foy(z,y) = fla(z,y) =1, fi,(z,y) =0,
pa u tocki (0,0) imamo

01

Ay =0, AQZ‘l 0

—-1<0

Po teoremu ¢) zakljuéujemo da funkcija f u tocki (0,0) nema lokalni
ekstrem.
Funkcija iz primjera B0 ¢)
flay)=1-2" -2 —|y—-2|, (z,y) €R?
ima u tocki (—1,2) lokalni maksimum, ali taj zakljucak ne mozemo dobiti

primjenom teorema jer f ne udovoljava pretpostavkama tog teorema
(nema neprekidne sve parcijalne derivacije drugog reda).

Funkcija triju varijabla
flz,y,2) = —22% —y* = 322, (z,9,2) €R?
je beskonacno puta diferencijabilna, a parcijalne derivacije prvog reda su
JoJ]
folw,y,2) = —4z,  fy(z,y,2) =2y,  fl(z,y,2) = 6z

Ocito je (0,0,0) jedina stacionarna tocka funkcije f. Parcijalne derivacije
drugog reda funkcije f su konstantne (po Schwarzovom teoremu dovoljno
ih i gledati samo Sest)

f;/z = _47 falzly = f:)lzlz = 07 fggly = _27 fgj/z = 07 f;/z = _67

pa u tocki (0,0,0) imamo

AL =—-4<0,
-4 0

Ay = 0 —9 =8>0,
-4 0 0

As=|0 —2 0]=-48<0.
0 0 -6
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Po teoremu b) zaklju¢ujemo da funkcija f ima u tocki (0,0,0) lokalni
maksimum.

Sliéno kao u prethodnom primjeru, funkcija triju varijabla
f(z,y,2) =22% + 9% — 322, (2,9,2) €R3
je beskonacno puta diferencijabilna, a parcijalne derivacije prvog reda su
JoJ]
folw,y,2) =4z, fylz,y.2) =2y,  fi(z,y,2) = -6z

Opet je (0,0,0) jedina stacionarna tocka od f, a parcijalne derivacije
drugog reda su sada

f;lz:47 f;/y: gzzov fg;/y:27 fg;/zzov f!z:_G
U tocki (0,0,0) imamo

A1 =4>0,
4 0

AQ—O 2—8>0,
4 0 0

As=10 2 0|=—48<0,
0 0 -6

pa po teoremu c¢) zakljucujemo da funkcija f u tocki (0,0,0) nema
lokalni ekstrem.

Da bi ilustrirali zakljucak d) iz teorema pogledajmo slijedece dvije
funkcije triju varijabla

fl@y,2) =2+ + 24,
gl@,y.2) =2> +y* + 2%, (z,y,2) € R
Tocka (0,0,0) je tocka lokalnog minimuma funkcije f jer je ocito
fla,y,2) =2 +y° + 2" > 0= f(0,0,0),  V(z,y,2) # (0,0,0).
Nadalje tocka (0,0,0) nije tocka lokalnog ekstrema funkcije g Sto odmah
slijedi iz slijedec¢ih dviju nejednakosti
9(0,0,t) =t > 0= ¢(0,0,0),
9(0,0,—t) = -t < 0 = ¢(0,0,0), vt > 0.
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S druge strane tocka (0,0,0) je jedina stacionarna tocka i od f i od g,
Sto se lako provjeri, Jednostavnim ra¢unom parcijalnih derivacija drugog
reda u tocki(0,0,0) za obje funkcije dobivamo

20

AL =2>0, AQZ‘O 9

2
':4>0, A3z =10
0

oo
o oo
Il
L

odnosno radi se o slucaju d) iz teorema

3.11 Implicitno zadane funkcije

U Matematici 1 smo veé govorili o tome kako jednadzbu oblika
F(z,y) =0,

gdje je F : D — R, D C R?, neka funkcija dviju varijabla, mozemo inter-
pretirati i kao jednadzbu kojom je implicitno zadana neka funkcija jedne
varijable

y = f(x), xel CR

Jednadzbi F(z,y) = 0 prirodno pridruzujemo skup S C R? definiran s
S=A{(z,y) eD| F(z,y) = 0}
i u pravilu ga poistovje¢ujemo sa samom jednadzbom kojoj je pridruzen.

Definicija 3.12 Za funkciju jedne varijable f : I — R, gdje je I C R
(obi¢no je I interval ili unija intervala u R), za koju vrijedi

F(z, f(x)) =0, Veel

kazemo da je implicitno zadana jednadzbom F(z,y) = 0. Ovo iskazujemo i
ekvivalentnim zahtjevom da je graf I'y funkcije f sadrzan u skupu S, odnosno

Ip=A( f)) [zel} CS

Ova definicija zahtijeva dva komentara koja dajemo u slijedece dvije
napomene, zajedno s jednostavnim primjerima

Napomena 3.9 Ako je funkciju f : I — R I C R implicitno zadana
jednadzbom F'(z,y) = 0 onda je prema Definiciji i svaka restrikcija
f:I' =R, I' CIod f implicitno zadana istom tom jednadzbom. Dakle,
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F(xz,y) = 0 u pravilu promatramo kao jednadzbo kojom je implicitno za-
dana ne jedna veé vise funkcija jedne varijable, a dijelovi od S su grafovi tih
funkcija. Naravno, od interesa je sluc¢aj kada postoji totno jedna osnovna

funkcija f koja je implicitno zadana tom jednadzbom i ¢iji se graf podudara
sa Citavim skupom S, I'y = S. Takvu funkciju f dakako nije uvijek moguce
nadi.

Primjer 3.18 a) Ako je funkcija f zadana eksplicitno formulom

y=f(z), zelCR,

onda je mozemo shvatiti i kao funkciju koja je implicitno zadana jed-
nadzbom

F(.%',y)Ey—f(.%’):(L

pri cemu je domena od F' skup D = I x R, a skup S je upravo graf I'y
zadane funkcije f.

Kako je dobro poznato, jednadzbu
2+ -1=0

obi¢no zovemo implicitnom jednadzbom kruznice sa sredistem u ishodistu
(0,0) i polumjerom 1. Jasno je da je mozemo shvatiti i kao jednadzbu
oblika F'(z,y) = 0 kojom je implicitno zadana neka funkcija jedne vari-
jable z. U ovom slucaju je F(z,y) = 22 +y? — 1 definirana na D = R?, a
pridruzeni skup S sastoji se od tocaka (x,y) ravnine koje su od ishodista
(0,0) udaljene za 1. Kad tu jednadzbu razrijesimo po varijabli y kao
nepoznanici dobivamo

y=2+V1-— 22,

odnosno y nije jednoznac¢no odreden. Zaklju¢ujemo da ne postoji jedna
osnovna funkcija f ¢iji se graf podudara sa S. U stvari, jednadzbu 22 +
y?> — 1 = 0 obi¢no interpretiramo kao jednadzbu kojom su implicitno
zadane slijedeée dvije osnovne funkcije (vidi Sliku BZ33])

[ (x)=—V1—-22 fH(z)=+1-22 xel=[-1,1].
Jasno je da je na primjer i funkcija (vidi Sliku B234)

V1—22, zaxe[-1,0.5)
f(z) = { ~VI—22, zaz €051

takoder implicitno zadana jednadzbom z2 4+ y? — 1 = 0.
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y sqrt(l-x**2) —

-sqrt(1-x**2) —

=

Slika 3.33: Implicitno zadana kruznica

Slika 3.34: Implicitno zadana funkcija izvedena iz kruznice
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Napomena 3.10 Prema definiciji BI2 jednadzbu F(z,y) = 0 interpre-
tiramo kao implicitnu vezu izmedu varijabla x i y, pri ¢emu varijablu z
tretiramo kao nezavisnu, a varijablu y kao zavisnu. Naravno da je ponekad
zgodno zamijeniti takve uloge varijabla x i y.

Primjer 3.19 a) Jednadzbu

r+2=0

Cesto interpretiramo kao jednadzbu pravca u ravnini koji prolazi tockom
(—2,0) na osi Ox i paralelan je sa osi Oy. Jasno je da u toj jednadzbi
varijablu y ne mozemo tretirati kao zavisnu jer se ona u njoj ne pojav-
ljuje. Medutim tu jednadzbu mozemo interpretirati kao jednadzbu oblika
F(z,y) =0sa F(z,y) = 2+ 2, (z,y) € R?, u kojoj varijablu y tretiramo
kao nezavisnu. Stoga je tom jednadzbom implicitno zadana konstantna
funkcija z = f(y) = -2,y I =R.

Jednadzbu
413> =0

obi¢no nazivamo implicitnom jednadzbom parabole. Tu je F(x,y) = x +
y? definirana na D = R?. Ako u toj jednadzbi varijablu z interpretiramo
kao nezavisnu onda su njom implicitno zadane dvije osnovne funkcije ¢iji
grafovi su dijelovi skupa S pridruzenog jednadzbi (vidi Sliku B33H). To
su funkcije

y=f(@)=—V-2, y=fT@)=v-z, wel=(-0,0.

sgrt(-x) —
-sqrt(-x) —

Slika 3.35: Implicitno zadana parabola
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S druge strane zgodnije je varijablu y interpretirati kao nezavisnu jer se
onda x + 3% = 0 moze interpretirati kao jednadzba kojom je implicitno
zadana jedna osnovne funkcija

z=fly)=-y>, yel=R,

¢iji graf se podudara sa skupom S pridruzenim toj jednadzbi.

Definiciju na prirodan nacin poopéavamo na sluc¢aj implicitne veze
(n + 1)-ne varijable (n > 1):

Definicija 3.13 Neka je F': X — R funkcija od (n + 1)-ne varijable defini-
rana na X C R"! i neka je skup S € R"*! definiran kao

S = {('Tl"" axn;xTH»l) eX | F(ZCl,--- ,:Cn,anrl) :0}

Za bilo koju funkciju f : D — R od n varijabla koja je definirana na D C R"
i za koju vrijedi

F(xl,---,:Cn,f(ﬂcl,-~-,xn))20, V(ml,,xn)ED
kazemo da je implicitno zadana jednadzbom
F(CCl,“‘ ’xnaanrl):O-

Ovo iskazujemo i ekvivalentnim zahtjevom da je graf I'y funkcije f sadrzan
u skupu S:

Ff :{(561,--- ,fEn,f(Sl?l,-'- ’xn)) | (-Tla"’ axn) GD} cS.

Napomena 3.11 Primjedbe sli¢ne onima u napomeni B9 mogu se dati i uz
Definiciju B T3 Dakle, jednadzbu

F(ﬂjl,”’ ’xn’anrl) — 0

uvijek promatramo kao jednadzbu kojom moze biti implicitno zadano vise
funkcija od n varijabla pri ¢emu varijablu z,.; tretiramo kao zavisnu a
x1, -+ ,Zy kao nezavisne varijable. Jasno je da i ovdje po potrebi mozemo
zamijeniti uloge varijabla tj. bilo koju od varijabla, recimo varijablu z;,
tretirati kao zavisnu a preostale varijable x1, -+, x;_ 1,241, - ,Zne1 kao
nezavisne. Takoder, u slucéaju veze triju varijabla (n = 2) umjesto =1,z i
xg koristimo uobic¢ajene oznake x,y i z.
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Primjer 3.20 a) Jednadzbom
2yt —2=0

implicitno su zadana dva kruzna stosca, oba s vrhom u ishodistu (0, 0, 0),
jednom je os simetrije negativna Oz poluos, a drugomu pozitivna Oz
poluos (vidi sliku B20).

Naime, ovdje je F(z,y,z) = 2% + 3? — 22 definirana na X = R3, pa ako
varijablu z tretiramo kao zavisnu onda su gornjom jednadzbom implicitno
zadane dvije osnovne funkcije dviju nezavisnih varijabla x i y:

z=f(z,y) = Va2 +y2, z=fT(z,y)=Va2+y:  (2,y) € R

Ako bi na primjer u gornjoj jednadzbi varijablu y tretirali kao zavisnu
onda su tom jednadzbom implicitno zadane slijedeée dvije osnovne funk-
cije dviju nezavisnih varijabla x i z

y=f(x,2)=-V22 a2 (x,2) € D={(z,2) €R?*| |2| < |al}

y=fT(z,2) =22 22 (1,2)€D={(z,2) € R? | 2] < |z|}.

Kako izgledaju grafovi ovih funkcija mozemo vidjeti na slici

z u, sqrt(v¥*2-u**2), v.—
u, -sqrt(v**2-u**2), v.——

Slika 3.36: Implicitno zadan stozac
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b) U jednadzbi
r4+1y P+ 2+ 22 =0
je F(x,y,2) = +y* + 2y + 2? definirana na X = R3. Najjednostavnije
je varijablu z tretirati kao zavisnu jer je u tom slucaju ovom jednadzbom
implicitno zadana to¢no jedna osnovna funkcija dviju nezavisnih varijabla
yiz
x:f(y,z):—y2—2y—z2, (y,z)€R2.

U stvari se ova jednadzba moze ekvivalentno zapisati kao
r—1=—(y+1)>2—22

iz cega se vidi da je to jednadzba kruznog paraboloida s vrhom u tocki
(1,—1,0) okrenutog u smjeru negativne Oz poluosi (parboloid je slican
onome na slici uz pomaknuti vrh).

Kako smo u prethodnom izlaganju vidjeli, jednadzbu oblika
F(xla e 7xm7xm+1) =0

interpretiramo kao implicitnu vezu izmedu (n + 1)-ne varijable kojom jedna
od varijabla, na primjer x,41, moze biti zadana kao funkcija preostalih n
varijabla. Medutim nismo rekli nista o tome koji su dovoljni uvjeti da bi
takva eksplicitna veza

Tn41 = f(xlv o 7‘7:71)
postojala. Takoder nismo rekli niSta o svojstvima funkcije f implicitno za-
dane gornjom jednadzbom. Odgovore na ta pitanja daje slijedeéi teorem:

Teorem 3.9 Neka je F: X — R funkcija od (n+ 1)-ne varijable definirana
na otvorenom skupu X C R™ ! koja ima neprekidne parcijalne derivacije Fg’cZ

na X po svim varijablama z;, i = 1,--- ,n+ 1 (dakle, F je diferencijabilna
u svim tockama iz X ). Dalje, neka je Ty = (29,--+ 29,29 ) € X tocka iz

X za koju vrijedi
F('Ttl)’ t "T?w x9L+1) =0, Fain+1 (xtl)’ t ’:ng x9L+1) 7& 0.
Tada vrijedi:

(i) Postoji okolina D C R™ tocke (2Y,---,2%) i samo jedna funkcija f :
D — R za koju vrijedi

x?z—f—l = f(x(l)v e 7'%.91)

F(zy,- yzp, f(x1, - ,2)) =0, V(z1, -+ ,x,) € D.
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(i) Funkcija f ima neprekidne parcijalne derivacije fg’cZ na D po svim va-

riablama x;, i = 1,--- ,n, te u svakoj tocki (x1,--- ,x,) € D vrijede
formule
F, (xl)”' a:CnafEnJrl)
f/,$1,"‘,$ = ) izla"'an)
:Ez( TL) Fé‘n+1(x1’..‘ ’xn’xn+1)
gdje je
Tp+1 = f(xlv co 7‘7:71)'

Napomena 3.12 a) Kad imamo implicitnu vezu dviju varijabla
F(z,y) =0

definiranu pomoéu funkcije F : X — R koja na X C R? ima nepre-
kidne parcijalne derivacije F i Fy, teorem E3l kaze da e za svaku tocku
(z0,y0) € X u kojoj vrijedi

F(xo,y0) =0, F,(z0,90) # 0

postojati okolina D C R od x( i samo jedna funkcija f : D — R koja je
implicitno zadana sa F(z,y) = 0 i koja je neprekidno derivabilna na D.
Derivacija f’(x) u bilo kojoj tocki 2z € D je odredena s

Fy(z,y)
fl(z) = — 2=, F(z,y) =0.
Fy(z,y)
b) U slucaju implicitne veze triju varijabla
F(z,y,2) =0

definirane pomoéu funkcije F : X — R koja na X C R? ima neprekidne
parcijalne derivacije I, Fy i F,, teorem kaze da ¢e za svaku tocku
(anyO) ZO) €EXu kOjOj je

F(z0,40,20) =0,  F.(0,%0,20) # 0
postojati okolina D C R? tocke (zg, o) i samo jedna funkcija f : D — R
koja je implicitno zadana sa F(z,y,z) = 0 i koja ima neprekidne parci-

jalne derivacije f; i f, na D. Vrijednosti parcijalnih derivacija f;(z,y) i
fy(z,y) u bilo kojoj tocki (z,y) € D su odredene s

/ _ Fi(=zy,2)
fz(x7y) - (fI,' Y,z )7
» _Fy(x,y,2)
fy( ’y) Z/(:C y’ )’

F(z,y,2) = 0.
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Primjer 3.21 a) U primjeru BT9 b) smo vidjeli da su jednadzbom

413> =0
implicitno zadane dvije osnovne funkcije nezavisne varijable x
y=f(2)= -z, y=f"(z)=V—xr, x €l = (—00,0]

Ovdje je F(x,y) = o +%? definirana i neprekidno derivabilna na X = R?
te su joj parcijalne derivacije dane formulama

Fi(z,y) =1,  F(z,y)=2y.
U tocki (—4, —2) imamo
F(-4,-2) =0,  F.J(-4,-2)=1,  F/(—4,-2)= 4.

Dakle pretpostavke teorema B3 su ispunjene i zato mora postojati okolina
D C R od —4 i samo jedna derivabilna funkcija f : D — R implicitno
zadana jednadzbom z + y? = 0. Ocito, to je funkcija f~. Medutim,
tu funkciju ne mozemo gledati na ¢itavom I = (—o00,0] ve¢ samo na
podskupu D = (—00,0), jer u tocki 0 nije derivabilna. Dakle

f(z) = —/—x, x € D= (—00,0),

Da bi izracunali na primjer f’(—4) ne treba nam eksplicitni izraz za f'(z)
ve¢ imamo
Fl(—4,-2) 1 1

f=4= Fi(—4,-2) 4 4

U ovom slu¢aju gornji racun mozemo provjeriti koristeéi eksplicitni izraz
1

)

2\/—x

Jasno je da opcenito takvu provjeru ne¢emo moci napraviti jer ne¢emo

imati funkciju f eksplicitno zadanu veé ¢emo samo znati da postojil.

Uocimo jos da i tocka (0,0) zadovoljava F(0,0) = 0, ali teorem u toj
tocki nije primjenjiv jer je F(0,0) = 0.

f(z) = x €D =(—00,0),

Promotrimo jednadzbu
ryz —e =10

kao implicitnu vezu triju varijabla. Zbog ocite simetrije svejedno je koju
varijablu tretiramo kao zavisnu pa uzmimo da je to varijabla z. Imamo

F(z,y,2) = xyz —e "7, (z,y,2) € X =R3
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i u svim tockama (z,y,2) € X vrijedi

Fy(z,y,2) = (L+e ™) yz,
ng(:c, Y, z) = (1 + efxyz) Tz,
Fl(z,y,2) = (1+e ™) zy.

z

Kako je
14+e ™% > 1, V(z,y,z2) € X,

imamo
Flz,y,z)=(1+e ™ )ay=0 & z=0Vy=0.

Prema tome, teorem B9 mozemo primijeniti u svakoj tocki (x,y,z) € X u
kojoj je zadovoljena pocetna jednadzba i za koju je x # 01y # 0. Dakle,
za svaku takvu tocku postojat ée okolina D C R? i samo jedna funkcija f
nezavisnih varijabla x i y koja je implicitno zadana pocetnom jednadzbom
i neprekidno derivabilna na D. Za parcijalne derivacije funkcije f vrijedit
e

Fla(z,y, 2) z
!/ _ ) _z
folw:y) = F'z(z,y,z) z’
Fla(z,y, 2) z

/ _ v .
fuwy) Fra(z,y,z) oy

Naravno, za konkretno zadane vrijednosti =z # 0 i y # 0 pripadajuca
vrijednost varijable z je jednoznacno odredena pocetnom jednadzbom i
ne mozemo je egzaktno izraziti pomocu elementarnih funkcija varijabla
x iy. Medutim i u ovom primjeru mozemo gornje formule za parcijalne
derivacije provjerit neposrednim deriviranjem slicno kao u prethodnom
primjeru. Naime, uvodenjem pomocéne varijable ¢ = xyz pocetnu jed-
nadzbu mozemo napisati kao

t= e_t, t=xyz.
Krivulja y = e i pravac y = x sijeku se totno u jednoj tocki s apscisom
€ (0,1) kako se vidi na Slici BZ7
Stoga jednadzba t = e~! ima toéno jedno rjeSenje t = c. Veli¢inu ¢ ne
mozemo egzaktno izraziti koristeéi elementarne funkcije jedne varijable
ve¢ samo mozemo upotrijebiti neku od elementarnih numerickih metoda
(na primjer metodu bisekcije) da bi dobili po volji toénu pribliznu vri-
jednost za ¢ (vrijedi ¢ &~ 0.56). Zaklju¢ujemo da je pocetna jednadzba
ekvivalentna sa jednadzbom

rYyz =c
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\ =
exp(-x) —

xT

Slika 3.37: Sjeciste krivuljay =z iy =e~

iz koje dobivamo eksplicitno varijablu z kao funkciju varijabla x i y (visi

sliku B35]),
c
s fmy) =<, 2 A0AYAO.
xy

Sada neposrednim deriviranjem dobijamo

, c z , c z
fx(xay):_xTy:_Ev fy(x7y):_x—y2:_§'
0.56/(x*y) —
z 0 —

Slika 3.38: Implicitno zadana funkcija xyz = e=*Y*
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3.12 Problem vezanog ekstrema

Pretpostavimo da su zadane dvije funkcije dviju varijabla f,¢o : D — R
definirane na skupu D C R?. Funkciji ¢ pridruzimo implicitnu jednadzbu
p(z,y) =0

i pripadajuci skup S C D definiran tom jednadzbom
S=A{(x,y) e D] ¢(z,y) =0}

Definicija 3.14 Ako za tocku Ty = (x0,y0) € S postoji okolina K (Tp,d) C
D tako da je

f(z,y) > f(xo,y0), V(z,y) € SN K(Top,d) \ {To}

onda kazemo da funkcija f u tocki Ty ima vezani (uvjetni) lokalni minimum
uz uvjet p(z,y) = 0. Ako je

f(z,y) < f(zo,y0), V(z,y) € SN K(Ty,d) \ {To}

onda kazemo da funkcija f u tocki Ty ima vezani (uvjetni) lokalni maksimum
uz uvijet o(x,y) = 0. Zajednickim imenom tocke vezanih lokalnih minimuma
ili maksimuma zovemo tockama vezanih (uvjetnih) lokalnih ekstrema .

Problem odredivanja to¢aka u kojima funkcija z = f(x,y) ima vezane
lokalne ekstreme uz uvjet ¢(z,y) = 0 krace zapisujemo

{z = f(z,y) — min, max
p(z,y) =0

Taj problem mozemo geometrijski interpretirati na slijede¢i nacin: medu
tockama (z,y,z) plohe zadane eksplicitno sa z = f(x,y) ¢ije prve dvije
koordinate odreduju tocku iz skupa S trazimo one u kojima je vrijednost
treée koordinate z lokalno najmanja (najveca) (vidi Sliku B39).

Ukoliko su funkcije f i ¢ kojima je zadan problem vezanog ekstrema
dovoljno lijepe (na primjer neprekidno derivabilne) mogu se dati nuzni i
dovoljni uvjeti da bi tocka (xg,yo) bila rjesenje tog problema.

Promatramo dakle gore opisani problem vezanog ekstrema i pretpos-

tavljamo da funkcije f i ¢ imaju neprekidne sve parcijalne derivacije do
ukljucivo drugog reda. Neka je tocka (xg,y0) € S takva da je

@y (z0,90) # 0.
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-X**2-y**2 I
X-y-2 —

Slika 3.39: Problem vezanog ekstrema

Koristedi tvrdnju (i) iz teorema B3 zaklju¢ujemo da mora postojati otvoreni
interval I C R sa x¢ € I i totno jedna funkcija y = g(x), € I implicitno
zadana jednadzbom ¢(z,y) = 0. Zbog toga funkciju z = f(z,y), (z,y) € S
mozemo lokalno u nekoj okolini promatrane tocke (xg,yo) interpretirati kao
funkciju samo jedne varijable x,

z=f(x)=f(z,g(x), =zel

Ocigledno vrijedi slijedeca tvrdnja: Funkcija f u tocki (xg,yo) ima lokalni
vezani minimum (maksimum) ako i samo ako funkcija f u tocéki xg ima
lokalni minimum (maksimum,).

Prema tvrdnji (ii) teorema B znamo da je funkcija ¢ neprekidno deri-
vabilna na [ i derivacija joj zadovoljava

(7, 9) (A1)

g(z) = ()

U stvari zbog pretpostavke da ¢ ima neprekidne i parcijalne derivacije dru-
gog reda, zakljucujemo da ¢ na I ima neprekidnu i drugu derivaciju. Iz
formule ([AJl) koristeéi formulu za derivaciju kompozicije funkcija vise vari-
jabla dobivamo da je ¢”(x) jednako

(a2, y) + iy (2,99 ()] @y (2, y) — @ () [0y, (,9) + @, (2,9)d (2)]

oy (2, y)?
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Sto se sredivanjem i jo$ jednom upotrebom formule ([AJl) moze zapisati kao

J"(x) = —m [0 (1) + 267 (2,9)d' (@) + oy (2 9)g (@)7] . (A2)

Nadalje zbog pretpostavke da funkcija f ima neprekidne parcijalne deri-
vacije drugog reda zakljucujemo da i funkcija f ima na I neprekidnu prvu i
drugu derivaciju. Koriste¢i opet formulu za deriviranje kompozicije funkcija
viSe varijabla, dobivamo da za sve x € I vrijedi

fl(@) = folw,y) + fyle,9)d (2). (B1)
Iz ove formule jos jednim deriviranjem dobivamo da je f” (x) jednako

fw(@oy) + foy(@.y)g (@) + [ [ (2 9) + fo,(x9)g ()] ¢ () + [ (z,9)9" (2),

§to se nakon sredivanja i uvrstavanja izraza za ¢”(x) danog formulom (A2
moze zapisati kao

(@) = fl (@) + 2f0,(z.9)d () + f),(z,9)g (z)?

fy(@,y)
o (z,y)

B2
[l (2, y) + 200, (2,99 (x) + &), (2, 1) (2)?] )

Sad mozemo na jednostavan nac¢in dobiti nuzne i dovoljne uvjete lokalnih
vezanih ekstrema funkcije z = f(x,y) uz uvjet p(z,y) = 0.

Teorem 3.10 ( Nuzan i dovoljan uvjet vezanog ekstrema) Neka funk-
cije f,¢: D — R, D C R?, imaju na D neprekidne sve parcijalne derivacije
do ukljucivo drugog reda.

(i) Ako funkcija f u tocki (xo,y0) € D u kojoj je i, (0, y0) # 0 ima lokalni
vezani ekstrem uz uvjet (xz,y) = 0, onda mora postojati realan broj Ao
takav da za trojku (zo,yo, Ao) vrijedi

xOv yO) + )‘O(pz xo, yO) 0
xOvyO) + Aoy (0, 90) = 0, (€)
gp(mo, yO) = 0.

(ii) Ako su tocka (xg,yo) € D i realan broj \g takvi da trojka (xo, Yo, \o)
zadovoljava uvjet {d) i ako je

f"(z0) # 0,

pri cemu je f"(x) definirano formulom (B3), onda funkcija f u tocki
(z0,90) ima lokalni vezani ekstrem uz uvjet p(z,y) = 0 i to minimum
ako je f"(x¢) > 0, odnosno maksimum ako je f"(xg) < 0.
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Dokaz. Treéa jednakost u () je ocito nuzna po Definiciji BIdl Zbog
pretpostavke da je (p;(xo,yo) # 0 vrijede sva prethodna razmatranja pa
je pretpostavka da f u tocki (xg,yp) ima lokalni vezani ekstrem uz uvjet
o(x,y) = 0 ekvivalentna pretpostavci da funkcija f jedne varijable z ima
obican lokalni ekstrem u tocki zo. Zato je nuzno da bude f’ (xg) = 0, sto
zbog (BI)) daje jednakost

fa(xo,90) + fy(20,90)g (z0) = 0.
Ovu jednakost, uvazavajuéi formulu ([Adl), mozemo zapisati u obliku

fy(x0,90)

f:v(xo’yO) + <_ 90@(560,?/0)

) 2. (30, 0) = 0.

Ovo je upravo prva jednakost u () ako definiramo realan broj A\g s jed-
nakoséu
_ Jylzo,w0)

@, (x0,y0)’
koja je ocito ekvivalentna drugoj jednakosti u (). Time je prvi dio teorema
dokazan.

Ao =

Istinitost drugog dijela teorema slijedi neposredno primjenom dovoljnih
uvjeta za obi¢an ekstrem funkcije f jedne varijable x i uvazavanjem razma-
tranja koja su prethodila teoremu. H

Napomena 3.13 Jasno je da zbog ravnopravnosti varijabla x i y sve Sto
smo do sada rekli o problemu vezanog ekstrema vrijedi i ako zamijenimo
uloge varijabla. To zna¢i da smo umjesto od pretpostavke da je ¢y (z0,y0) #
0 u promatranoj tocki mogli krenuti od pretpostavke da je ¢/ (zo,v0) # 0.
Zbog simetrije po = i y nuzan uvjet () lokalnog vezanog ekstrema ostao bi
isti, dok bi se dovoljan uvjet iskazao pomocu vrijednosti f” (yo). Pri tome bi
f"(y) bilo definirano desnom stranom od (BJ) u kojoj je ¢’ (x) zamijenjeno sa
9 () = —py(x,y) /¢y (x,y), a faktor —f,(2,y)/¥,(x,y) zamijenjen faktorom
—fi(@,y)/ iz, y).

Problem vezanog ekstrema

{z = f(z,y) — min, max
p(z,y) =0

ponekad rjesavamo uvodenjem Lagrangeove funkcije (Lagrangeijana) L(zx,y, \)
triju nezavisnih varijabla z,y i A:

L(.%',y,)\) :f(x,y)—i-)\tp(x,y), (.’L',y) €D, AeR
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Parametar A zove se Lagrangeov multiplikator. Ocito je da se nuzan uvjet
(@) lokalnog vezanog ekstrema funkcije f(x,y) uz uvjet ¢(x,y) = 0 u tocki
(z0,y0) podudara s nuznim uvjetom obi¢nog ekstrema Lagrangeove funk-
cije L(x,y,\) u tocki (xg,y0,\o). Sto se tice dovoljnih uvjeta, nije tesko
neposrednim rac¢unom provjeriti da se vrijednost f”(zq) moze izraziti kao

1 0 ¢ (0, Y0) oy (0, Y0)
(0, 90) Ly (w0,90,X0)  Lizy (20, Y0, Ao)| -
@y (w0,90)  Ligy(x0,%0,Ao) Ly, (%o, Y0, Ao)

f(wo) = @), (0,%0)?

Naravno, s izmjenjenim ulogama varijabla x i y imali bi

1 0 @ (20, yo) @, (w0, Y0)
@ (w0,90) Ly, (70,90, M)  Liy, (%0, Y0, Ao)| -
@y (20,90) Ly (0,90, o) Ly, (70, Y0, Ao)

fHlwo) = (%0, 90)?

To nas navodi na slijedeé¢u jednostavniju formulaciju dovoljnih uvjeta:
neka trojka (g, yo, \o) zadovoljava uvjet () i neka je

0 @ (0, Y0) @, (w0, Y0)
A= (P;:(x()vyo) Lgx(any&)‘O) Lgy(x07y07)‘0) .
@y (T0:Y0) Ly (0, Y0, Ao) Ly, (%0, Y0, Ao)

Ako je A < 0 onda funkcija f u tocki (xg,y0) ima lokalni vezani minimum,
a ako je A > 0 onda f u tocki (zg,yo) ima lokalni vezani maksimum.

Ako trojka (zg, yo, \o) zadovoljava uvjet (), mozemo promatrati i samo
vrijednost

5 — [Eaw(@0, 50, 20) - Liy (0, Y0, M)

L3, (20,90, Ao) Ly (70,90, Ao)

Interesantno je da vrijedi slijedeée: ako je 6 > 01 L/, (zg,yo,\o) > 0, onda

je sigurno A < 0 pa funkcija f u tocki (zg,yo) ima lokalni vezani minimum,

a ako je 6 > 01 L (x0,y0,\0) < 0, onda je sigurno A > 0 pa f u tocki

(x0,y0) ima lokalni vezani maksimum. Medutim, ako je § < 0 ne mozemo
nista zakljuciti ve¢ moramo izracunati A.

Nalazenje vezanog ekstrema ilustrirat ¢emo s tri primjera.

Primjer 3.22 Neka je zadan problem vezanog ekstrema

Z = xy — min, max
2 +y2—-2=0

Pridruzena Lagrangeova funkcija je

L(xuyv)\) = xy—I—A(xQ +y2 - 2)7
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pa je nuzan uvjet ekstrema
L =y+2\x=0,
L; =x+2\y =0,
L'/\:x2+y2—2:0.

Iz prve dvije jednadzbe dobivamo

odakle slijedi

2 = y = tx.

y' ==
Uvrstavanje u tre¢u jednadzbu daje
2?4 ()2 -2=0 = 2z=+1.

Zaklju¢ujemo da postoje cetiri tocke koje zadovoljavaju nuzan uvjet:

1
Tl - (_171)7 )‘1 = 57
1
T2 == (17 _1)7 )‘2 == 57
1
T3:(_1)_1)5 )\3:_5)
1
T4:(1,1), )\4:——
2
Kako je
L', " 2\ 1 '
5:‘” zy| — =4)\? -1,
7 7/ Rl R\

uvrstavanjem odgovarajuce vrijednosti od A\ za sve Cetiri tocke dobivamo
6 = 0 pa ne mozemo donijeti zakljucak ve¢ moramo ra¢unati

0 ¢, ¢ 0 2z 2y
A=\, Ly, Li|=2x 2\ 1
/ " "
oy Lyy Ly, 2y 1 2

Uvrstavanjem odgovarajuc¢ih vrijednosti od x, y i A za pojedine tocke dobi-
vamo: u tockama 77 17T je A = —16 < 0, a u tockama 7517y je A =16 > 0,
Zaklju¢ujemo da funkcija z = zy ima u tockama 77 i T lokalni vezani mi-
nimum uz dani uvjet 22 4+ %2 — 2 = 0, a u tockamaTy i Ty lokalni vezani
maksimum (vidi Sliku BZ0).
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u, Vv, urv —
u, sqrt(-u**2+2), v . —
l, -Sqrt(-u**2+2), v

Slika 3.40: Vezani ekstremi

Primjer 3.23 Za problem vezanog ekstrema

2z = 22 + y?> — min, max
r+y—2=0
imamo Lagrangeovu funkciju
L(z,y,\) =2 + > + Az +y — 2).

Nuzan uvjet ekstrema glasi

L =2x+\=0,

/
L,=2y+XA=0,
N=x+y—2=0.

Iz prve dvije jednadzbe dobivamo
A=2r=-2y = y=u,
pa uvrstavanjem u treéu jednadzbu dobijamo

r+x—2=0 = x=1.

Zakljucujemo da postoji samo jedna tocka koja zadovoljava nuzan uvjet:

TO = (17 1)7 )\0 = -2
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Kako je

-l -
zy  Hyy

vidimo da u tocki Ty vrijedi L7 (1,1,—-2) =2 > 016 = 4 > 0. Dakle ne

moramo raéunati vrijednost A veé smijemo zakljuéiti da funkcija z = 22 +y?

u tocki Tp ima lokalni vezani minimum uz dani uvjet z +y — 2 = 0 (vidi

sliku B2T).

-4

U, V, UX*2+y**2 ——
u,-u+2,v+4 —

Slika 3.41: Lokalni vezani minimum

Primjer 3.24 Problemu vezanog ekstrema

{z = xy — min, max

y—x =20
pridruzena je Lagrangeova funkcija
L(z,y, A) = zy + Ay — ),
pa je nuzan uvjet ekstrema

L =y—X=0,
L;:$+)\:0,

\=y—z=0.
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Ocigledno je da su gornje jednadzbe zadovoljene u samo jednoj tocki
To = (0,0), Mo =0.

Takoder imamo

5 — ‘ng Lyl ‘o 1‘ _
- 1 " - -
Ly, Ly, 10
§to znac¢i da u tocki Ty vrijedi 6 = —1 < 0. Dakle ne mozemo donijeti

zakljuéak veé¢ moramo racunati vrijednost A. Za sve tocke imamo

0 ¥, ¢ 0 -1 1
A=|g, LI, LIl=|-1 0 1|=-2

/ 1 1

N 7/ 7/ N I T T

paje A = —2 < 0iutocki Ty. Zakljucujemo da funkcija z = zy ima u tocki
Tp lokalni vezani minimum uz dani uvjet y — x = 0 (vidi sliku BZ22).

Slika 3.42: Lokalni vezani minimum
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4.1 Definicija i osnovna svojstva

Visestruki integral (ili n-terostruki integral je integral funkcije n varijabli
koja je definirana na zatvorenom n-dimenzionalnom kvadru

K = [alvbl] X [alvbl] X X [G/Tubn] - an [aivbi] € Rv

a definira se sli¢no odredenom integralu funkcija f : [a,b] — R.
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Definicija 4.1 Neka je D; = {xo ,x(l ), .. ,ng)}, pri ¢emu je

ai=ay) <2l <ol <o <al) ) <ald) =,

jedan rastav segmenta [a;,b;] prema definiciji EZJl Neka D; oznacava skup
svih rastava segmenta [a;, b;]. Kartezijev produkt

D =D XDy Xx---x Dy, D; € Dy,

zove se rastav (dekompozicija) kvadra K. Skup svih rastava kvadra K oznacit
¢emo s D.

Neka je f : K — R omedena funkcija, to jest, neka postoje m, M € R
takvi da je

m < f(x1,x9,...,2,) < M, V(x1,x9,...,2,) € K.

Tada svakom rastavu D € D mozemo pridruziti gornju integralnu suma

k1 ko
(1 1 2 2 n n
Z Z Z 11,502,050 1) xgl)fl)(xz(g)_xz(g)fl) e ('/L.En)_xgn)fl)7
11=11i2=1 in=1

gdje je
k k
M, io....in =sup{f(z1,22,...,2,) 1 2} € [xgkll,xgk)]},

i donju integralnu suma

1 2
(1 1 2 2 n n
Z Z Z My jig,..., ZAn zl) xgl)fl)(xgg)_xgg)fl) e ('/L.En)_xgn)fl)7

i1=11i2=1 in=1
gdje je
k k
M, io....in =sup{f(z1,22,...,2y) s 2} € [xgkll,xgk)]}

Ako je
inf{g(f,D) : D € D} =sup{d(f,D): D e D} =1,

broj I je odredeni (visestruki, n-terostruki) integral funkcije f na kvadru K.
Kazemo da je funkcija f integrabilna na kvadru K i pisSemo

]:/f(:cl,xg.. n)dxry dxg - - d:cn—// /f Tiyeooy Xp)dzy - day,.
K

Definiciju ¢emu ilustrirati sljede¢im jednostavnim primjerom.
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Primjer 4.1 Izracunajmo dvostruki integral funkcije f(x,y) : [0,4]x[0,3] —
R definiranu formulom f(z,y) = 3 — z/4 — y/3. Radi se zapravo o di-
jelu ravnine z = 3 — /4 — y/3 koji se nalazi iznad kvadra (pravokutnika)
K =1[0,4] x[0,3]. Vrhovi tog dijela ravnine su tocke (0,0, 3), (4,0, 1), (0,3,2)
i (4,3,0). Funkcija je prikazan na slici X1l na kojoj se vidi i jedan rastav
kvadra K. Kvadar (pravokutnik) je u ovom slucaju rastavljen na 48 dijelova:
segment [0,4] je rastavljen na osam, a segment [0, 3] na Sest dijelova.

3-x/4-yI3 —

O P N W

Slika 4.1: Primjer viSestrukog integrala

Zadana funkcija na svakom dijelu [x;_1, z;] X [y;—1, yi] oito postize mak-
simum u prednjem lijevom uglu, a minimum u straznjem desnom uglu,

Ti—1 Yj—1
M; ; = max z,y) = f(wi—1,yj—1) =3 — - =,
97 et g | ) = S @1 95) 4 3
Ti Yy
m;; = max r,y) = f(zi,y;) =3 — — — =
ij (m’y)%_m}X[yi_hyi]f( y) = f(@i,y;) 13

Uz oznake Ax; = x; — x;—1 1 Ay; = y; — yj—1, donja suma je jednaka

d(f,D)=> > flziy)Awdy; => > ( - % - y—?j) Az;Ay;
7 J 7 J
i J i i J

3 4
=3-12 — szzA.Tz— gzy]AyJ
? J
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Prelaskom na limes kada Az; — 0 i Ay; — 0 i koriStenjem definicije
odredenog integrala iz poglavlja 21l imamo

4 3

4

supd(f,D):Alxi_n_{od(f,D):36—2/:cd:c—§/ydy:24.
Ay;—0 0 0

Slicno se pokaze da je
inf g(f,D) = lim g(f,D) =24
Ax;—0
Ay;—0

pa je zadana funkcija integrabilna na kvadru K i vrijedi
Ty B
//(3 1 3) dx dy = 24.
K

Ukoliko podrucje integracije nije kvadar, visestruki integral definiramo
na sljedeéi naéin.

Definicija 4.2 Neka je f: D — R, D C R" omedena funkcija i neka je D
sadrzano u nekom kvadru K (D ne mora biti kvadar). Funkciju g : K — R
definiramo kao proSirenje funkcije f:

)_{ flz1, ... xn), (x1,...,2,) € D,
- 0,

g($1,-~~axn (,CCl,,CCn)GK\D

Ako je funkcija g integrabilna na kvadru K, integral funkcije f na skupu D
definiramo kao

/f(xl,...,xn)dxl---dxn:/g(xl,...,xn)dxl---dxn.
D

K

Skup D je podrucje integracije.

Iz prethodnih definicija slijede osnovna svojstva viSestrukog integrala.
Za funkcije f i g koje su integrabilne na podruc¢ju D vrijedi:

V1. linearnost, odnosno

/(af—f—ﬂg)dxl"'dxn:a/fdﬁl?l"‘d.fl?n'f'ﬂ/gdCCl”’dena
D D

D

gdjesua, 8 €R,i
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V2. integriranje po dijelovima podrucja integracije, odnosno

/fdxl---dmn:/fdxl---dxn—i—/fdxl---dxn,
D D D

gdjejeD:DluDgiDlﬂDQ:Q.

4.2 Dvostruki integral

Dwvostruki integral racunamo uzastopnim racunanjem dva jednostruka in-
tegrala pomoéu Newton-Leibnitzove formule (vidi poglavlje EZ2). Opisat
¢emo postupak integriranja u slucajevima kada je podrucje integracije:

— pravokutno,
— omedeno dvjema neprekidnim funkcijama, i

— zadano u polarnim koordinatama.

Teorem 4.1 Neka je f: K — R neprekidna funkcija definirana na pravo-
kutniku K = [a,b] X [c, d]ﬂ Tada je

d b s 4
é/f(x,y)dxdyzc/(a/f(x,y)dx) dy:a/(c/f(x,y)dy> de.

Dokaz teorema se temelji na svojstvu da kod dvostrukih suma mozemo
zamijeniti poredak zbrajanja, odnosno

ii% :i <Zn:aij> :Zn: <Zn:aij> Zzn:iaij.

i=1 j=1 i=1 N j=1 j=1 Ni=1 j=1i=1

Detalje dokaza izostavljamo.
Primjer 4.2 Izracunajmo

I://xyzdxdy
K

'"Funkcija f je takoder omedena na zatvorenom skupu [a,b] X [¢, d] po svojstvu (ii) iz
poglavlja B3
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pri ¢emu je K = [a,b] X [¢,d]. Prema teoremu Bl vrijedi

b d b 3 1d b d3 3
I:/ /xy2dy dx:/ e L dx:/:c S
3 |, 3 3

c

_1 3 3x2b
3@ =5

Isti rezultat dobit ¢emo i pomocu integrala

d b
I:/(/nydm> dy.

Napomena 4.1 Iz primjera 22 vidimo da se prvo integrira po jednoj, a za-
tim po drugoj varijabli, pri ¢emu rezultat ne ovisi o redoslijedu integriranja.
Slicno vrijedi i kada podrucje integracije nije pravokutnik, kao i kod visih
dimenzija.

Napomena 4.2 Integral iz primjera je integral sa separiranim varija-
blama, odnosno moze se rastaviti na produkt dva jednostruka integrala, Sto
opcéenito nije slucaj:

b

d b d
/</xy2dy> dmz/xdm-/gﬂdy.

a C

Ako je podrucje integracije D zadano dvama neprekidnim funkcijama,

D={(z,y): a<z<b, g(x) <y <h(x)},

tada je .
b x

//f(w,y)dwdy=/< / f(x,y)dy> dx.
D a  g(x)

Primjer 4.3 Izracunajmo integral

Izé/(m—l—yz)dxdy,

pri ¢emu je D podruéje omedeno funkcijama y = 22 i y = 2*. Za odredivanje
granica integracije potrebno je skicirati podrucje D, sto je napravljeno na
slici
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X**2
14 X**4

-1 1

Slika 4.2: Podrucje integracije dvostrukog integrala

Vidimo da je

No, prema napomeni BTl i svojstvu V2, integral mozemo rijesiti i integri-
rajuci prvo po varijabli z. Podru¢je D rastavljamo na uniju dva disjunktna
podrucja D i Ds, gdje je

Dlz{(xay)OSygla _%ng_\/g})
Dy={(z,y): 0<y <1, Vy<z <y},

pa je
1 —9 LW 4
I:/(/(x+y2)dx>dy+/</(x+y2)dx>dy:m:9_l.
0 -y 0 7
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4.2.1 Volumen i povrsina

Dvostruki integral koristimo za racunanje volumena (obujma) i povrsine.
Neka je podintegralna funkcija f : D — R, D C R2?, neprekidna (tada
je 1 omedena) i nenegativna, i neka je podruc¢je D omedeno s po dijelovima
glatkom jednostavnom zatvorenom krivuljoml. Tada je vrijednost pripadnog
dvostrukog integrala jednaka Volumenu tijela €2 koje je omedeno bazom D u
xy-ravnini i plohom z = f(z,

/ f:cydxdy—//

Izraz dP = dx dy oznacava element povrsine, odnosno povrsinu pravokutnika
sa stranicama dx i dy.

Ako je z = f(x,y) = 1, tada dvostruki integral daje povrsinu podrucja
D (volumen tijela s bazom D visine 1 jednak je povrsini baze):

P(D)=V(Q) = // dP.

Primjer 4.4 Izracunajmo obujam tijela omedenog ravninama
2207 y==ux, y:?)x’ y:2_x7 y:4_x7

i plohom z = 22442, Zadana ploha je kruzni paraboloid s vrhom u ishodistu
(vidi poglavlje BZTl). Podrucje integracije D odredeno je s Cetiri zadnje
ravnine i prikazano je na slici

Rastavljajuéi podrucje integracije na dva dijela imamo

4—z

1 2
//x + 3 dyda:—i—//(x + 9?) dy dz.
1

1/22—x x

Alternativno, rastavljajuéi podrucje integracije na tri dijela i integrirajuci
prvo po varijabli  imamo

3/2
V:/
1

Rijesite primjer do kraja na oba nacina.

41—y

y 3
/ z? 492 d:cdy+//:c + 5 dxdy—f—/ (2% + %) dz dy.
Y 2

2— 3/2y/3 y/3

2Krivulja je glatka, §to znaci da se sastoji od konaéno glatkih dijelova; krivulja je
jednostavna, $to znaci da ne presijeca samu sebe; i krivulja je zatvorena, Sto znaci da
pocima i zavrSava u istoj tocki.
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y
D

y=3X

PN N i s i Y

32 b -

LS |
| ! y=2-X | y=4-x
12 1 2 4 X

Slika 4.3: Podrucje integracije za racunanje volumena

Nadalje, volumen tijela 2 omedenog plohama z = f(z,y) i z = g(x,y),
pri cemu je

f,9:D —R, 9(z,y) < f(z,y) V(z,y) €D,

a D C R? je podruéje omedeno po dijelovima glatkom jednostavnom zatvo-
renom krivuljom, se racuna po formuli

V(Q) = / / (F(2,y) — g(z,y)) de dy. (4.1)
D

Ovo je prirodno poopéenje formule za ra¢unanje povrsine ravninskih likova
pomocu jednostrukog integrala iz poglavlja 2611

4.2.2 Polarne koordinate

Neka je podrugje D C R? zadano u polarnom koordinatnom sustavu kao

D={(r,0) : p1 <<, ri(p) <1 <rp)},

gdje sury, ro : [¢1,p2] — R neprekidne funkcije. Tada koristimo supstituciju
(usporedi s poglavljem E6.1])

T =TCcosyp, y = rsinp. (4.2)

Element povrsine prikazan je na slici L1



178 VISESTRUKI INTEGRALI

1,(0)

Slika 4.4: Element povrsine u polarnim koordinatama I1

Formula za povrsinu kruznog isjecka daje

1 1 1
AP = 3 (r+dr)* dp — 5 1% dp = 5 (r* + (dr)? 4 2r dr — ") dg

1
=rdrdp— 5 (dr)* dy
~rdrde,

pri cemu izraz %(dr)2 dy mozemo zanemariti jer tezi k nuli brze od izraza
rdr de. Prema tome, vrijedi

w2 T2(p)
//f(:c,y)dxdy:/ / f(rcosp,rsing)rdrde.
D #1r1(p)

Uoc¢imo da se u polarnim koordinatama uvijek integrira prvo po r pa
onda po . Opcée pravilo zamjene varijabli u viSestrukom integralu dano je
u poglavlju EE4

Primjer 4.5 Izracunajmo integral

//\/l—xQ—dexdy,
D

gdje je D polukrug u prvom kvadrantu omeden kruznicom (z — 1/2)% +
y> = 1/4 i osi x (slika EH). Radi se o volumenu tijela §to ga iz polukugle
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z = /1 — 22 — y? izreze cilindar s bazom D (usporedi sa slicnim tijelom iz
poglavlja BZZT).

1/2 1

Slika 4.5: Polukrug u prvom kvadrantu

Da bi mogli podruéje D opisati u polarnim koordinatama, potrebno je
naéi odgovarajucéu jednadzbu zadane kruznice. UvrStavanje supstitucije (E2)
u jednadzbu kruznice daje

1\ , 1
<7“cos<p— 3 + (rsing)?® = T

odnosno

1 1
rzcoszap—rcosap—i—z—i—rQsinQap: 1

Vrijedi 7 (r — cos ¢) = 0 pa jednadzba zadane kruznice u polarnim koordina-
tama glasi

T = COS (.
Dakle, podruc¢je D (polukruznica) opisano je s

D={(r,¢) : p€0,7/2], r € [0,cos p]}
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pa je
/2 cos @

5 1—r?=t r |0 cosp
1= V1—=rirdrde =

—2rdr=dt t|1]|sinp

0 0
sin?
. m/2sin” ¢ 1 /2 32 sin? ¢ .
=—— Vidtdp=—= [ t dp = {sinp > 0}
’ 0 1 ’ 0 !
w/2 /2
1 [, 1 ™% .
:_g (Sln ¢_1)d@: ggp —g (1_COS (p)Slnﬁpdtp
0
0 0
1 ) 2
T T
{cosp = u} 6+3/( u®) du -
1

4.2.3 Nepravi integral

Nepravi integrali funkcija vise varijabli definiraju se pomocu limesa, sli¢no
kao i nepravi integral funkcije jedne varijable (vidi poglavlje ZZH). Pri tome
nastupaju razni fenomeni i problemi sli¢ni fenomenima kod proucavanja li-
mesa funkcija vise varijabli (vidi poglavljeB2), koje ne¢emo detaljno izucavati.
Navest ¢emo samo sljede¢i zanimljiv primjer.

Izracunajmo
oo

I = /er dzx.

—0o0
Geometrijski se radi o povrsini izmedu krivulje y = e~ i z-osi (vidi sliku
E). Ovaj integral se koristi u teoriji vjerojatnosti. Naime, zadana podinte-
gralna funkcija je vrlo slicna funkciji

1 _(e=w)?
(& 202

p(z) =

)
oV 2

§to je takozvana funkcija gustoée vjerojatnosti normalne razdiobe (ili Ga-
ussove razdiobe) s ocekivanjem p i standardnom devijacijom o i

Parnost podintegralne funkcije i prelazak na limes daju

oo s
a2 . 22 .
I=2 e de=21lim [ e " dex=2 lim I,.
T—00 T—00
0 0
3Vige informacija o ovim pojmovima mozete nadi na adresi

http://www.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution.
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exp(-x**2) —

Slika 4.6: Funkcija y = e~

Ako lim I, postoji, tada je

2
@m@:ﬂmﬁ,

r—00 r—00
pa je
I=2./lim I2.

r—00
Vrijedi

T T

’=1-1 = /e_g[”2 dx - /e_y2 dy = //e—(ﬂ»‘2+y2) dz dy
0 0 00
= // e*(x2+y2)dxdy.
D

Podrugje integracije D je, dakle, kvadrat s stranicom 7 u prvom kvadrantu.
Neka je K, ¢etvrtina kruga u prvom kvadrantu upisana kvadratu D i neka
je K s5, cetvrtina kruga u prvom kvadrantu opisana kvadratu D (vidi sliku

Kako je e=("**%") > 01 K, € D C K 45, vrijedi

// e~ @) dudy < I, < // e~ @) da dy. (4.3)
K, K5,
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qurt(Z)r

Slika 4.7: Kvadrat s upisanom i opisanom ¢etvrtinom kruga

U polarnim koordinatama vrijedi

7'('/2 g

// e_(x2+y2)dxdy: //e_tQtdtdgp.
00

Ky

Uz supstituciju t? = u vrijedi

/etgtdt = 1/e“du: 1
2 2
// e @) drdy = = —le_t2 I (—e_TQ + 1)
V=22 .1 '
Ky

// e~ @) gy dy — %
Ky

kada t — oo. Sli¢no vrijedi

// e~ ) dy dy = g (—e_2r2 + 1) — g

Kz,

|

m‘
IS

|

| =

o

L
[

pa je

Dakle,

kada t — oco. Relacija [3)) i Teorem o uklijestenoj funkeiji [M1, teorem
4.4] povlace

lim 12 ="
r—00 4

I=vm

pa je konacno
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4.3 Trostruki integral

Trostruki integral neprekidne funkcije f : D — R, D C R3, ra¢unamo
slicno kao i dvostruki integral. Ako je podrucje integracije kvadar,

= [CL, b] X [C’ d] X [e,g],

tada je

b _od g
/D/ f(x,y,z)dxdydz:a/[/(!f(x,y,z)dz) dy} dz,

pri ¢emu je dV = dxdydz element volumena. Kao i u slucaju dvostrukog
integrala, moguéi su i drugi redoslijedi integriranja.

Ako je podrucje D odredeno relacijama
a<zx<b,
hi(z) <y < ha(z),
g1(z,y) <y < ga2(,y),
tada je
b ha(z) ga(zy)
o] roos)ofe
D a  hi(z) gi(z,y)
Tipi¢ne primjene trostrukog integrala su sljedece:
— ako je f(z,y,z) gustoca tijela koje zaprema podrucje D u tocki T =

(x,y,2), tada je trostruki integral fffD f(z,y,2)dV jednak masi tog
tijela;

— ako je f(z,y,z) = 1, tada trostruki integral daje volumen podruéja

)

b hQ(x gz(:v,y

///dv || | ewe

a hi(z) g1(z,y)

Primjer 4.6 Odredimo volumen tijela omedenog plohama z = 2 + y?
z = y/x2 + y2. Rad se o volumenu podrucja izmedu paraboloida i stosca ¢iji
je presjek s ravninom y = 0 prikazan na slici

4Integriranje ove formule po varijabli z daje formulu EZI
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abs(x) —
X**z —

Slika 4.8: Projekcija presjeka paraboloida i stoSca na zz-ravninu

Za postavljanje integrala trebamo opisati podru¢je D. Nadimo presjek
zadanbih ploha: izjednacavanje z = z daje jednadzbu

2’ +y° = 2?4y

koja ima rjeSenja x = y = 01 /22 + 42 = 1 odnosno z? + y*> = 1. Dakle,
prvo rjesenje je ishodiste gdje se dvije zadane plohe o¢ito sijeku, a iz drugog
rjeSenja vidimo da se plohe jos sijeku u jedini¢noj srediSnjoj kruznici za
z = 1. Stoga je zadani volumen jednak

Vi—zZ Vz?+y?

1
V= / / dz dy dx.
-1

—V1—2? z2+y?
Primjer ¢emo rijesiti do kraja u slijede¢em poglavlju koristeéi cilindric¢ne

koordinate.

4.3.1 Cilindri¢éne i sferne koordinate

Clilindricni koordinatni sustav odnosno cilindricne koordinate zadane su
transformacijama:

T = TCOoS,
Yy = rsing,

z =2z,
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pri ¢emu je r > 01 ¢ € [0,27] ili ¢ € [—m,w]. Dakle, element volumena
jednak je umnosku povrsine baze i visine, s time Sto se povrsina baze racuna
u polarnim koordinatama (vidi sliku EE9)

dV =rdrdedz

/D//f(x,y,z)dV:/D//f(rcosgo,rsingp,z)rdrdgodz,

pa je

z+dz ~

Slika 4.9: Element volumena u cilindri¢cnim koordinatama

Primjer 4.7 Volumen iz primjera .8l je lako izra¢unati prelaskom na cilin-
dri¢ne koordinate. Vrijedi

2r 1 r 1
V:///dzrdrdgazap‘?)ﬂ-/(z‘zg)rdr
0 0 r2 0

1
1
:277/(7“2—r3)d7‘:67r.
0

Sferne koordinate ili prostorne polarne koordinate zadane su transforma-
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cijama
x = rsinf cos p,
y = rsinfsin @,
z =1rcosf,

pri ¢emu je r > 0, a obi¢no se odabire 6 € [0,7] i ¢ € [—m,7]. Uz oznaku
p = rsin f mozemo pisati

T = pcosp,
y = psing,
z=1rcosf.

Sferne koordinate prikazane su na slici EET0L

Slika 4.10: Sferne koordinate

Zadatak 4.1 Prethodne formule sluze za prebacivanje iz sfernih u Karte-
zijeve koordinate, (r,0,¢) — (z,y,2). Izvedite formule za prebacivanje iz
Kartezijevih u sferne koordinate, (x,y,z) — (1,0, ¢).

Primjer 4.8 Primjer jedne verzije sfernog koordinatnog sustava koji je ¢esto
u upotrebi su zemljopisne karte. Udaljenost r se prikazuje kao nadmorska
visina, kut ¢ je zemljopisna duzina koja se mjeri isto¢no i zapadno od Gre-
enwicha, §to odgovara odabiru ¢ € [—7, 7], a kut 0 je zemljopisna Sirina koja
se mjeri sjeverno i juzno od ekvatora, sto odgovara odabiru 6 € [—m /2, 7/2].
Odabir 0 € [0, 7] je matematicki povoljniji (vidi kasnije), jer je tada siné > 0.
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Za racunanje trostrukog integrala u sfernom koordinatnom sustavu po-
trebno je izracunati element volumena dV. Iz slike EETT] vidimo da je

dV =~ abdr,
pri ¢emu je
a=rsinfdy, b=rdo.
Dakle,

dV =~ r%sin 0 df dr de.

Tocan izraz za dV sadrzi jos i druge ¢lanove, no oni teze k nuli brze nego
glavni izraz pa ih izostavljamoﬁ. Dakle, u sfernim koordinatama vrijedi

///f(x,y,z)dV:///f(rsin@cos@,rsin@sinap,rcos@)TQSiné?derdga.
D D

Slika 4.11: Element volumena u sfernim koordinatama

5Usporedi sa izvodom elementa povrsine dP u polarnim koordinatama iz poglavlja
4 2.2
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Primjer 4.9 Volumen kugle K radijusa R jednak je

T m™ R
V:///l-dV:///r%in@drd&dgp
K 0

—m 0
. i i T s T3 R
:/dgp-/sinﬁdﬁ-/rzdrzap - (—cosh)| - —
-7 0 0 o 0 0
4
:§R37T.

4.4 Zamjena varijabli

U prethodnom poglavljima izveli smo dvije zamjene varijabli: iz Karte-
zijevih u cilindri¢ne i iz Kartezijevih u sferne koordinate. No, problem za-
mjene varijabli u viSestrukom integralu je opéeniti problem koji ima opcéenito
rjeenje. Za trostruki integral (n = 3) postupak je dan sljede¢im teoremom
kojeg navodimo bez dokaza.

Teorem 4.2 Neka je zadan integral

- [[[ f@yzdwayas, pcwe
D

i neka je funkcija f neprekidna i integrabilna na skupu D. neka je D' C R3
i neka su a, 3,y : D' — R diferencijabilne funkcije za koje je preslikavanje
p: D' — D definirano s

p(u, v, w) = (a(u’ v, ’LU), ﬂ(u’ v, ’LU), 7(”7 v, w))

bijekcija. Ako je Jakobijan (Jacobijeva matrica)

b O o
ou v Ow

J(u, v, w) = g—i g—f g—g #0, Y(u,v,w)e D,
O Oy Oy
ou OJv Ow

tada je

/// f(zyy,2)dedydz = /// Fla(u,v,w), Bu, v,w),v(u,v,w))|J| dudv dw.
D Le
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U prethodnom teoremu varijable x, y i z mogu biti varijable u bilo kojem
koordinatnom sustavu (ne nuzno Kartezijevom). Zamjena varijabli se na
analogan nacin definira i za ostale dimenzije (n =2, n =4, n=25, ...).

Primjer 4.10 Kod prelaza iz Kartezijevog u sferni koordinatni sustav mozemo
uzeti

u=r, a(r,0,p) = rsind cos ¢,
v=20, B(r,0, ) = rsinfsin g,
w =, v(r,0,¢) = rcosb.

Nadalje, ako je D = R3 tada je D' = [0,00] x [0, 7] x [—m,7]. Iz definicije
sfernih koordinata slijedi da je preslikavanje

p:D'—= D, p(rb,¢) = (zy2),

bijekcija. Funkcije «, B i 7 su diferencijabilne, a Jakobijan glasi

oo 9o da

or 00 Oy

in 6 cos 7 cos 6 cos —rsin # sin
b o b sSin ¥ ¥ ¥
J = —ﬁ —ﬁ —ﬁ = |sinfsing rcosfsing —rsinfcosp| =r?siné.
ar 00 0Oy .
cos 0 —rsinf 0
Oy Oy Oy
ar 00 0Oy

Konacno, zbog 6 € [0, 7] je sinf > 0 pa je

|J| = |[r?sin ] = r?sin 6.
Zadatak 4.2 Izvedite Jakobijan za cilindri¢ne koordinate.

Primjer 4.11 Zan = 2 teorem L2 vrijedi tako $to jednostavno zanemarimo
tre¢u varijablu pa Jakobijan postaje determinanta drugog reda. Na primjer,
za prelaz iz Kartezijevih u polarne koordinate vrijedi

x =rcosp = ar,p),

y =rsing = [(r, ¢).

Stoga je
da da
J— or Oy __|cosyp  —rsing|
N 98 98 ~|sing rcose |
or Oy

pa je, zbog r > 0,1 |J| = 7.
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4.5 Momenti 1 tezista

U ovom poglavlju poopéit ¢emo razmatranja iz poglavlja 267 na dvodi-
menzionalni i trodimenzionalni slucaj.

Promotrimo ravnu ploéu P gustocée p(z,y) koja zauzima podrucje D C
R2. Plo¢u é¢emo podijeliti na male pravokutnike P;; povrsine AP = AzAy.
Oznacimo li srediste pravokutnika Pj; s (Z;,7;), masa m;; doti¢nog pravo-
kutnika je priblizno jednaka

dok su momenti oko osi x-osi i y-osi priblizno jednaki
[Mylij = mij iz = [p(Zi, J) AP Yij,
[My]ij = mij Zij = [p(Zi, §j) AP] 24

Sumirajuéi po svim i i j i prelaskom na limes kada AP — 0, slijedi

e g T [[ne
MIZAIIIDIEO zz]—//ypxy
M, = 1li

1= g = [ e

pri cemu su m, M, i M, redom masa ploce P, moment ploce P oko x-osi i
moment ploce P oko y-osi.
Koordinate tezista ploce P su, kao i u poglavlju EE67 jednake
M, M,

r=—, y=—".
m m

Primjer 4.12 Odredimo teziste polukruzne ploce ¢ija je gustoca jednaka
udaljenosti od sredista kruga: ako srediste kruga smjestimo u ishodiste, tada
jednadzba kruga glasi o2 + y? = a? (vidi sliku EEI2)) pa je gustoéa ploce u
tocki (z,y) dana formulom

p(z,y) = Va2 +y2

Prelaskom na polarne koordinate imamo

™ a 1
m://P(xay)dp://\/x2+y2dP://r-rdrd<p:§7ra3
D D 00
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Slika 4.12: Polukruzna ploca

Nadalje, kako su i ploca i funkcija gustoce simetricne s obzirom na y-os,
teziSte se nalazi na y-osi, odnosno vrijedi £ = 0, dok je

y=— //ypxy 3//rsm<prrd7“d<p——
m Ta

Dakle, teziste se nalazi u tocki T' = (0,3 a/(27)).

Zadatak 4.3 Nadite teziste trokutaste ploce s vrhovima (0,0), (2,0) i (0,1)
i funkcijom gustoée p(z,y) =1+ 2z + y.

Moment inercije ili moment drugog reda ¢estice mase m oko x-osi defini-
ramo kao m d>, pri ¢emu je d udaljenost Gestice od osi. Kao i u prethodnom
izlaganju plo¢u podijelimo na male pravokutnike, zbrojimo momente inercije
oko x-osi svih pravokutnika te predemo na limes kada povrsine pravokutnika
teze u nulu. na taj nac¢in smo dobili moment inercije ploce P oko x-osi:

I, = é/yzp(m,y) P

Slicno dobijemo i izraz za moment moment inercije ploce P oko xz-osi:

e [ e ir
D

Moment inercije ploce P oko ishodista definiramo kao

I, - é @+ (e ap.

Primijetimo da je I, = I, + I,.
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Primjer 4.13 Nadimo momente inercije homogenog diska gustoce p, ra-
dijusa a s centrom u ishodistu. Rub podrucja integracije D je kruznica
22 +y? = a®. U polarnim koordinatama vrijedi

27 a
1
IO://(x2+y2)de:p//r27“drdg0: §7rpa4.
D 0 0

Zbog simetrije problema je I, = I, iz cega slijedi

1 1
Ly=1Iy=5l,= anaﬁl.

Uoc¢imo da je masa diska jednaka

m = pma’

pa stoga mozemo pisati
1, = 3 ma®.

Dakle, ako pove¢amo radijus ili masu diska, poveéat ¢e se i moment inercije.
Sto je moment inercije veéi, to je teze pokretanje i zaustavljanje rotacije
diska oko osovine.

Promotrimo sada trodimenzionalni slucaj tijela 2 gustoée p(z,y,z) za-
uzima podruéje D C R3. Sliénim razmatranjem kao i do sada, masa tijela €

jednaka je
e [
D

pri ¢emu je dV element volumena (vidi poglavlje E3)). Momenti oko koordi-
natnih ravnina su redom

Myzz///:vp(w,y,Z)dV,
D

szz///yp(w,y,Z)dV,
D

Mmy:///zp(x,y,z)dv.
D

Teziste se nalazi u tucki T' = (2,7, z), gdje je
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Momenti inercije oko koordinatnih osiju su

Lf=/[/@2+25p@4h@dﬁ
D

= [[[ @+ ) v,
D

bz=/[/@2+y%p@4h@dV
D

Primjer 4.14 Nadimo teziste tijela homogene gustoée p koje je omedeno
plohom z = 1—4/1—(z—1)? i ravninama z = 0, y = 0, y =11 2z = 0.
Tijelo, koje ima oblik idealne naprave za blokadu kotaca, i njegova projekcija
na xz-ravninu prikazani su na slikama EET3l(a) i EI3(b), redom.

Slika 4.13: Blokada kotaca i projekcija na zz-ravninu

Tijelo zaprema podrucje

D={(z,y,2) CR®:0<2<1,0<y<1,0<2<1—+1-(xz—1)2}
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Masa tijela jednaka je

1—/1—(z—1)2

11 ;L
m:///pdV:p// / dzdydr = py /z
D 00 0 %%

1
:p/(l— 1—(z—1)2)de=p (1—%) ~ 0.215 p.
0
Prethodni integral se moze rijesiti supstitucijom x — 1 = sint, no do rjeSenja
mozemo dodi i jednostavnije: u ovom slucaju tijelo ima homogenu gustoéu
pa je masa jednaka umnosku gustoée i volumena. Volumen V je jednak
umnosku povrsine baze, koja je prikazana na slici EI3|(b), i visine koja je
jednaka 1. Povrsina baze P jednaka je razlici povrsine jedini¢nog kvadrata i
¢etvrtine povrsine jediniénog kruga. Dakle V=P -1=1—x/4.

Vrijedi
1! h
szz///pde=p§y2 /
0
D 0

1 (1_5)
— 37 1

pajey = M,,/m =1/2. To je i logi¢no jer tijelo ima homogenu gustocu, a
simetriéno je s obzirom na pravac y = 1/2. Nadalje,

122
My = ///pde Py /5
0

1
r—1=sint x| 0 1
— /1 -1 dr =
p/ (e ~1)?)" da { dr =costdt t |57 QW}
0

1(:)31
dx

1(2:1
dx

1—/1—(z—1)2
dx

0

l\DlH

1 10 — 37

:§p/(1—cost) dt =p B

™

[SI[oY

pa je

M, 10-3r
_ Moy _ ~ 0.223.
T T 3u-nm

Zbog simetrije zakljucujemo da mora vrijediti * = z paﬁ se teziste tijela
nalazi u tocki

_(10=37 1 1037
3(4—m) 2 3(4—m)

5Uvjerite se u ovu tvrdnju tako §to éete izracunati moment M, ..
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Zadatak 4.4 Nadite teziste tijela homogene gustocée koje je omedeno para-
bolickim cilindrom y? = z i ravninama z =1, 2 =01i 2z = .

4.6 Integrali ovisni o parametru

U ovom poglavlju opisat ¢emo postupke deriviranja i integriranja inte-
grala ovisnih o parametru, kao i primjene tih postupaka na rjesavanje nekih
odredenih integrala. Takoder ¢emo obraditi gama i beta funkcije.

Promotrimo integral

I(a) = /bf(x,a) dx

u kojem integrand f(z, ) ovisi o parametru «, pri ¢emu i granice integracije
takoder mogu biti funkcije od a. Kada se a mijenja, vrijednost odredenog
integrala se takoder mijenja pa je zadani integral funkcija od «. Kao i kod
svih funkcije jedne varijable (vidi [M1, §5], racunanje derivacija je od izuzetne
vaznosti.

Teorem 4.3 Neka su funkcija f(x, ) i njena parcijalna derivacija f(x, «)
neprekidne za skupu

A={(z,a) : a<z<b, c<a<d}
Tada za svaki o € (¢, d) vrijedi Leibnitzova formula

b

') = /bf(x,a)dx | :/f(’l(x,a)dx.

a a

Dokaz. Prema definiciji derivacije [M1, (5.1)] je
I(z,a+ Aa) — I(z, )

I = 1i
(@) Aao Ao
] b b
:AhmoA—a /f(x,a—i—Aa)dx—/f(x,a)dm

b
— lim /f(ZC,Oé-f—ACM)—f(IE,OZ) dr.
Aa—0 Ao
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Lagrangeov teorem srednje vrijednosti [M1, teorem 5.9 i dalje]

I'(a) lim /f (z,a + 9Aa) dx

Aa—0

za neki 0 < ¢ < 1 pa prelazak na limes daje tvrdnju teorema. B

U slucaju kada su i granice integracije funkcije parametra, imamo sljedeéi
rezultat:

Teorem 4.4 Neka su, uz uvjete teroema [, funkcije (o) i (a) nepre-
kidne i derivabilne na intervalu (c,d) i neka je a < p(a) < ¥(a) < b za svaki
€ (¢,d). Neka je

Y(a)
I(a) = / fz,a)dx.
o(a)
Tada za svaki o € (e, d) vrijedi
P(a)
re)= [ fafe.a)de+ 0ie).) 5~ flela).) 5E.
w(a)

Dokaz. Interpretiramo li zadani integral kao

I(a) = I(a, p(a),¥(a)),
pravilo za deriviranje kompozicije funkcija (teorem BH) daje
dl ol 0l d ol d
I'a)= —=—+ — SOJF——Q’Z).
da  Oa Oy da 0V do
Prema teoremu B33 je

Y(a)
— = / fi(z,a)dz
w(a)
Neka je F(z,«) primitivna funkcija funkcije f(x,«) za neki «, odnosno
Fl(z,a) = f(z,«). Tada je
w(oo]
w(a)

aw aw/f“‘ w

@(a
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Slicno se pokaze da je
o1
I

pa tvrdnja teorema slijedi iz Cetiri prethodne relacije. ®

= —f(p(a),q)

Prethodni teoremi koriste se za rjesavanje nekih diferencijalnih jednadzbi,
racunanje Fourierovih koeficijenata i nalazenje nekih odredenih integrala.

Primjer 4.15 Izrac¢unajmo integral
1
/:Cm (Inz)"dx, m,n €N,
0

Vrijedi

1
m
dx = .
/.’IJ X 1
0

Funkcije f(z,m) = 2™ i f] (z,m) = 2™ Inx su neprekidne za 0 < z < 1 i
m > 0 pa teorem daje

1

1
d m m 1
0 0

Nakon joSe jednog deriviranja imamo

1
|
/wmlnx :L
(m+1)3
0

iz ¢ega zakljucujemo da n deriviranja po varijabli m daje

n!

= (V" e

Primjer 4.16 Izrac¢unajmo integral

o0
. sin Az
dzx.
0
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Koriste¢i teorem EE3 1 tehniku integriranja iz primjera [[H d) imamo

> k

ol _ 7)6’” cos Ax dx = e (Asin Ax — k cos \x = 5
d\ - - k;Q 0 N k2 + A2
0

)\2

Dakle, vrijedi

k A
I(k’)\):/k2+)\2 d\ = arctg%—i-C.

Iz 0 = 1(0,0) = arctg 0 + C' = C slijedi C' =0 pa je
I(k,\) :arctg%.

Ovaj rezultat ujedno daje i vrijednost Dirichletovog integrala:

oo I za A <0,
sin Ax A 2

dr = hm arctg — r = 0 zaA=0,

0 o g za A > 0.

Zadatak 4.5 Izracunajte sljedece integrale:

OO —T — QT
a) I(la) = / € "° i (rjesenje: I(a) = Ina),
T
0
oo
1
0
o @n-DN
(rjesenje: I(a) = Gl 2an va )
7 2
c) I(a) = /e_g[’z_z_2 dr, (rjeSenje: I(a) = g e %),
0
[ In
(1 1
/ 1 jjx x, (rjeSenje: I(ar) = 5 arctg a - In(1 4 a?)).
0

Primjer 4.17 Gama funkcija ili Fulerov integral druge vrste je integral

(slika ECTE))
o0
= /:cal e Tdx.
0
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=
[S)
—t—

Slika 4.14: Gama funkcija

Za o = 1 vrijedi (vidi poglavlje EZH):

o0

r(1) = /ex do = 1.

0

Za o« > 1 parcijalna integracija daje

oo
= /xo‘l e Vdr =" le®
0

iz cega slijedi

0o o0
+(a—1) /xO‘Q e vdx
0
0

IMNa)=(a—1)T(a—-1).
Stoga za a = n € N vrijedi

T(n)=(n-1)-(n—2)--3-2-T(1) = (n— 1)!

Beta funkcija ili FEulerov integral prve vrste je integral

1
/x 1—x61dx a, > 0.
0

Beta funkcija je simetricna s obzirom na svoje parametre, odnosno vrijedi
B(a, ) = B(f3, ). Bez dokaza navodimo dvije veze izmedu gama funkcije i
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beta funkcije:

_T()T(B)
PO Taw s
T()T(1—a)=Bal-a)=—— 0<a<l.

Tako je, na primjer,

pa je I'(1/2) = /7.
Gama funkcija i beta funkcija se javljaju u brojnim aplikacijama i po
vaznosti su odmah iza elementarnih funkcija.

4.7 Varijacioni racun

U ovom poglavlju objasnit ¢emo osnove varijacionog rac¢una (ili racuna
varijacija), metode koja sluzi za modeliranje i rjeSavanje vaznih matematickih,
fizikalnih i inzenjerskih problema.

Problemi varijacionog racuna svode se na diferencijalne jednadzbe. Za
bolje razumijevanje izlaganja u ovom poglavlju potrebno je poznavati neke
tehnike za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi iz glave [l no gradivo je izlozeno
na nacin da je ta potreba svedena na minimum.

Izrazom
b
I6) = [ Fayy/)da.
a

gdje je y = y(z) neka neprekidno derivabilna funkcija i a,b € R, defini-
rana je funkcija I funkcije y(z) koja svakoj neprekidno derivabilnoj funkciji
pridruzuje vrijednost integrala I. Funkcija (integral) I se zove funkcional.

Primjer 4.18 Promotrimo funkcional

Za y=x je
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za y =222 je
1

23 !
I:/(2x2+x-4x)d:c:6— =2,

3 0

0
azay = e’ je (vidi primjer [CBh) )
! 1
I:/(ezﬂ—xem)da@:(e“”—i—:ce””—em) — e.
0
0

Zadatak je naéi neprekidno derivabilnu funkciju y za koju funkcional
I(y) dostize ekstremnu vrijednost (ako takva funkcija postoji). Moguce je
zahtijevati da funkcija y zadovoljava i jedan ili oba rubna uvjeta:

yla) = A, y(b) = B, A, B eR.

Primjer 4.19 Problem najkraéeg puta glasi: naéi najkraéi put izmedu tocaka
A = (x0,y0) 1 B = (x1,y1) (vidi sliku EETH). Prema poglavlju duljina
puta od tocke A do tocke B je

b
S:/\/1+y’2da@

pa je rjeSenje zadatka krivulja y = y(x) koja minimizira funkcional

b
1) = [ViTyP s,

a vrijednost funkcionala za tu krivulju daje duljinu najkraceg puta.

Primjer 4.20 Problem najkraceg vremena glasi: odredite krivulju po ko-
joj ¢e teska materijalna tocka ispuStena iz ishodista klizué¢i se bez trenja
najbrze sti¢i u tocku A = (a,b) (vidi sliku ELT6l). Takva krivulja zove se
brahistohrona

Neka su (z(t), y(t)) koordinate materijalne tocke u trenutku ¢. Neka je s
prijedeni put, v brzina i m masa materijalne tocke. Konstantnu gravitacije
oznacit ¢emo s g. Prema zakonu o ocuvanju energije vrijedi

- _ =0,
va mgx

"Na grékom jeziku brahistos znaci najkraéi, a hronos znaéi vrijeme. Problem je 1696.
godine postavio Johann Bernoulli, a rijesio ga je iste godine Isaac Newton
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X0 X1 X

Slika 4.15: Problem najkraceg puta

Slika 4.16: Problem brahistohrone

odnosno,
v=\/2gz.
S druge strane je v = ds/ dt pa nakon uvrstavanja i sredivanja imamo
ds
29z

Prema poglavlju element duljine luka jednak je ds = \/1 + 92 dx pa je

dt =

:

1+y/2
2gx

dt = dz.

Integral daje ukupno vrijeme spustanja:

1 i 1 2
t=1t(y) = 5 /\/ Ty dz.
g x
0

g
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Dakle, brahistrona je krivulja koja minimizira funkcional ¢.

4.7.1 Nuzni i dovoljni uvjeti ekstrema

Pretpostavimo da je krivulja yo = yo(z) ekstrem funkcionala I(y) =
fab F(z,y,y')dz, pri ¢emu je F(x,y,y’) neprekidna dva puta derivabilna
funkcija svojih argumenata. Neka je krivulja y = y(x) blizu krivulji yo,
odnosno, neka za p > 0 vrijedi

yo(z) —p <y(x) <wolz) +p,  =€la,b]

Razlika dy = y — yo zove se varijacija funkcije yo (vidi sliku EZTT).

Yot o :
= = =y
LY | 0
! P —
‘ — y — |
: Yoo
a b

Slika 4.17: Funkcija yo i njene varijacije

Dakle, vrijedi y = yo + dy. No, ovu jednakost mozemo zapisati i kao

Yy=1Yotemn,
gdje je n = n(z) neka derivabilna funkcija, a € > 0 dovoljno mali broj. Sada
vrijedi
/ / /
Y=Y ten

pa je
b b

I=/}W%uyﬂ®ﬁj/F@am+emy&+mﬂd%
a

a

Ako fiksiramo 7, tada funkcional I postaje funkcije varijable £, odnosno

b
I=I@%5/F@am+emy6+mﬂdw

a
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pa nuzni uvjet ekstrema glasi

dl
de
Funkcija yg rjeSenje problema pa mora biti i € = 0. Dakle,
dl
— = 0.
de |._g

Prema pravilu za deriviranje pod znakom integrala (teorem E3) i pravilu za
deriviranje slozenih funkcija (teorem BX) vrijedi

dI OF OF ,
de ay(w Yo +en, yo+en)n a/(x voten yo+en)n| de.

a

Zae =0jey =y iy = y, pa parcijalne derivacije po y i ¢y’ postaju
parcijalne derivacije po yo i y;. Stoga je

dl
de

OF OF ) ,}
g x 5 + —_— x, 5 d.%' = 0.
/[8%( Yo, Yo) N 8y6( Y05 Yo) 1

e=0

Parcijalna integracija drugog ¢lana uz

F F
u:a— du = d<6 )d:c dv =17 dx, v=rn

Ay’ dz \ Oy,
daje
b b b
Ao K K Y6 | a " dz \ 0y, o
odnosno ,
o). Lo e (o)
— + _— - — dr = 0. 4.4
"o | o )] (4.4)

Razlikujemo dva slucaja.

Sluc¢aj 1. Ako funkcija yg zadovoljava rubne uvjete yo(a) = A i yo(b) = B,
tada u obzir dolaze samo one funkcije y koje takoder zadovoljavaju iste
rubne uvjete, odnosno za koje je y(a) = A i y(b) = B. No, tada je ocito
n(a) = n(b) = 0 pa je prvi ¢lan u relaciji (@4l jednak nuli te nuzan uvjet

ekstrema glasi
b
oF d (O0F
- _ = = 4.
[ [ (&) e =

a

Sada nam je potreban sljedeéi teorem:
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Teorem 4.5 Ako za neprekidnu funkciju p(x) vrijedi

[ @t dz =0

a

za svaku neprekidno derivabilnu funkciju n za koju je n(a) = n(b) = 0, tada
je funkcija ¢ identicno jednaka nuli, odnosno ¢(x) =0 za svaki x € [a,b].

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati pomoc¢u kontradikcije. Pretpostavimo da
postoji tocka T € (a,b) za koju je ¢(Z) # 0, recimo ¢(z) > 0. Tada je radi
neprekidnosti ¢(z) > 0 i na nekoj okolini tocke Z, recimo

(p(.’IJ)>0’ f—fﬁxﬁf‘f'fa

za neki & > 0. Definirajmo funkciju n na sljedeéi nacin:

0, x € [a,T —&],
na) =9 (@-2+&*z-2-6)7 z€(@—§T+),
0, re[z+E<h.

Funkcija n zadovoljava pretpostavku teorema (provjerite). S druge strane,
vrijedi

b Fe
/ () () dr = / (@) () dz > 0,
a z—¢

Sto je suprotno pretpostavki teorema i teorem je dokazan. B

Direktnom primjenom teorema i na relaciju ([EH), uz ispustanje indeksa
0 radi jednostavnosti, dobili smo Eulerovu jednadzbu

oF d (OF
- _ (=) =o. (4.6)
Jdy  dx \ oy
Dakle, ako je funkcija y ekstrem polaznog funkcionala, ona je nuzno i rjesenje
Eulerove jednadzbe.

Slucaj 2. Ako funkcija yo ne zadovoljava nikakve rubne uvjete, postupamo
na sljedeéi nacin: relacija [Zl) vrijedi za proizvoljnu funkciju 7 pa i za
takve za koje je n(a) = n(b) = 0. Stoga zaklju¢ujemo da i u ovom slucaju
rjeSenje y mora zadovoljiti Eulerovu jednadzbu. Medutim, sada i prvi ¢lan
u relaciji (4] mora biti jednak nuli za svaku funkciju n pa rjesenje y mora
zadovoljavati uvjete transverzalnosti (poprecnosti)

oF oF

a_y/(av y(a)7 y,(a)) =0, 6_y/(b7 y(b)7 y,(b)) = 0.
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Naravno, moguca je kombinacija prethodnih slu¢ajeva: ako je rubni uvjet
zadan samo u jednom kraju, tada u drugom kraju mora biti zadovoljen uvjet
transverzalnosti.

Dovoljne uvjete ekstrema (Lagrangeove uvjete) navodimo bez dokaza.
Neka funkcija y zadovoljava nuzne uvjete ekstrema funkcionala I. Tada
vrijedi:

i) ako je F’) , > 0, tada funkcija y daje minimum funkcionala I, a

Yy

(ii) ako je Fy;,, <0, tada funkcija y daje maksimum funckionala I.

4.7.2 Primjeri

Sljededi primjeri ilustriraju primjene varijacionog ra¢una i koristenje nuznih
i dovoljnih uvjeta ekstrema iz prethodnog poglavlja.

Primjer 4.21 Rijesimo problem najkradeg puta iz primjera EET%

b
I(y) = / V1+y?de,  y(wo) =y, y(z1)=1y1.

Ocito se radi o prvom slucaju iz poglavlja EEZT] pa rjeSenje y mora zadovo-
ljavati Eulerovu jednadzbu

oF 4 (9P\ _,
oy dx\oy )
Iz F(z,y,y) = /1 + y? slijedi
OF oF !
— 0, _ Y

oy o 1ty?

/

Y
V1ity?

za neku konstantu C'. Nakon kvadriranja, sredivanja i ponovnog korjenova-
nja imamo

pa zaklju¢ujemo da je

. C
RV ok
Uz oznake a = C/v/1 — C? iy’ = dy/dx, dobili smo diferencijalnu jednadzbu
sa separiranim varijablama (vidi poglavlje B22)

dy = adzx.
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RjeSenje jednadzbe je
y=ax+b,
pri ¢emu su a i b konstante. Dakle, rjeSenje problema najkraceg puta je
pravac, kao Sto smo i ocekivali. Konstante a i b mozemo odrediti iz rubnih
uvjeta:
y(xo) = axg + b = yo, y(r1) =axy +b=y.

Oduzimanje prve jednadzbe od druge daje

Y1 — Yo
Ir1 — X0

a

pa uvrstavanje u prvu jednadzbu daje

Y1 — Yo
- — Xy.
xr1 — Xo

b=yo

Dobili smo poznatu formulu za jednadzbu pravea kroz dvije tocke (vidi [M1,
primjer 3.11]).
Provjerimo na kraju dovoljne uvjete ekstrema: kako je
1

F, = >0,
(1 +y?)V1+y?

zakljucujemo da se zaista radi o minimumu.

Primjer 4.22 Nadimo brahistohronu iz primjera E20

)= [l s =0, g =0
0

Opet se radi o prvom slucaju iz poglavljaEEZTl Kao i u prethodnom primjeru
vrijedi 9F/dy = 0 pa se Eulerova jednadzba svodi na

/

¥y
v (l+y?)

za neku konstantu C'. Nakon kvadriranja, sredivanja i ponovnog korjenova-

nja imamo
r—o | —*
Y 1—-C2%x

Uz oznaku y' = dy/dz dobili smo diferencijalnu jednadzbu sa separiranim

/ X
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Integriranje daje

1
B x B x _ | =& (1 - cost),
y_c/\/1—C2xdx_c/,/x_c2x2d$_{ dx = 7 sintdt
1

= m (t—smt) +Cl

Konstantu integracije C odredit ¢emo iz rubnog uvjeta y(0) = 0: iz x =0
slijedi cost = 1 pa je t = 0. Dakle,

1 .
0= m(()—sm@)—i—Cl
pa je C1 = 0. Uz oznaku a = ﬁ imamo
x(t) = a (1 — cost), y(t) = a(t —sint), (4.7)

odnosno rjesenje je cikloida (vidi [M1, primjer 4.3])ﬁ Provjerimo jos dovoljne
uvjete ekstrema: kako je
1
>
(1+y?) Vo (l+y=)

/!
Fy/y/ =

zaklju¢ujemo da se zaista radi o minimumu.

Parametar a iz jednadzbi () se odredi iz uvjeta da cikloida prolazi
tockom A. Parametar se opcenito ne moze odrediti egzaktno, veé¢ je po-
trebno koristiti neku od numerickih metoda. Ako je, na primjer, A = (1,2),
uvrstavanje u (1) daje sustav jednadzbi

1=ua(1l—cost), 2 =a(t—sint).
Izjednacavanje parametra a daje jednadzbu
2 cost —sint+t—2=0.

Nul-tocku ove funkcije mozemo priblizno izracunati metodom bisekcijeﬁ. Vri-
jedi t = 3.508 pa je

_ 1 N 1
" 1—cost 1—cos(3.508)

a = 0.517.

Funkcija je prikazana na slici EEIS.

8Prethodni integral smo rijesili koristeé¢i nestandardnu supstituciju iz koje se odmah vidi
da rjesenje ima oblik cikloide. Integral se moze rijesiti i pomoc¢u standardne racionalne
supstitucije /(1 — C%x) = t* (vidi poglavlje [ZZ).

9Vidi, na primjer, Java program http://lavica.fesb.hr/mat1/java/Bisekcija.html|


http://lavica.fesb.hr/mat1/java/Bisekcija.html
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0.5

0.517*(t-sin(t)), 0.517*(1-cos(t)) —

0.5 1 15 2

Slika 4.18: Cikloida kao rjesenje problema najkra¢eg vremena

U prethodna dva primjera problem se, zbog 0F /0y = 0, sveo na rjeSavanje
jednostavne diferencijalne jednadzbe prvog reda sa separiranim varijablama
(vidi poglavlje BZ). Opéenito se dobije diferencijalna jednadzba drugog reda
(vidi poglavlje B)).

Primjer 4.23 RijeSimo problem najmanjeg oplosja: od svih krivulja koje
prolaze totkama A = (a,c) i B = (b, d) nadimo onu koja rotacijom oko z-osi
opisuje tijelo najmanjeg oplosja (slika ELT9).

Slika 4.19: Cikloida kao rjeSenje problema najkra¢eg vremena
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Prema poglavlju 264l oplosje rotacionog tijela racuna se formulom

b

—27T/y\/1+y’2dac

a
pri ¢emu je y > 0. Dakle, potrebno je minimizirati funkcional

b

I(y —27T/ V14 y?de, yla) =c¢, y(b)=d.

a

Eulerova jednadzba glasi

OF d [OF d vy
0= —"— _— — (=) = 1+ y/2 - | =L ___
dy  dx \ 0y dz \ \/1+ y?
1 + y,2 B y/2 y y//

P G Vir s

Mnozenjem jednadzbe s (1 + 3?)+/1+ y2 dobili smo diferencijalnu jed-
nadzbu drugog reda:
yy//_y/Q —1=0.
Jednadzbu éemo rijesiti koristeéi supstituciju i/ = p. Kako je
"o d , o d dp dy dp

Y =@y ~w?™ dyd:c dy

gornja diferencijalna jednadzba prelazi u jednadzbu sa separiranim varija-
blama

dp
ypo-—p'—1=0,
Y
odnosno 1
P
dp = = dy.
1Py

Integriranje daje

1
3 In(p? +1) +1lna =1Iny

za neku konstantu a. Odavde slijedi

odnosno
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Integriranje daje (vidi poglavlje [CT)
r = aarch Y +b
a
za neku konstantu b pa je konacno

—-b
y:achx .
a

Dakle, rjesenje je lancanica (vidi poglavlje [M1, poglavlje 4.6.9]). Provjera
dovoljnih uvjeta ekstrema daje

1

Yy >0,
(1+y?)V1+y?

pa se zaista radi o minimumu. Konstante a i b se odreduju iz pocetnih uvjeta
i ne mogu se odrediti analiticki. Medutim, program za odredivanje pocetnih
uvjeta moze se jednostavno programirati u programskom jeziku Matlab.

"o
Fy/y/ -

Za rubne uvjete A = (0,3) i B = (3,2) program koji rac¢una konstante a
i b potom crta rjesenje glasi:

function y=f(x)
y(1)=x(1)*cosh(x(2)/x(1))-3;
y(2)=x(1)*cosh((3-x(2))/x(1))-2;

end

[x, info] = fsolve(’f’, [1.5; 1.5])
u=0:0.1:3;
v=x(1)*cosh((u-x(2))/x(1));
plot(u,v)

Izvedite prethodni program pomoc¢u programa Octave On-lindd.

Zadatak 4.6 Nadite ekstreme sljedeé¢ih funkcionala:

4
a) I(y)=/\/y(1 +y'?) dx, y(0)=% y(4)=§-
0

52—6)2 4
Rjesenje: Funkcional dostize minimum za y = w + —.

80 5
/4

b) I(y) = /(y2 —y? +6ysin2x)dz, y(0)=0, y(r/4)=1.

0
Rjesenje: Funkcional dostize maksimum za y = sin2x.

Yhttp://lavica.fesb.hr/octave /octave-on-line.php.
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Sljedeéi primjer ilustrira utjecaj rubnih uvjeta i koristenje uvjeta tran-
sverzalnosti.

Primjer 4.24 Rijesimo funkcional

1
/:C/2+1
0

pri ¢emu je x = z(t) uz rubne uvjete z(0) = 1ixz(1) = 2: Eulerova jednadzba
glasi
oF d (0F d
e T B R T T, gt/
Or dt (83@’) ’ ’

pa je x(t) = at + b za neke konstante a i b. Rubni uvjeti dajua=5b=1a
rjeSenje glasi

z(t) =t+1.
Provjera dovoljnog uvjeta daje
e =2 >0

pa se radi o minimumu. Najmanja vrijednost zadanog funkcionala je
1
Toin — /(1+ 1) dt = 2.
0

Ako je, pak, zadan samo jedan rubni uvjet, z(0) = 1, tada u drugom
kraju mora vrijediti uvjet transverzalnosti

OF ,
FF(l z(1),2'(1)) = 0.

FEulerova jednadzba ponovo daje

oF d (OF o
= — —_ —  — e — :I/‘
Ox  dt \ 0z’
iz cega slijedi da je 2/(t) = a za neku konstantu a. Uvjet transverzalnosti

povlaci
22'(1) =0

pa je a = 0, odnosno z/(t) = 0. Dakle, 2:(t) = b za neku konstantu b, a zbog
rubnog uvjeta z(0) = 1 je b = 1. Konacno rjeSenje je stoga jednako

x(t) = 1.
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Provjera dovoljnog uvjeta daje

N, =2>0

T

pa se i u ovom slucaju radi o minimumu. Najmanja vrijednost funkcionala

je sada
1

Lo — /(0+1)dt 1
0
Usporedujudi s prvim slucajem mozemo zakljuciti da manje rubnih uvjeta
dagje "bolje” ekstreme.

Napomena 4.3 Kada je funkcional funkcija od vise funkcija,

b
I(xy,...,2zp) :/F(t,xl,...,xn,:cll,...,x;l)dt,

a
gdje jex =1 =x1(t),...,x, = x,(t), nuzni uvjeti ekstrema glase

or dor
Ox; dt ox)

1=1,...,n,

uz zadane rubne uvjete
xl(a) ZAZ', .%'Z(b) ZBZ', Az‘vBi GR, 1= 1,...,n,

ili uvjete transverzalnosti

oF
ox!

2

=0

tamo gdje nisu zadani rubni uvjeti. Dakle, trazenje ekstrema funkcionala
viSe funkcija svodi se na rjeSavanje sustava od n diferencijalnih jednadzbi i
2n dodatnih uvjeta.

4.7.3 Uvjetni ekstrem

Postupak trazenje vezanih (ili uvjetnih) ekstrema funkcionala je vrlo
slican postupku kod uvjetnih ekstrema funkcija vise varijabli, odnosno koristi
se metoda Lagrangeovih multiplikatora (vidi poglavlje BIZ).

Zadatak je naéi funkcije x1(t),...,x,(t) koje su ekstremi funkcionala

b
Iz, ... 2p) :/F(t,xl,...,xn,xll,...,x;)dt,
a
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a istovremeno zadovoljavaju rubne uvjete
xl(a) ZAZ', .%'Z(b) = B;, Az‘vBi € R, 1=1,...,n,

i ogranicenja (uvjete) koja mogu biti algebarske jednadzbe

hi(t,z1,...,x,) =0, k=1,...,m, m<mn,

diferencijalne jednadzbe

/ /
hi(t,z1,...,xp, 27, ..., x,) =0, k=1,....m, m<mn,

ili takozvana izoperimetricka ogranjicenja

b
/hk(t,xl,...,xn,xll,...,x;):0, LyeR, k=1,...m.

a

Zadatak se rjesava na sljedeci na¢in: prvo se formira pomoéni funkcional

b b

I*:/F*dtz/{F(t,xl,...,xn,:cll,...,x;)+Z)\k(t)hk] dt

a a

pri cemu su Lagrangeovi multiplikatori A, funkcije od ¢, a potom se rjesenje
polaznog problema dobije iz sustava od n Eulerovih jednadzbi
or* d oFr*
or; dt ox} 7

1=1,...,n,
rubnih uvjeta i zadanih ogranicenja.

Primjer 4.25 Nadimo ekstrem funkcionala

y 1 !~
I(y,Z)=/\/ +xyzdx, y(0) =0, yla)=0b, y==z+1.
0

Pomoc¢ni funkcional glasi

a

I*:/

0

1 +ylz/

+Az) (y — 2 — 1)] dx.

Iz uvjeta y = z + 1 vidimo da su zadana sva cetiri rubna uvjeta:

y(0) =0, y(a)=0b, 2z(0)=-1, z(a)=b-1.
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Rjesenje dobijemo iz Eulerovih jednadzbi

R Y G R
dy dx Oy’ dr \ 2 x(1+y12/) ’
oF* d aF*_ d y _
2 ‘@W—‘W)‘@(—Q x(lﬂ,z,)) -0

rubnih uvjeta i ogranicenja y = z + 1. Zbrajanjem Eulerovih jednadzbi

imamo
d y/ + 2 0
dr \ 2\/z (1 +y'7)

Zadano ogranicenje povlaci i/ = 2’ pa prethodna jednadzba prelazi u

N A
de \ \Jr(1+y?) )

Dakle, y je cikloida (vidi primjer EE2), dok je z =y — 1.

Primjer 4.26 Nadimo ekstrem funkcionala
1
I(z) = /(x")th, 2(0) =1, 2(1) = 0, 2/(0) = 1, 2/(1) = 0.
0

U podintegralnoj funkciji se javlja druga derivacija funkcije z(t), Sto je po-
trebno eliminirati. Uvedimo nove funkcije

Zadani problem prelazi u ekvivalentni problem
1
Hanan) = @R d o1(0) =L (1) =0, 2(0) =1, 22(1) =0,
0

uz ogranicenje xo — xj = 0. Pomoéni funkcional glasi

1
= / [(2h)% + A(t) (z2 — 2)] dt.
0
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Eulerove jednadzbe glase

oF* d OF* d
or, Al od, 5 (CAM) =0,
OF*  d OF* d

dry  dt 9z At) = %(902(75)) =0.

Iz prve jednadzbe slijedi N'(t) = 0, a iz druge \(t) = z4(t).
zadnje jednadzbe daje
N(t)=a5'(t) =0

pa je
To(t) = at® + bt +
za neke konstante a, b i ¢. Ogranicenje } = x5 povlaci
3t
x1(t) :a§+b§+ct+d

za neku konstantu d. Rubni uvjeti daju

Nadalje, vrijedi

b
x1(1):0:§+§+1, 2o(1) =0=a+b+1,

pa je a = 31 b_4. Dakle, rjeSenje je dano s
o) =13 =262+t +1,  xo(t) =312 —4t +1,

pa je trazena vrijednost zadanog funkcionala jednaka

I

1
/(675 —4)%dt = 4.
0
Primjer 4.27 Nadimo ekstrem funkcionala

1
I(y,z) = /(y'2+z'2 — 4z —4z2)d,
0

uz rubne uvjete

Deriviranje
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i uz izoperimetricko ogranicenje

Pomoc¢ni funkcional glasi
1
I* = / (Y2 +2% —das —dz+ A (y? -2y - 2?)] da.
0

Eulerove jednadzbe glase

OF* d OF* d

- — =0——2y +2yA=X2)=0
oy  dx Oy d:c( y+2y z) ’
OF* d OF* d

- — =—4— —27 —4zx—-2)12)=0.
0z dx 07 dac(z . 7)=0

Integriranje prve Eulerove jednadzbe daje

2y + 2y — Az =aq,

odnosno
, _Ar+ta
Y724
pa ponovno integriranje daje
AZ fax
=2 " +9p
242X

za neke konstante a i b. Rubni uvjet y(0) = 0 povlaéi b = 0, a rubni uvjet
y(1) =1 povladi a = 2 + % A pa je

A2+ (BA+ 4w

y(@) A1+ 4n

Integriranje druge Eulerove jednadzbe daje
27 —dx —202 = -4z +e,

odnosno

pa ponovno integriranje daje
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za konstante ¢ i d. Rubni uvjet z(0) = 0 povlaci d = 0, a rubni uvjet z(1) = 1
povlaci ¢ =2 — 2\ paje

z(x) = x.
Konacno, uvrStavanjem izraza za y, y', z i 2’ u zadano izoperimetricko
ogranicenje, dobijemo da je A = —11/10 (dovrsite ovaj racun za vjezbu!).

4.7.4 FEulerova metoda konacnih razlika

U ovom poglavlju opsat ¢emo Eulerovu metodu konac¢nih razlika za nu-
mericko rjesavanje problema. Metoda se temelji na ideji da kod trazenja
ekstrema funkcionala

b
I(y) = / F(e,y.y)dr,  yla)=A, y(b) =B,

a

ne promatramo sve dozvoljene derivabilne funkcije koje zadovoljavaju rubne
uvjete, ve¢ samo poligonalne linije koje imaju vrhove u tockama

(i, vi), i=0,1,...,n,
koje su definirane na sljedeéi nacin: uz Az = (b —a)/n je
r; =a+1iAx, yi = y(z;), 1=0,...n.

Na ovaj nacin zadani funkcional I(y) postaje funkcija varijabli yi,...,yn—1
koju oznacavamo s ®(y1,...,yn—1), a zadani problem se svodi na trazenje
ekstrema funkcije od n—1 varijabli, odnosno na rjesavanje sustava jednadzbi

od
yi '

Primjer 4.28 Nadimo ekstrem funkcionala

1
/ +2y)d y(0) =0, y(1)=0,
0
metodom konaé¢nih razlika. Odaberimo n = 5. Tada je Az = (1-0)/5 = 0.2
i

yo=y0)=0, 51 =y5(02), y2=y(0.4),
ys = y(0.6), ya=y(0.8), ys=y(1)=0.
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Integral aproksimiramo pomocu lijeve integralne sume (vidi napomenu ZT])

I(y) =~ [F(z0,90,90) + + + F(Zn-1,Yn-1,Y_1)] dx

pri ¢emu se derivacije aproksimiraju kona¢nim razlikama

Yi+1 — Yi
y': = ?/(xi) === A -,
odnosno
y/:?/l_o y/:y2—y1 y/:y3—y2
0 0.2’ ! 0.2 ~’ 2 0.2
) _ Y43 r_ 0~
Ys 02 Yy 02
Dakle,

2 - 2
I(y)%@(yh---,yn—l):[(ﬂ) +2-0+<y2 yl) + 291+

0.2 0.2
y3 — 2\’ ya—ys\’ —ys\’
2 2 — 2 .
+< 0.2 ) * y2+( 0.2 > * y3+<0.2> * y4]

Nuzni uvjeti ekstrema funkcije ®(y1,...,yn—1) glase

0P 2y1 |, 2(y2 —wy1)(=1)

77 - 2)-0.2=0,

oy <0.04 YV

0P 2(y2 —y1) | 2(ys —y2)(=1)

- 2]-0.2=0,

Dy < 004 o004

00 (2(ys—y2) , 2(ya—y3)(=1)

Z- 2]1-02=0

dys ( 004 0.04 - ’

0P 2(ya—ys3) | 2ys

- — 2]-02=0.

Oy < 004 0.04

Nakon sredivanja vidimo da se radi o sustavu linearnih jednadzbi Ax = b
(vidi [M1, glava 2]), gdje je

2 -1 —0.04

-1 2 -1 —0.04

A= -1 2 -1}’ b= —0.04
-1 2 —0.04

RjeSenje sustava je

y1 =—0.08,  yo=-012,  y3=-012,  ys=—0.08.
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Primijetimo da se izrac¢unate vrijednosti poklapaju s totnim vrijednostima
egzaktong rjesenja y = (22 —x)/2 (izracunajte egzaktno rjesenje za vjezbul!).

Rjesenje se moze jednostavno programirati u programskom jeziku Ma-
tlab. Program koji postavi matricu A i vektor b te potom rijesi sustav i
nacrta numericko i egzaktno rjeSenje glasi:

n=4;

dx=1/(n+1);

% Matrica A i vektor b

for i=1:n, A(i,i)=2; end

for i=1:n-1, A(i+1,i)=-1; A(i,i+1)=-1; end
b=-dx**2*ones(n,1);

% Rjesenje sustava

y=A\b

% Crtanje rjesenja i tocnog rjesenja
x=0:dx:1;

y=[0; y; 0]

xx=0:0.01:1;

yy=(xx. 2-xx)/2;
plot(x,y,’r’,xx,yy,’b’)

Izvedite prethodni program pomocéu programa Octave On—lz'n, pri ¢emu
mozete varirati broj tocaka n.

Napomena 4.4 Opcéenito se koriStenjem metode konacnih razlika dobije
sustav nelinearnih jednadzbi. Intuitivno je jasno da aproksimacija rjesSenja
postaje sve bolja kada se poveéava broj intervala n. Ova metoda je zacetak
poznate metode kona¢nih elemenata.

"http://lavica.fesb.hr/octave /octave-on-line.php.
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Definicija 5.1 Diferencijalna jednadzba je jednadzba oblika
F(z,y,y,y",....y") =0. (DJ)

Rjesenje diferencijalne jednadzbe je svaka funkcija y = f(x) koja zadovoljava
jednadzbu [DJ] na nekom skupu D C R. Red diferencijalne jednadzbe je red
najvise derivacije koja se javlja u jednadzbi.
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Najjednostavnije diferencijalne jednadzbe ve¢ smo rjesavali: rjeSenje jed-
nadzbe

y' = f(x)
je primitivna funkcija funkcije f(z) pa vrijedi
d
d—i =flz) = dy=f(r)dr = y= /f(x)dm—i—C

Ako zelimo odrediti konstantu integracije C, treba biti zadan jos jedan uvjet
(vrijednost funkcije y(xp) ili vrijednost derivacije y/(zp) u nekoj tocki zo €
D).

Opcenito, postupak rjesavanja svake diferencijalne jednadzbe u sebi sadrzi
viSekratno integriranje. Pri tome se u rjesenju jednadzbe n-tog reda javlja
n konstanti za ¢ije je odredivanje potrebno znati n uvjeta koje u odabranim
tockama trebaju zadovoljavati funkcija y i/ili njene derivacije. Obi¢no su
uvjeti zadani u rubnim tockama podruc¢ja u kojem promatramo diferenci-
jalnu jednadzbu.

Diferencijalne jednadzbe su jedan od najvaznijih dijelova matematike
uopce. Kako je derivacija mjera promjene, diferencijalnim jednadzba se naj-
jednostavnije izrazavaju i modeliraju mnogi prirodni zakoni.

Primjer 5.1 Promotrimo problem titranja mase objesene na oprugu (slika
ET), pri ¢emu je z(t) polozaj mase u trenutku ¢.

—1 X m

X

Slika 5.1: Titranje mase objeSene na oprugu

Prema Hookeovom zakonu sila potrebna za odrzavanje opruge rastegnu-
tom zx jedinica udaljenosti od njene prirodne duzine proporcionalna je s x,
F(x) = —kz. Stoga je sila s kojom se opruga vrac¢a u polozaj ravnoteze jed-
naka —kx. S druge strane, prema Newtonovom drugom zakonu gibanja, sila
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je jednaka umnosku mase i ubrzanja. Izjednacavanje sila daje diferencijalnu
jednadzbu

d?x(t)
me—y = —kx(t).
Odavde slijedi
d%x(t) k
iz~

odnosno, druga derivacije od x je proporcionalna z, ali ima obrnuti predz-
nak. Znamo da funkcije sinus i kosinus imaju upravo to svojstvo. Kasnije
¢emo pokazati da se sva rjeSenja ove jednadzbe mogu napisati kao odreden
kombinacije sinusa i kosinusa. Kako se radi o diferencijalnoj jednadzbi dru-
gog reda, za odredivanje konstanti potrebna su dva uvjeta. U ovom slucaju
prirodni uvjeti su polozaj i brzina u trenutku ¢ = 0, odnosno potrebno je
zadati vrijednosti z(0) i 2/(0).

Primjer 5.2 Promotrimo strujni krug koji se sastoji od elektromotorne sile
koja u trenutku ¢ proizvodi napon od E(t) volta (V) i struju od I(¢) am-
pera (A). U krugu se takoder nalazi otpor od R oma (Ohm) i zavojnica s
induktivitetom L henrija (H) (slika B22).

R

w L

Slika 5.2: Strujni krug

Prema Ohmovom zakonu pad napona na otporu jednak je RI. Pad
napona na zavojnici jednak je L(dI/dt). Prema Kirchoffovom zakonu zbroj
padova napona jednak je naponu kojeg daje naponski izvor. Dakle,

dl
L I + RI = E(1),
sto je diferencijalna jednadzba prvog reda koja modelira struju I u trenutku
t. Rijesimo zadanu jednadzbu uz (prirodan) uvjet da je struja u trenutku
uklju¢ivanja naponskog izvora ¢ = 0 jednaka nuli, 7(0) = 0. Uz oznake
a=R/Lif=1/L vrijedi
dr

BE(M) —al
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Integriranje obaju strana daje
—aln|fEl)—all=t+C,

odnosno
|ﬁE(t) N Oé]| _ efa(tJrC) _ efacefat’

pa mozemo pisati

BE(t) —al=Ae ",

pri éemu smo predznak izraza 5 E(t) — o I ukljucili u konstantu A. Dakle,

I(t) = b E(t) — 4 e

(@ o

Odredimo konstantu A: iz pocetnog uvjeta slijedi

0=H®=§Mm—§

pa je A= 3 E(0). Konaé¢no,

H@:%mn—%mmawwy

Ako je na primjer, L = 4H, R =120hm i E(t) = 60V, tada je
I(t)=5—-5e3"

Funkcija je prikazana na slici B3 Stacionarno stanje strujnog kruga je (ho-
rizontalna asimptota)

lim I(t) = 5A.

t—o00

5.1 Populacijska i logisticka jednadzba

Neka P(t) oznacava broj jedinki neke populacije u trenutku ¢. Najjed-
nostavniji model rasta populacije je sljedeéi: stopa rasta populacije proporci-
onalna je veli¢ini populacije, odnosno, promjena u populaciji bit ¢e veca sto
je u populaciji vise jedinki. Ovo je razumna pretpostavka za populacije bak-
terija ili zivotinja u idealnim uvjetima (neograniceni resursi, odgovarajuca
prehrana, nepostojanje bolesti, nepostojanje prirodnih neprijatelja).

Kako je promjena populacije dana s dP(t)dt, matematicka formulacija

rasta populacije glasi
dP
— =kP.
dt
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5
5-5*exp(-3*t) —

Slika 5.3: Struja u strujnom krugu

Ova diferencijalna jednadzba rjesava se slicno kao i jednadzba iz primjera

dP
— =kdt
P )
In|P|=kt+C,
’P’ _ ek;teC’
P=AeM

Konstantu A mozemo odrediti ako znamo inicijalnu (pocetnu) populaciju
P(0) = Py. Tada je Py = P(0) = Ae” = A pa je rast populacije dan
funkcijom

P(t) = Pyert.

Ukoliko umjesto inicijalne populacije u trenutku ¢ = 0 znamo populaciju u
nekom trenutku tg, P(tg) = Py, tada je Py = Ae¥0, odnosno A = Pye o
pa je rast populacije dan funkcijom

P(t) = PQ ek(t_to).

Konaéno, uo¢imo sljedece: ako je k > 0 tada populacija raste, a ako je k < 0
populacija se smanjuje.

Primjer 5.3 Tablica 1l prikazuje stanovnistvo svijeta od 1750. godineﬂ.

Uzmemo li za pocetnu godinu tg = 1750, imamo

P(t) = 791 F(—1750),

!Podaci su preuzeti s Wikipedije na adresi http: //en.wikipedia.org/wiki/World_population|


http://en.wikipedia.org/wiki/World_population

226 DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

godina‘1750 1800 1850 1900 1950 1955 1960 1965
stanovniétvo‘ 791 978 1262 1650 2518 2755 3021 3334

godina ‘ 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
stanovnistvo ‘ 3692 4068 4434 4830 5263 5674 6070 6453

Tablica 5.1: Stanovnistvo svijeta od 1750. godine u milijunima stanovnika

Odredimo parametar k koriste¢i zadnju godinu u tablici:
P(2005) = 6453 = 791 £F(2005-1750)

Dakle,
o In 6453 — In 791
N 255

~ 0.0082314

pa je
P(t) = 791 0-0082314 (t—1750)

Funkcija P(t) i podaci iz tablice Bl prikazani su na slici B21

P(t)

6000 ~

5000 ~

4000 -

3000 ~

2000 ~

1000 -
/

1750 1800 1850 1900 1950 2000 !

Slika 5.4: Rast svjetskog stanovnistva od 1750. do 2005. godine

Funkcija P(t) prolazi, doduse, tockama (1750,791) i (2005,6453), ali ne
opisuje dobro stvarni rast stanovnistva. Razlog tome je jasan — jednostavni
model kojeg smo izabrali o¢ito ne ukljucuje sve parametre koji utje¢u na rast
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populacije. Medutim, ako se ograni¢imo samo na razdoblje od godine 1950.
do danas, tada je

~ In6453 — In 2518
N 55

P(t) = 2518 F(1950) ~ 0.017111.
Na slici vidimo da je sada preklapanje funkcije i stvarnih podataka puno
bolje. Stopa rasta stanovnistva je u tom razdoblju priblizno jednaka 1.7%,
sto je 2005. godine iznosilo 110 milijuna stanovnika godisnje. Iskoristimo li
gornju formulu za predvidanje, 2050. godine ¢e na svijetu biti 14 milijardi
stanovnika:

P(®)

1950 1960 1970 1980 1990 2000

Slika 5.5: Rast svjetskog stanovnistva od 1950. do 2005. godine

Primjer 5.4 Radioaktivni raspad takoder mozemo modelirati populacij-
skom jednadzbom. Neka laboratorij ima m = 10g radija-226 (%2%Ra) cije
je vrijeme poluraspada 1602 godined. Izracunajmo koliko ¢e radija biti na
raspolaganju nakon sto godina i kada ¢e laboratorij imati 7 g radija-226 7

Prvo je, kao i u prethodnom primjeru potrebno utvrditi koeficijent k,
koji ¢ée u ovom slucaju biti negativan jer se radi o "opadanju populacije”.
Vrijeme poluraspada je vrijeme potrebno da se koli¢ina radio-aktivne tvari

2Vidi http://www.wikipedia.org/wiki/Radium|


http://www.wikipedia.org/wiki/Radium

228 DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

svede na polovicu. Dakle, imamo redom

m(1602) = 5 = 10" 1992

1
In - = k1602
1r12 ,
b 1n2.
1602

Stoga je
m(100) = 10 ¢~ (12/1602)100 9 5766

pa ¢e laboratorij nakon sto godina imati m = 9.5766 g radija-226. 1z

7 — 10 e—(1n2/1602)t

slijedi
7 In2
n— = ——¢,
10 1602
odnosno 1602 7
t=———— — ~824.35
In2 10

pa e laboratorij imati 7 g radija-226 nakon 824 godine.

Primjer 5.5 Kamatni racun s neprekidnim ukamacdivanjem takoder zado-
voljava populacijsku jednadzbu: ako glavnicu G oro¢imo s godisnjom kama-
tom k (na primjer, za kamatu od 6% je k = 0.06) i ako se kamata pripisuje
n puta godisnje, tada nakon ¢ godina glavnica iznosi

G(t) = Gy <1+§>m.

Naime, u n-tom dijelu godine kamata je k/n, ali se zato glavnica uvecava
n puta godisnje. Formula za neprekidno ukamacivanje slijedi prelaskom na
limes:

k nt
G(t) = lim Go (1+ E)
n/k kt
(1+4) ]
n
1 mA kt
:Go[lim (1+_) }
m—00 m

G(t) = Gy e

=Gy lim

n—oo

pa je [M1,86.1.3]
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Na primjer, uz pocetni iznos od 1000 kuna i godisnju kamatu od 6% nakon tri
godine glavnica uz jednogodisnje, polugodisnje, kvartalno, mjese¢no, dnevno
i neprekidno ukamadivanje iznosi redom

G(3) = 1000 (1.06)* = 1191.016
G(3) = 1000 (1.03) = 1194.052
G(3) = 1000 (1.015)'? = 1195.618
G(3) = 1000 (1.005)%% = 1196.681
0.06 %0°?
G(3) = 1000 <1 + %> = 1197.199

G(3) = 1000€%%3 = 1197.217

Prirodni sustavi najcesée zbog svojih ograni¢enja ne mogu prihvatiti neo-
grani¢enu populaciju. Stoga je Cest sljedeéi slucaj: populacija P u pocetku
raste eksponencijalno sa stopom rasta k, ali se taj rast smanjuje kako se
populacija priblizava maksimalnom (nosivom) kapacitetu sustava K. Mate-
maticki takvo ponasanje mozemo modelirati logistickom jednadzZbom:

dP P

—=kP (1——].

i~ (1)
Mehanizam jednadzbe je sljedeéi: kada ja populacija P mala u odnosu na
kapacitet K, tada je izraz u zagradi priblizno jednak jedan, i populacija se
ponasa prema populacijskoj jednadzbi. Kada se pak populacija priblizi mak-

simalnom kapacitetu, tada izraz u zagradi tezi k nula sto ko¢i rast populacije.
Rijesimo jednadzbu: vrijedi redom

/P(11£>dp/kdt

K

1 1
/(F—'—K—P) dP =kt+C

In|P|—In|K —P|=kt+C
K-P

In

= k-0
K-P
K| emee

K
F—lee_kt
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pa je
K

T 1 AeRt

Konstantu A mozemo odrediti ako je zadana pocetna populacija P(0) = Pp:
iz P(0) = Py = K/(1 + A) slijedi

P(t)

K- P

A= 7

Primjer 5.6 Kultura bakterija ima stopu rasta & = 0.07 na sat, a maksi-
malni kapacitet podloge je 1000 bakterija. Ako je na pocetku imamo 100
bakterija tada je A = (1000 — 100)/100 = 9 pa je

1000

P(t) = 1+ 9670.071‘/’

Tako ¢emo, na primjer, nakon 12 sati imati P(12) = 205, a nakon 48 sati
P(48) = 762 bakterije. Ako, pak, na pocetku imamo 1500 bakterija, tada je
A=—-1/3i

1000
1— 1 o007t

3
pa ¢emo nakon 12 sati imati P(12) = 1168, a nakon 48 sati P(48) = 1012
bakterija. Obje funkcije prikazane su na slici

P(t) =

1000
1500 - 1000/(1+9*exp(-0.07*t)) —
1000/(1-exp(-0.07*t)/3) —
1000 R
100 -
12 48 t

Slika 5.6: RjeSenja logisticke jednadzbe

Zadatak 5.1 Vijest se 8iri gradi¢em koji ima 1234 stanovnika tako da je
brzina Sirenja vijesti proporcionalna umnosku broja stanovnika koji su vijest
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culi 1 broja stanovnika koji vijest nisu ¢uli. U osam sati ujutro vijest je ¢ulo
100 stanovnika, a do podne vijest je ¢ulo pola grada. U koliko sati ¢e 1000
stanovnika cuti vijest?

5.2 Jednadzbe sa separiranim varijablama

Diferencijalna jednadzba prvog reda je separabilna (kazemo i da se radi
o jednadzbi sa separiranim varijablama) ako je mozemo zapisati u obliku.

Tada je

[ty = [ atwten P e = [otwte) Lo = [ 0y an

U literaturi se ¢esto navodi i oblik:

P(xz)dx + Q(y)dy = 0.

Sve jednadzbe prvog reda koje smo rjesavali u prethodnim poglavljima su
separabilne. Navedimo jos nekoliko primjera.

Primjer 5.7 Za jednadzbu
dy 2
dr 2y +siny
vrijedi
(2y + siny) dy = 2° dx

pa je implicitno rjesenje jednadzbe dano s

23
y2—cosy:?+C.

Ako je jos zadan i pocetni uvjet y(1) = m, tada je

2
C=n+"=.
7T+3

Primjer 5.8 Newtonov zakon hladenja kaze da je promjena temperature
objekta proporcionalna razlici temperature objekta 7' i temperature okoline
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(ambijenta) T,mp. Ovaj zakon je dobra aproksimacija procesa hladenja u
standardnim uvjetima. Matematicka formulacija glasi

dT
& KT =Ty, k>0,
dt ( b) -

gdje je k koeficijent hladenja (koji ovisi, na primjer, o izolacijskim svojstvima
posude). Rjesenja problema hladenja je:

dT
T — Tomb
In |T — Ty | = —kt + C,
T — T = € e,

T — Ty, = Ae ¥t

— —kdt,

Ako je zadana pocetna temperatura 7'(0) = Ty, tada je Ty = T'(0) = Tomp+A
pa je konacno
T(t) = e_kt(TO - Tamb) + Tamb-

Zadatak 5.2 a) U jednu veliku salicu kave temperature 90° C ulijemo mli-
jeko sobne temperature od 22° C odmah, a u drugu nakon 5 minuta. Koja
¢e kava biti toplija nakon 8 minuta? Sto se dogada ako ulijemo mlijeko
iz frizidera temperature 4° C? Napomena: ako je koli¢ina kave k i tem-
peratura kave T}, te ako je koli¢ina mlijeka m i temperatura mlijeka 7T;,,
tada je temperatura smjese T jednaka

. k‘Tk—f—me

T
s k+m

b) U hotelskoj sobi temperature 20° C policija je u pono¢ otkrila tijelo zrtve.
Temperatura tijela bila je 26° C. Dva sata kasnije, temperatura tijela bila
je 24° C. Kada se otprilike dogodio zlo¢in?

Funkcija f(z,y) je homogena stupnja homogenosti k ako je

Diferencijalna jednadzba oblika

P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0

je homogena ako su P i Q homogene funkcije istog stupnja. Zamjenom
varijabli z = y/x homogena jednadzba prelazi u jednadzbu sa separiranim
varijablama.
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Primjer 5.9 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu

Y = _ry
II,'2 _ yQ :
Kako je
(Az)(\y) Ny zy

() = ()~ X@2—y2) 2 -y

zadana jednadzba je homogena. UvrsStavanje

Yy = zZx, y':z'x—i—z

uz x # 0 daje

Sada imamo

1— 22

23

1
dz = — dx,
x
L 1 Inz+InC
————Inz=Inz+1n
222 ’

gdje smo radi jednostavnosti pretpostavili da je x, z, C' > 0. Sada je

1
53 = In(zxC),
2o C =e /)

y €T C — 6_m2/(2y2)

)

i, konacno,

Zadatak 5.3 Rijesite diferencijalne jednadzbe:
a) (y’ - E) arctg Y~ 0w y(l) =1,
x x
b) (3z — Ty)dx = (—Tx + 3y) dy,
, V1 +a?

c) y o

Zadatak 5.4 Nadite jednadzbu krivulje koja prolazi tockom (1,1), a ima
svojstvo da joj je nagib u tocki (z,y) jednak y? /3.



234 DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

5.3 Polje smjerova

Ako je funkcija y = f(z) rjesenje diferencijalne jednadzbe prvog reda

y = F(z,y),

koje prolazi nekom tockom (zg, 7o), tada je smjer tangente na krivulju y =
f(x) utocki (xg,yo) dan upravo s F'(xg,yp). Kako se svaka funkcija o okolini
zadane tocke ponasa kao tangenta (vidi [M1,§5.1.1]), to seirjesenjey = f(x)
u okolini tocke (zg, ) ponasa priblizno sliéno kao pravac koji prolazi kroz
tocku (xg,yp) i ima koeficijent smjera F'(z, yo).

Temeljem ovog razmatranja mozemo napraviti sljedece:

— odaberimo skup pravilno rasporedenih toc¢aka (x,y) u onom dijelu rav-
nine u kojem trazimo rjesenje diferencijalne jednadzbe,

— kroz svaku od odabranih to¢aka nacrtamo mali dio pravca (segment)
s koeficijentom smjera F'(z,y).

Na taj nacin dobili smo polje smjerova (polje izoklina) diferencijalne jed-
nadzbe 3y = F(x,y). Polje smjerova nam najcesée daje dobru ideju o iz-
gledu rjesenja — krenemo li od pocetnog uvjeta, mozemo skicirati krivulju
y = f(x) koristedi svojstvo da nam u svakoj tocki nacrtani segment daje
smjer kretanja krivulje.

Na slici B prikazana su polja smjerova za diferencijalne jednadzbe 3/ =
r+yiy =22 +9% -1

e T mnan

WA W

THINNRE | e

NN I | i)

§§§§§§§§§ §§\§§§ii:f %%%%%7% %%%%%%%
(a) (b)

Slika 5.7: Polje smjerova za jednadzbe (a) y/ =z +yi (b) vy =22 +9% -1

Slika B (b) nacrtana je pomoéu sljedeéeg Matlab programa:
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% Polje smjerova za y’=x"2+y~2-1 za -3<=x<=3 i -3<=y<=3
a=-3; b=3;
c=-3; d=3;
nX=15;
nY=15;
dX=(b-a)/nX;
dY=(d-c)/nY;
hold
for i=1:nX+1,
for j=1:nY+1,
xx=a+ix*dX;
yy=c+j*dY;
yDerivirano=xx"2+yy~2-1;
x=xx-dX/4:dX/100:xx+dX/4;
y=yDerivirano*(x-xx)+yy;
plot (x,y,’b’)
end
end

Primjer 5.10 Polje smjerova logisticke jednadzbe iz primjera .6,

P P
= =007P (1-—
a =07 ( 1000)’

zajedno s rjeSenjima za pocetne uvjete P(0) = 100 i P(0) = 1500 prikazano
je na slici

Zadatak 5.5 Za sljedece diferencijalne jednadzbe skicirajte polje smjerova
na podrucju [—2,2] x [—3,3] i rjeSenja koje prolaze tockama (0,0), (0,1) i
(0,—1):

y=y—e",
Y =2y(y —2),
y =y +y°.

5.4 FEulerova metoda

FEulerova metoda je metoda za numericko rjeSavanje diferencijalne jed-
nadzbe prvog reda oblika

Yy =F(z,y),  ylzo) =yo.
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y(z + Az) = y(z) +y'(z) Az,

Metoda se sastoji u sljede¢em: za odabrani prirast Ax definiramo niz tocaka

*

o+ Azx, x0=1x1+Ax, x3=19+ Ax,..

xr1 =

zo,

) pa Taylorova formula

= F(x0,%0

U tocki (xo,y0) derivacija funkcije y je v/

povlaci

y(yo + Az F(x0, yo).

y(z1) = w1

Slicno, vrijedi

y1 + Ax F(xy, 1),
Y2 + A‘T F(:C2)y2))

Y2 =

Yys =

pa je, za zadanu tocku (zg,yo), Eulerova metoda definirana rekurzivnom

formulom

n=12...

Yn—1 + Az F(-Tnfla ynfl)a

Yn =

Primjer 5.11 Za diferencijalnu jednadzbu strujnog kruga iz primjera -2

(5.1)

60V,

E

R =120hm,

4H,

E—-RI
i L

dl

dt

)

L
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uz pocetni uvjet 1(0) = 0 i korak At = 0.2s Eulerova metoda daje

1(0) = 0,
1(0.2) = I(0) +0.2(15 — 3-1(0)) =0+ 0.2 (15 —3-0) = 3
1(0.4) = 1(0.2) + 0.2 (15 — 3- 1(0.2)) =3+ 0.2 (15 — 3- 3) = 4.2
1(0.6) = 4.2+ 0.2 (15 — 3-4.2) = 4.68
1(0.8) = 4.68 + 0.2 (15 — 3 - 4.68) = 4.872

I(1) = 4.872 + 0.2(15 — 3 - 4.872) = 4.9488.

1(0) =0,
1(0.1) = 1.5,
1(0.2) = 2.55,
1(0.3) = 3.285,
1(0.4) = 3.79950,
1(0.5) = 4.15965,
1(0.6) = 4.41176,
1(0.7) = 4.58823,
1(0.8) = 4.71176,
1(0.9) = 4.79823,

I(1) = 4.85876

Sljedeéi Matlab program rac¢una i crta rjeSenje diferencijalne jednadzbe

E&I):

% Eulerova metoda za I(t)’ = (E - R * I(t) ), I(0)=0

x0=0;

xn=1;

y(1)=0;

h=0.1,;

E=60;

R=12;

L=4;

x=x0:h:xn;

n=max (size(x));

for i=2:n
yDerivirano=(E-R*y(i-1))/L;
y(i)=y(i-1)+h*yDerivirano;
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end
plot(x,y)

Vidimo da Eulerova metoda stalno grijesi, no oéekujemo da ée za dovoljno
male korake rjeSenje biti tocnije. Na slici B3 prikazana su rjesenja jednadzbe
(ET) za korake At = 0.2s, At = 0.1s, At = 0.01s i to¢no rjesenje I(t) =
5—5¢%.

"euler02" —
"euler01"
"euler001" -
5-5*exp(-3*t) —

Slika 5.9: Eulerova metoda

Zadatak 5.6 Izracunajte i skicirajte priblizno rjesenje diferencijalne jed-
nadzbe

y=y—e"  y0)=-1
na intervalu [0, 1] uz korake Az = 0.2 1 Az = 0.1.

5.5 Ortogonalne i izogonalne trajektorije

Izogonalna trajektorija obitelji (familije) krivulja F'(z,y,C) = 0 ovisne o
parametru C' je svaka krivulja koja sijece svaku krivulju zadane familije pod
zadanim kutom. Ukoliko je kut pravi, radi se o ortogonalnoj trajektorij.

Na primjer, ako je zadana familija pravaca koji prolaze kroz ishodiste,
y = kz, k € R, tada je svaka kruznica sa sredistem u ishodistu, 2> +y% = C,
C € (0,+00), ortogonalna trajektorija te familije (vidi sliku BEI0). Kazemo
da su dvije familije ortogonalne trajektorije jedna drugoj.

Ortogonalne trajektorije mozemo, ako postoje, naci sljede¢im postup-
kom:
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Slika 5.10: Ortogonalne trajektorije y = kz i 2% + 4% = C

1. prvo deriviramo jednadzbu zadane familije krivulja, Sto daje

OF OFd

oF  OFdy _

Or Oy dzx

2. eliminacija parametra C' iz prethodne jednadzbe i jednadzbe F'(z,y,C) =
0 daje diferencijalnu jednadzbu zadane familije krivulja, na primjer,

O(z,y,y') =0, (5.2)

3. za bilo koju krivulju vrijedi sljedece: koeficijent smjera tangente za-
dane krivulje u tocki (x,y(z)) je ¥'(z), a koeficijent smjera normale u
istoj tocki je —1/y'(x). Stoga ortogonalne trajektorije zadovoljavaju
diferencijalnu jednadzbu

1
P <x, Y, —?> =0

pa je rjeSenje ove jednadzbe jednadzba familije ortogonalnih trajekto-
rija.

Primjer 5.12 Nadimo ortogonalne trajektorije familije parabola z = ky?,
k € R: deriviranje daje
1=k2yy,

pri cemu smo koristili pravilo o deriviranju slozene funkcije. Kako je k =
x/y?, uvrstavanje daje diferencijalnu jednadzbu

/ Yy

y:%.
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Dakle, ortogonalne trajektorije zadovoljavaju jednadzbu

, 2z
y=—-——
Y
odnosno
ydy = —2xdr.
Integriranje daje
2
Y 2
J C
g U

pa su ortogonalne trajektorije elipse sa sredistem u ishodistu (vidi sliku BTT]),

i Y 1, o>

Slika 5.11: Ortogonalne trajektorije x = ky? i 22 + y?/2 = C

Zadatak 5.7 Dokazite da su kruznice 22+y? = C, C € (0, +-00) ortogonalne
trajektorije pravaca y = kx, k € R.

Postupak rac¢unanje izogonalnih trajektorija proizlazi iz sljede¢eg zapazanja:

ako je dy/dxr = tg¢ koeficijent smjera tangente na zadanu krivulju, i ako
je dyr/dx = tg koeficijent smjera tangente izogonalne trajektorije koja
zadanu krivulju sije¢e pod kutom «, tada vrijedi (vidi sliku BET2)

tgy —tga
tgo=tg(th —a) = Tttgvtga’
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odnosno
dﬂ —tga
dy _ _dw  °7 (5.3)
d ’ ’
dx ar tga+1
dx

Uvrstavanje ovog izraza za dy/dx u jednadzbu (22) i ispustanje indeksa T
daje diferencijalnu jednadzbu izogonalne trajektorije.

Slika 5.12: Tangens razlike kutova

Primjer 5.13 Nadimo izogonalne trajektorije familije pravaca y = kx koje
te pravce sijeku pod kutom 7 /4. Deriviranje zadane jednadzbe i eliminacija

konstante C'
dy _y

dr =«
U ovom slucaju je tga = tg(n/4) = 1 pa formule (B3) daje

dyr
Y _ dx
r dyr |
— +1
d:c+

Ispustanjem indeksa T i sredivanjem nastale jednadzbe dobili smo diferen-
cijalnu jednadzbu izogonalnih trajektorija:

Yy
ay 't
dx 1_g.
X

Ovo je homogena diferencijalna jednadzba ¢ije rjeSenje glasi

Invx?+y? = arctgy +InC.
x



242 DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

U polarnim koordinatama (7, ¢) vrijedi

%=tg<p, Var+y?=r
pa rjesenje glasi
Inr=¢p+InC,

odnosno
r=Ce¥

sto je jednadzba familije logaritamskih spirala (vidi sliku BT3]).

Slika 5.13: Izogonalne trajektorije y = kz i r = Ce?®

5.6 Singularna rjesenja i ovojnice

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe prvog reda oblika
F(z,y,y) =0

je skup funkcija ®(z,y, C') = 0 ovisnih o parametru C'. No, u nekim slu¢ajevima
diferencijalna jednadzba ima i rjesenje ¥(x,y) = 0 koje se ne moze dobiti iz
opc¢eg rjesenja ni za jednu vrijednost parametra C. Takvo rjeSenje zove se
singularno rjesenje i ima sljedec¢a svojstva koja navodimo bez dokaza:

S1. kroz svaku tocku W(z,y) = 0 prolaze dva rjesenja polazne diferencijalne
jednadzbe,
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S2. krivulja ¥(x,y) = 0 je ovojnica familije krivulja ®(x,y,C') = 0, odnosno
krivulja ¥(z,y) = 0 u svakoj svojoj tocki dira jednu od krivulja iz
familije ®(z,y,C) = 0,

S3. singularno rjesenje ¥(x,y) = 0 se dobije eliminacijom parametra C' iz
sustava jednadzbi

P(x,y,C) =0,

0
%Q(:c,y,C') =0.

Primjer 5.14 Nadimo singularno rjesenje diferencijalne jednadzbe
v(1+y?) =a* acR

Vrijedi
dy _
dx Y

Separacija varijabli daje

ydy

Jer

pa je rjeSenje jednadzbe familija kruznica radijusa « sa sredistem na x-osi:

= dx.

(x —C)? +y* =0’

Ovojnice ove familije su pravei y = a iy = —a (vidi sliku (&2I4)), a prema
svojstvu S2 to su ujedno i singularna rjeSenje polazne jednadzbe $to se lako
provjeri uvrstavanjem.

Singularno rjesenje smo mogli dobiti i pomoc¢u svojstva S3: jednakost
Op(2,y,0) =[x - O +y* —a’lp = —2(z — C) =0

povlaéi = C pa uvrstavanje u jednadzbu (z—C)?+y? = o? daje singularno

rjesenje y? = o?.

Zadatak 5.8 Nadite singularno rjesenje sljedec¢ih jednadzbi:

a) 2y(y' +2) —x(y)* =0,

b) v} () +y* —1=0.
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IV
AR

Slika 5.14: Ovojnice

Primjer 5.15 Clairautova diferencijalna jednadzba glasi
y=uzy + f(y).
Deriviranje jednadzbe daje
y =y +ay" + )y

odnosno
Y’z + f'(y)] = 0.

Izjednacavanje prvog faktora s nulom daje 3" = 0, odnosno 3’ = C. Dakle,
opce rjesenje jednadzbe glasi

y=Cx+ f(O),

§to je familija pravaca ovisna o parametru C'. Prema svojstvu S3, singularno
rjeSenje dobijemo eliminacijom parametra C' iz sustava

y=Cz+ f(C), 0=2z+ f/(C).
Na primjer, opée rjesenje jednadzbe (uz supstituciju t = x + 1)
y=azy +y + )

je
y=Clz+1)+C?
dok je singularno rjesenje jednako (vidi sliku (&IH))

1
y= —Z($+1)2~
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Slika 5.15: Clairautova jednadzba

Zadatak 5.9 Nadite opce i singularno rjesenje sljede¢ih jednadzbi:

b) y=uzy + ————.
) 1+ (y)?

5.7 Egzaktne jednadzbe i integrirajuc¢i faktori

Diferencijalna jednadzba oblika

P(z,y)dz + Q(z,y) dy = 0 (5.4)
je egzaktna ako je
oP 0Q
a_y —_— %. (5.5)

U tom slucaju postoji funkcija F'(z,y) takva da je
dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y) dy (5.6)
pa je rjeSenje jednadzbe dano s

F(x,y)=C.
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Opisimo postupak nalazenja funkcije F. Ukoliko navedena funkcija F'
postoji, tada je 0F/Jx = P, odnosno

F(r,y) = /P(w,y) dz + ¢(y),

pri ¢emu je ¢(y) neka funkcija od y. Nadalje,

OF (z,y) 0

0 = /P(:C,y) dr 4 ¢'(y) = Q(z,y)

pa je
J) = Qy) — 8% / P(z,y) da.

Izraz na desnoj strani prethodne jednakosti je funkcija od y jer uvjet (B
povlaci

0 0 0 0?
52 (@)~ 5 [ Pleds] = S0 - 57 [ P
0 0
Dakle,

o) = [ [Q(ac,y) iy -5 [ P dx} dy

pa je konacno

Fla,y) = / Pla,y) do + / [Q(m,y)dy—é% / P(x,y)dm] dy.

Kako je

)
~F —p
5 (z,y) (z,v),

0 0 0
s F@n =5 / Ple.y)ds +Qr.1) — 5 / Ple,y) de = Q(z,y),

funkcija F zaista zadovoljava jednakost (E0]).

Primjer 5.16 Prethodno opisnim postupkom nadimo rjesenje diferencijalne
jednadzbe
(22 + 29?) dx + (4zy + 3y%) dy.

Jednadzba je egzaktna jer je
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Vrijedi
F(z,y) = /(290 +2y2) dx + p(y) = 22 + 2xy* + o(y).
Dalje je
%F(% y) = dzy + ¢'(y) = day + 397,
pa je ¢ (y) = 3y? odnosno p(y) = y3. Rjesenje zadane jednadzbe je stoga

z? 4+ 2zy® + 4% = C.
Zadatak 5.10 Rijesite diferencijalne jednadzbe:
a) v (4oy + 3y%) + 2z + 29> + 1 = 0, uz uvijet y(0) = —1,
b) (z+e*/Y) dx + <1 — g) eV dy =0,

.
c) y = Y , uz uvjet y(1) = 7 /4.
T Cosy

Za neke jednadzbe oblika (E4)) koje nisu egzaktne, postoji funkcija p(z, y)
takva da je jednadzba

p(z,y) P(z,y) de + p(x,y) Q(x,y) dy = 0 (5.7)

egzaktna. U tom slucaju umjesto zadane jednadzbe () mozemo rijesiti
novu jednadzbu. Funkcija p je integrirajuéi faktor ili Eulerov multiplikator.
Ako je jednadzba ([B1) egzaktna, tada je (u P);, = (1 Q) pa je

tiy P+ Py = 115,Q + pQy,

odnosno

pry P — 11,Q = u(Q, — Py).
Ovo je parcijalna diferencijalna jednadzba koja moze biti i sloZenija od po-
laznog problema. Stoga nalazenje integrirajuceg faktora opéenito nije jed-

nostavno. No, kada je integrirajuéi faktor funkcija samo jedne varijable (bilo
z bilo y), tada je postupak sljedeci: ako je 1 = pu(z) tada je py, = 0 pa je

—py = (@ — Py),

odnosno

dp _ By —@Q

Iz Q
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Dakle, 1 = pu(z) mozemo nadi ukoliko je kvocijent na desnoj strani funkcija
od . Sli¢no, ako je u = p(y) tada je p), = 0 pa je

I p
di _ @~ By Pydy
L P

ukoliko je kvocijent na desnoj strani funkcija od .

Primjer 5.17 RijeSimo jednadzbu
(2% — 9?) dy + 2xy dz = 0.

Kako je P = 2 — 4?1 Q = 2zy te P} = =2y i Q) = 2y, jednadzba nije
egzaktna. Iz
Py' - Q. _ 4 2

Q 20y o«

zaklju¢ujemo da je pu = p(z). Imamo

du :—zdx,
i x
In|y| =Injz| 2 +1InC,
_C
= 22

Mozemo uzeti bilo koji integrirajuci faktor pa odaberimo C' = 1 odnosno y =
1/22. MnozZenje polazne jednadzbe s integrirajuéim faktorom daje egzaktnu
diferencijalnu jednadzbu (provjerite)

22 — 42
22

2
de + L dy = 0.
T

Postupak opisan na pocetku poglavlja daje:

F(z,y) =/(1— i—i) dx + ¢(y) :x+y;2+<ﬁ(y),
_

2y
Fy(z,y) = —+ ¢'(y) = ;
Dakle,

Yy)=0, oy =C
pa je rjeSenje zadane jednadzbe dano s

2
+L =c
x
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Zadatak 5.11 Rijesite diferencijalne jednadzbe:

a) y+ 1y —2)y =0,
b) (z +y3)dy —ydx = 0, uz uvijet y(1) = 1,
c) (623y + 3y?) dx + (22* + 62y Inx) dy = 0.

5.8 Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Linearna diferencijalna jednadzba prvog reda ima oblik

v +p(@)y = q(=). (5.8)
Rjesenje jednadzbe je

yzﬁéSL/«mu@Mx+c, u(a) = SP@E (59)

Ako je q(z) = 0, jednadzba je homogena,

Yy +p()y =0
Ovo je jednadzba sa separiranim varijablama:

dy
— = —p(x) dux.
” (x)
Dakle,

Iny = —/p(x) dx +1nC,
odnosno rjesSenje homogene jednadzbe glasi

y= eI r@is

U nehomogenom slucaju, jednadzba () je ekvivalentna s

dy + [p(x)y — q(x)]dzx = 0.

1z
dp _ Py —@Q; p(z) =0
L dr = dr = p(x)dx
. 0 I (x)

zakljucujemo da je integrirajudi faktor dan s

M(x) _ efp(a:)dz'
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Mnozenjem jednadzbe (B) integrirajué¢im faktorom imamo
el P@)dzys o[z ) ) o P drg ().
Formula za deriviranje produkta daje
[efp(m) dwy]/ = e P@drg gy,
a integriranje daje
efp(z)dxy = /efp(x)qu(x) dx +C

i formula (B3) je dokazana.

Primjer 5.18 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu
y=2y+az,  y(0)=2.
Vrijedi

N(CC) _ 6f(—2)dx e 2

pa je
y = e**[C + / e % dx).

Parcijalna integracija daje
1 1
/ezxx dr = ——zxe 2@ — — e
2 4

pa opce rjesenje glasi

1 1 1 1
2x —2z —2z 2x
= C—- - = =Ce*——or—-.
y=e [ 2xe 46 e 290 1
Pocetni uvjet daje
1
0)=C—--=2.
y(0) 1

Dakle, C' = 9/4 pa je rjeSenje zadaog problema funkcija

9 1 1
=¥ g

y(@) =4 5%~ 7

Zadatak 5.12 Rijesite diferencijalne jednadzbe:

a) ¥y —ysinxz = sinx cos z,
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2
b) y/+5y:x37

c) (1+22)y — 22y = (1 + 22)2, uz uvjet y(0) = 1.
Primjer 5.19 Bernoullijeva diferencijalna jednadzba glasi
Y =p)y+qx)y, reR
Ako je r = 0, radi se o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi prvog reda

oblika (ER). Ako je r = 1, tada imamo homogenu jednadzbu y' = [p(z) —
q(x)]y. U ostalim slucajevima koristimo supstituciju w = y'~". Uvrstavanjem

17/ 1 1 1 r
! = | —= Ly = — wirw
y [w } 1—r v v 1—r werw
dobili smo linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda

T

= p(z) wT + q(z) wTT,

1 o,
wI=r w
1—r

odnosno
w' = (1—=r)p(@)w+(1-r)q(z).

Zadatak 5.13 Rijesite diferencijalne jednadzbe:

a) vy =y + 6””3/3 (rjeSenje: y = (C/xQ —2e% [z + 2690/:62)_1/2 ),

b) v + L =%t (riefenje: y = 1/(x/3 I |CJal) ).

5.9 Linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda

Linearna diferencijalna jednadzba drugog reda glasi

y' +p@)y +aq(z)y = f(z),

pri ¢emu su funkcije p, ¢ i f neprekidne na nekom intervalu Z C R na kojem
promatramo jednadzbu. RjeSenje jednadzbe je svaka funkcija y koja za bilo
koji x¢g € Z moze zadovoljiti proizvoljne pocetne uvjete

y(zo) =a,  y'(z9) ="
Pripadna homogena jednadzba glasi

Y +p(x)y +q(z)y = 0.
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U opcenitom sluc¢aju kada su p i ¢ proizvoljne funkcije od x, ne postoji
univerzalna metoda za rjeSavanje linearne diferencijalne jednadzbe drugog
reda (B2I4l). No, takva metoda postoji u slucaju kada su p i g konstante (vidi
poglavlje B93).

Poglavlje je organizirano na sljedeé¢i nacin: prvo je uveden pojam line-
arne nezavisnosti funkcija. Potom je opisana struktura rjeSenje homogene
jednadzbe (BITl). Nakon toga opisane su metode varijacije konstanti i me-
toda neodredenih koeficijenata za rjeSsavanje nehomogene jednadzbe (BI4).
Na kraju je opisan postupak rjesavanja jednadzbe s konstantnim koeficijen-
tima.

Definicija 5.2 Funkcije y1 i y2 su linearno nezavisne na intervalu Z ako
identitet
Cyyi(x) + Coya(x) =0, Vo €T, (5.10)

pri ¢emu su C7 i Cy realne konstante, povlaci C; = Cy = 0.

Ova definicija je formalno jednaka definiciji linearne nezavisnosti vektora
[M1, §2.5]. Provjera linearne nezavisnosti je nesto sloZenija i za nju su nam
potrebni sljede¢a definicija i teorem.

Definicija 5.3 Neka su y1,y2 : Z — R derivabilne funkcije. Funkcija

yi(z) ()
yi(z) yh(x)

/

W(z) = = y1(7) ya(2) — y1(2) y2 ()

je determinanta Wronskog ili Wronskijan funkcija y; i yo.

Teorem 5.1 Ako su funkcije y1 i yo linearno zavisne na intervalu I, tada
je njithov Wronskijan identicno jednak nula.

Dokaz. Neka je
Cry1 +Caya =0,

pri ¢emu je, na primjer, Co # 0. Tada je yo = Ay; za A = —C1/C5. No,

tada je i

Y1 Ay

v

i teorem je dokazan. H

Y1 U1
T

W = =0, Veel

Zakljuc¢ujemo da su dvije funkcije linearno nezavisne ¢im je Wronskijan
u barem jednoj tocki razli¢it od nule, Sto nije tesko provjeriti.
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5.9.1 Homogene jednadzbe

Sljedec¢a dva teorema daju strukturu rjesenja homogene jednadzbe
y" +p@)y +q()y =0. (5.11)

Teorem 5.2 Ako su y1 i y2 dva rjesenja homogene jednadzbe [Idl), tada
je i svaka mjihova linearna kombinacija Cyy1 + Coys takoder rjesenje te
jednadzbe.

Dokaz. Teorem se dokazuje direktnim uvrstavanjem. B

Teorem 5.3 Neka suyy iys dva rjesenja homogene jednadzbe [Idl). Sljedece
tordnje su ekm’valentn%

(i) W(x) #0 za svaki x € T,

(ii)) W(zo) # 0 za neki xo € Z,
(iii) funkcije y1 i y2 su linearno nezavisne na intervalu Z,
(iv) opée rjesenje jednadzbe dano je s Ciy; + Caya.

Dokaz. Implikacija (i) = (i) slijedi iz teorema Bl

Implikaciju (i) = (i) dokazujemo na sljedeéi nacin: kako su y; i ys
rjeSenja zadane jednadzbe, vrijedi

yi +p(x)y +q(z)y1 =0,
Yy + p(x) yy + q(z) y2 = 0.

Mnozenjem prva jednadzbe s 9 i druge s yo te oduzimanjem prve jednadzbe
od druge, imamo

(yay1 — y1v2) + p(@) (Yayr — v1y2) =0,
odnosno, prema definiciji Wronskijana,

W'+ p(x) W = 0.

3Drugim rije¢ima, ako je bilo koja tvrdnja istinita, tada su istinite i ostale.
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Separacija varijabli i teorem daju

xT

InW = —/p(t)dt—i—lnC,

zo

odnosno N
— [ p(t)dt
W(z)=Ce " . (5.12)

Uvrstavanjem tocke z = ¢ slijedi C' = W (zg), odnosno

— [ p(t) dt
W(x) = W(xg)e o

Kako je po pretpostavci W(xzg) # 0, a eksponencijalna funkcija je uvijek
nenegativna, zakljuéujemo da je W (z) # 0 za svaki z € Z pa je implikacija
dokazana.

Implikacija (i) = (iii) je ocita (teorem BI).

S ovim smo dokazali ekvivalentnost tvrdnji (i) — (éi7). Preostaje jos
ukljuciti tvrdnju (iv). Dokazimo ekvivalentnost tvrdnji (i) i (iv). Funkcija
y = Cyy1 + Cay2 je opce rjesenje jednadzbe ([BIT) ako za bilo koje pocetne
uvjete

y(xO) = a, y/(xO) = b7 ZTo € Iv
mozemo nacéi odgovarajuce konstante Cy i Cy tako da uvjeti budu zadovo-

ljeni. Uvrstavanjem zakljuc¢ujemo da su C7 i Cs rjeSenja sustava linearnih
jednadzbi

C1y1(xo) + Co2y2(w0) = a

C1y1(w0) + Cays(w0) = b.
Determinanta matrice ovog sustava je upravo Wronskijan. Prema Kronecker-
Capellijevom teoremu [M1, teorem 2.5] i svojstvu determinanti D8 iz [MI1,
§2.9.1], ovaj sustav ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je W(x) # 0 za
svaki x = g u intervalu Z i teorem je dokazan. B

Skup linearno nezavisnih rjesenja homogene jednadzbe (EII]) zove se
fundamentalan skup rjesenja.

Primjer 5.20 Rjesenja diferencijalne jednadzbe
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su
1

=z, Y2 = ——,
xr

Sto se lako provjeri uvr§tavanjem. Wronskijan je jednak

1
x [

Ocito je W(x) # 0 za = # 0 pa su prema teoremu B3 funkcije y1 1 yo linearno
nezavisne, a opcée rjesenje jednadzbe glasi

1
y=Ciz+Cy—.
T

Ukoliko znamo samo jedno rjesenje zadane homogene jednadzbe, drugo
linearno nezavisno rjesenje mozemo dobiti koristeé¢i formulu ([EI2). Prema
toj formuli je

yiyh —yayy = Ce Jr0)de,

Dijeljenjem ove jednadzbe s y? imamo

yiys—yeyr 1 o= p(@) de
2 2
Yy 5

pa pravilo o deriviranju produkta daje
E_GQ>:_£Ceamwwq
dr \y1 h

odnosno

— [ p(z)d=x
@:/giﬁ——m+u
Y1 Y1

Kako trazimo samo jedno rjesenje, mozemo uzeti C =11 D =0 pa je

e~ [ p()de
Y2 = y1/72 dx. (5.13)
Y

Funkcije y1 1 y2 su o¢ito linearno nezavisne jer je funkcija yo /y; razlicita od
konstante pa je opée rjesenje jednadzbe jednako

e~ J p(z)dx

y=C1y1+ng1/7y2 dx.
i
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Primjer 5.21 Jedno rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe
(1—2%)y" —2zy +2y =0
je y1 = z. Prema formuli (BI3)) vrijedi
22 dx

/ef 1—22 J /e_ln|1—$2| p / dx
=z | ——do=2 | ——dr =2 | 5=
b2 x? x? 2|1 — 22|

1 1+
=—zxln
2 1—=x

+1

pa je opce rjesenje zadane jednadzbe jednako

1+
1—=z

1
y=Ciz+ Co (Exln

£1).

5.9.2 Nehomogene jednadzbe

Sljededi teorem daje opée rjesenje linearne diferencijalne jednadzbe dru-
gog reda
y' +p@)y +alx)y = f(2). (5.14)
Teorem 5.4 Opce rjesenje jednadzbe ([5-I14) dano je s
Y=y +yp,
gdje je yp neko partikularno rjesenje, odnosno
yp +p(@)yp +qlx)y = f(z),

a yg rjesenje pripadne homogene jednadzbe [I).

Dokaz. Funkcija y je zaista rjeSenje jer vrijedi

(ya +yp)" +p(x) (ya +yp) +q(x) (ya +yp) =
=l + (@) Yy + (@) yu] + [p + p(@) yp + a(x) yp] = 0+ f(z) = f(2).

Jos treba pokazati da funkcija y moze zadovoljiti bilo koje pocetne uvjete
y(.fﬂo) =a, y/(.fﬂo) = ba Ty € 7.

Prema teoremu B3 rjesenje homogene jednadzbe je oblika yg = Cyy; +
Cs ya, gdje su y;1 i1 yo linearno nezavisne funkcije. Dakle,

y=Ciy1 +Cay2+yp.
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Uvrstavanjem dobivamo sustav linearnih jednadzbi u nepoznanicama C i
CQ:
Cryi(wo) + Caya(zo) = a — yp(o)
C1y1(w0) + C2 yh(w0) = b — yp(wo).
Determinanta matrice ovog sustava je upravo Wronskijan koji je razli¢it od

nule po teoremu Stoga sustav ima jedinstveno rjeSenje i teorem je do-
kazan. ®

Partikularno rjesenje nalazimo metodom wvarijacije konstanti. Neka je
y = C1y1 + Cs 9o rjeSenje pripadne homogene jednadzbe pri ¢emu su y i
1o linearno nezavisne funkcije. Partikularno rjesenje nehomogene jednadzbe
trazimo u istom obliku, s tom razlikom $to pretpostavljamo da Cy i Cs nisu
konstante veé neke funkcije od z. Deriviranje daje

y'=Ciyr+ Cayy + Cryr + Ch 0.
Odaberimo funkcije C i Cy tako da zadovoljavaju uvjet
Clyr + Chys = 0. (5.15)

Tada je
y'=Ciyr +Coyp

pa je
y' = Cry] + Coyy + Cry) + Cyys.

Uvrstavanje u jednadzbu (EI4) daje
Cryi +Cays+C1 y1+Ca yo+p(x)[Cryy +Ca yo) +q(2) (CLy1 +Ca ) = f(x),

odnosno

C1 [y +p(x) yy + () y1] + Ca [y +p(2) v+ q(x) y2] + Cr v + Coyp = f(x).

Kako su g7 1 y2 rjeSenja homogene jednadzbe, izrazi u uglatim zagradama
su jednaki nula pa je
Clyy + Cyyy = f(2).

Kombinirajuéi ovu jednakost s jednakoséu ([EIH), vidimo da su funkcije Cf
i C, rjesenje sustava linearnih jednadzbi
Ciy1+Chyz =0, (5.16)
Ciyr + Cyyp = f(a).
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Determinanta ovog sustava je Wronskijan linearno nezavisnih funkcija y; i
yo koji je uvijek razli¢it od nule pa sustav ima jedinstveno rjeSenje. Ako je
rjeSenje sustava, na primjer,

Ci=oax),  Cyz)=p(=),

tada je, konac¢no,

Cl(x):/a(x)dx—i—A, Cg(x):/ﬁ(x)dx—i—B

pri ¢emu su A i B konstante integracije.

Primjer 5.22 Nadimo opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

Iz

slijedi
Iny =Inz+InC

pa je y' = Cz. Dakle,
y = Cp 2% + Cs.

Partikularno rjesenje ¢emo odrediti metodom varijacije konstanti: funkcije
C1 i Oy ¢emo odrediti iz rjeSenja sustava

Crz?+Cj1=0, 2C124+C)-0=u.

Dakle,
1
Ci:i’ Cé:——xQ
pa je
1 1 3
0125.%'4-/1, CQZ—E.%' + B.

Stoga je, uz A = B = 0, partikularno rjeSenje jednako,

1
?/P201$2+02:§333

pa je opce rjesenje jednako

1
y:yH‘f‘yP:Clw2+Cg+§$3.
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Napomena 5.1 Ukoliko je funkcija f zbroj dviju funkcija, f(x) = fi(z) +
fa(x), tada je partikularno rjesenje jednadzbe

y' +p@)y +a(@)y = fi(2) + fao@)
jednako yp = yp, + yp, pri cemu je

yp +p(@)yp +q(x)y = fi(z), i=12.

Na primjer, partikularno rjesenje jednadzbe y” — 4y = z je yp, = /4, a par-
tikularno rjesenje jednadzbe y” — 4y = 3e” je yp, = 3e” /5 pa je partikularno
rjeSenje jednadzbe

Y —dy =+ 3e”

jednako

L
= =X —€ .
Y=3%"5

5.9.3 Jednadzbe s konstantnim koeficijentima

Linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijen-
tima glasi
y' +ay +by= f(z), a,b e R. (5.17)

RjeSenje pripadne homogene jednadzbe,
' +ay +by=0, a,b € R, (5.18)

trazimo u obliku y = e*?, pri ¢emu, prema teoremu 3 trebamo nadéi dva
linearno nezavisna rjeSenja. UvrStavanje daje

N rarer® +bheT =0,

odnosno

AT\ aX+b)=0.
Kako je eksponencijalna funkcija uvijek nenegativna, A ¢emo dobiti kao
rjeSenje karakteristicne jednadzbe

N 4+al+b=0.

Dakle, vrijedi
N —a++va?—4b
1,2 =

’ 2

pa razlikujemo tri slucaja.
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Ako je a® — 4b > 0, nul-tocke su razlicite i realne, A\; # Ao, A1, Ay € R.

Tada su

A A
Y1 =e'", Yo = 2"

dva linearno nezavisna rjeSenja homogene jednadzbe jer je

Az Ao

e e .
W(@) = |\ ey ehar| = €702 =) £0

pa je
yi = CreM® + Che?,

Ako je a® — 4b = 0, tada imamo jednu dvostruku realnu nul-tocku,
AM=X=A=—.

Dva linearno nezavisna rjeSenja homogene jednadzbe su jednaka

v = e, yp = we™”
pa je
_ pv Az
yg = Cre™ + Coze™”.
Zaista, funkcija 17 je rjeSenje homogene jednadzbe jer A zadovoljava karak-
teristiénu jednadzbu, dok je funkcija yo prema formuli (EI3) jednaka

Az e—fada: Az Az
Yo =¢€ —5gdr=e dxr = xe™.
e

Ako je a®> — 4b < 0, nul-tocke su konjugirano kompleksne, A\; = Ay € C,
odnosno

V4b — V4b —
)\1:—%+iTaEa+ﬂi, Alz—g—iTaEa—ﬁi.

Tada su

AT

A
y1 = e, Yo = e

dva linearno nezavisna rjesenja homogene jednadzbe, kao i u prvom slucaju.
No, prema teoremu B2 i funkcije

_ Y1+ Y2 _ 1[e(a+ﬁi)z + e(afﬁi)z]

2 2

= %[eam(cos Bx +isin fzx) + e (cos fz — isin fz)]

Y3

= e** cos fx
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2 2i
su takoder rjesenja jednadzbe ([BIFl). Pomoéu Wronskijana vidimo da su
funkcije y3 1 y4 linearno nezavisne pa je

ya= Y2 1 [elotBi)e _ gla=Bia] — gom gy 3o

yu = e**(C} cos fx 4+ Cysin fx).

Primjer 5.23 a) Za jednadzbu
v +y —2y=0
karakteristicna jednadzba glasi
M4+A-2=0.
Stoga je A\ = 11 Ay = —2 pa je rjeSenje zadane jednadzbe jednako

y = C1e® + Coe 2",

b) Karakteristi¢na jednadzba jednadzbe
y' =4y +4y =0

glasi
N —dN+4=0.

Stoga je A\ = Ay = 2 pa je rjeSenje jednadzbe jednako

y = C1e* 4 Cowe?.

¢) Nadimo rjesenja jednadzbe
y' +2y +5y=0, y0)=1, ' (0)=0.
Karakteristicna jednadzba glasi
A +2X+5=0.
Rjesenja su konjugirano kompleksna,
A= —1+4 24, Ay =—1—2q,

pa je
y = e “(C}cos2x + Cysin 2z).
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Prvi uvjet daje
y(0) =1=C1cos0+ Cysin0 = (.
Kako je
y'(x) = —e 7 (1-cos2z + Cosin2z) + e *(1 - (—2sin2z) + 2 Cy cos 2z),

drugi uvjet daje
y'(0)=0=—1+2Cy,

odnosno Cy = 1/2, pa je opce rjeSenje jednadzbe

1
y=e* (cos 22 + 3 sin 2x> .

Nakon $to smo izracunali rjeSenje homogene jednadzbe ([BIF), partiku-
larno rjesenje yp jednadzbe (B2I1) mozemo naéi ili metodom varijacije kons-
tanti iz poglavljaB29.2ili metodom neodredenih koeficijenata koja je opisana
na kraju ovog poglavlja.

Primjer 5.24 RijeSimo jednadzbu
Y+ 4y + 3y = .

Karakteristi¢na jednadzba glasi A> + 4\ +3 =0 paje A\ = —11i Xy = —3.
Rjesenje pripadne homogene jednadzbe je stoga

yn = Cire " + Che ™, (5.19)
Metoda varijacije konstanti daje sustav (&I0):

Cie ®+C} e 73 =,
Cl(—e )+ (4 (—36731) = 2.

Sustav mozemo rijestiti, na primjer, Cramerovim pravilom [M1, §2.9.5]:

0 673:)3
-3z —3x
r —3e —ze 1
Ci(z) = T = 3 =—zxe”,
—e % _3 6731
e 0
—e 7’ z re * 1
Ch(z) = T = 3 = —— et
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Integriranje daje

1 1
Cl(x):/Exemdxzi(x—l)em—i—fl,

1 1
Ca(x) = /—§$63m dx = —1—8(356— 1)e3® + B.

Odabirom konstanti A = B = 0 i uvrstavanjem funkcija C1(z) i Cao(z) u
formulu (BI9) dobili smo partikularno rjesenje

1 4
= —-r — —
yp 3 9

pa je opce rjesenje zadane jednadzbe jednako

O W~

xr —

Wl =

y=yg +yp=Cre " +Coe 3 +

Ukoliko funkcija f(z) u jednadzbi (BIZ) ima poseban oblik,
f(x) = e"p(x) cosbx + e q(x) sin bz, (5.20)

pri ¢emu su p i ¢ polinomi stupnja najvise m, tada partikularno rjesenje
mozemo naci metodom neodredenih koeficijenata: ako je a+ib nul-tocka ka-
rakteristicnog polinoma kratnosti k, k € {0, 1,2}, tada partikularno rjesenje
yp ima oblik

yp = x°e™® [(Ag + A1z + - - - + Apa™) cos bz+
+(Bo+ Bix + -+ + Bpa™)sinbz . (5.21)

Uvrstavanjem ove funkcije u jednadzbu (BI7) i izjednac¢avanjem ogovarajuéih
koeficijenata, dobijemo sustav linearnih jednadzbi koji uvijek ima jedins-
tveno rjesenje.

Primjer 5.25 Funkcija f(z) = x u primjeru B224 ima oblik (E220) uz a = 0,
b=0,m=11p(x) ==z Prema formuli (21, partikularno rjesenje ima
oblik

yp = (A() + AlfL‘) eox = Ay + Ajx.

Uvrstavanje u zadanu jednadzbu daje

Izjednacavanje lijeve i desne strane po potencijama od = daje sustav jed-
nadzbi
3A; =1, 4A14+3A4=0
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pa je partikularno rjesenje jednako
1 4
=—-x——.
yp 3 9

Ovaj postupak je jednostavniji od metode varijacije konstanti koju smo ko-
ristili u primjeru

Primjer 5.26 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu
y' +9y = (2% + 1),
Rjesenje homogene jednadzbe je
y = C cos 3z + Cs sin 3.

Funkcija f ima oblik (B20) uz a = 3, b =0, m = 2 i p(z) = 22 + 1. Stoga,
prema formuli (&ZI]) partikularno rjesenje ima oblik

yp = (Az® + Bz + C) .

Uvrstavanje yp u zadanu jednadzbu, kraéenje s €3 i izjednacavanje koefici-

jenata uz potencije od x, daje sustav jednadzbi s nepoznanicama A, B i C
Cije je rjesenje

T8 T or TRl
Dakle, partikularno rjesenje je jednako

1 1
B )

a opcCe rjesenje zadane jednadzbe je y = yg + yp.

Primjer 5.27 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu
y" + 4y = cos 2.

Nul-tocke karakteristi¢ne jednadzbe su A\; = 2¢ i A\y = —2¢ pa je rjeSenje
homogene jednadzbe jednako

yg = C1 cos 2z + Cy sin 2.

Funkcija f ima oblik (B20) uza =0,b=2, m =01ip(x) = 1. Kako je a+1b
nul-tocka karakteristicne jednadzbe kratnosti £ = 1, u skladu s formulom
(EZT) partikularno rjesenje ima oblik

yp = x (Acos 2z + Bsin2z).
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Uvrstavanje yp u zadanu jednadzbu i izjednacavanje koeficijenata uz sin 2x

i cos 2z daje
1

A=0, B=-
4
pa je opce rjesenje zadane jednadzbe jednako

. 1
y=yg+yp= 010082.%'+CQSII12(L‘+Z{L'SHI2{L‘.

Zadatak 5.14 Rijesite diferencijalne jednadzbe:

a) y'+3y =3xe 3" (rjeSenje: y = A+ Be 3% — S 2% e737 — L e737),
.~ . . 2
b) v +y= SiI].lg,fC (rjesenje: y = Asinz + Beosx + &L — )

c) y'+4y==z, y0)=1, ¢ (0)=0 (rjesenje: y = 2 ¥+ L e 20—
1)

d) v +7y +6y=(x—2)e” (rjesenje: y = A + Be® +x(—f 2+
9 x
%)6 )7

e) y'—y=3e**cosx (rjeSenje: y = Ae®+Be 42 (% cos :c—f—% sin x)

~—

f) v +4y +7y=0, y0)=1, (0)=1,

g) ¥y +2y +5y=2cosu.

5.9.4 Slobodna, gusSena i prisilna titranja

Najzanimljviji problem koji se svodi na diferencijalnu jednadzbu drugog
reda sa konstantnim koeficijentima je sustav mase i opruge. Tijelo mase
m titra na opruzi koja ima koeficijent opruge k£ > 0. Sustav ima dodatno
trenje (gusenje) s koeficijentom gusenja b > 0, a na tijelo djeluje vanjska sila
f. Neka je y(t) otklon tijela od polozaja mirovanja u trenutku ¢. Na tijelo
djeluju sljedece sile:

— sila jednaka umnosku mase i ubrzanja prema Newtonovom drugom
zakonu gibanja,
d?y
m—-,
dt?
— sila guSenja koja je proporcionalna brzini,

dy

pd
dt’
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— i sila kojom djeluje opruga prema Hookeovom zakonu, a koja je pro-
porcionalna otklonu od polozaja mirovanja (vidi primjer ZZ20),

ky.

Navedene sile moraju biti u ravnotezi s vanjskom silom f, sto daje diferen-
cijalnu jednadzbu drugog reda s konstantnim koeficijentimas:

d’y . dy

—4+b—+ky=f(1). 5.22
Ovaj sustav, koji je slozeniji od sustava opisanog u primjeru .1l je prikazan
na slici

‘ .

— y(® m

y (t)

Slika 5.16: Titranje mase objeSene na oprugu uz guSenje i vanjsku silu

U najjednostavnijem slu¢aju kada nema ni gusSenja ni vanjske sile (b =
01 f(t) = 0), radi se o harmonijskom oscilatoru. Pripadna (homogena)
diferencijalna jednadzba glasi

d?y
— +ky=0.
m p7 + Ky
Karakteristicna jednadzba je
ok
m

pa jednazba titranja glasi

k
y(t) = Cycosat + Cosinat, o=/ —,
m
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Sto je periodicka funkcija s periodom

2 m
P=—=2 —.
«Q 7T\/k‘

Konstante C i Cy mozemo odrediti iz poc¢etnog polozaja y(tg) = yo i potetne
brzine y'(tg) = y1. Nadalje, uz oznake

A=./C?+C3, cosgpz%, singpz%, (5.23)

y(t) = A (cos at cos p + sin at sin @)

Imamo

pa adicioni teorem [M1, §4.6.5] daje opéu kosinusoidu

y(t) = Acos(at — @).

U slucaju kada nema vanjske sile, (homogena) diferencijalna jednadzba

glasi

d?y dy
Y Y k=0
M T TR

Karakteristicna jednadzba glasi
mAN+bA+k=0

pa je
b+ VP —4mk
2m ’
U skladu s razmatranjima iz poglavlja O3 razlikujemo tri slucaja:

A2 =

(i) ako je b2 —4mk > 0, tada je A2 € R, A1 # Ao i A2 <0 paje rjesenje
diferencijalne jednadzbe jednako

y=CreM! + Cye,

(i) ako je b* —4mk = 0, tada je Ay = Ao = A = —b/(2m) pa je rjeenje
diferencijalne jednadzbe jednako

Yy = Cle’\t + Cgtekt,

(iii) ako je b*> —4mk < 0, tada je

b b2 —4Amk
Mo=—— i "2 _ 448
’ 2m 2m

pa je rjesenje diferencijalne jednadzbe jednako

y = e (O cos Bt + Co sin Bt).
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U sva tri slucaja vrijedi lim; o y(t) = 0. U prvom slu¢aju radi se o
gusenju bez titranja, u drugom sluc¢aju moze doéi do jednokratnog porasta
pocetnog otklona nakon ¢ega nastupa guSenje bez titranja, a u tre¢em slucaju
se radi o gusenom titranju oko polozaja ravnoteze. Primjeri ponasanja sus-
tava dani su na slici BET7

exp(-t)+exp(-2*t) —
/\ exp(-t)+2*t*exp(-t) —
I exp(-)*(2*cos(2*t)+3*sin(2*t)) —

\

\\

_\,\\
1 T \\ h .
1 t

Slika 5.17: GusSeno titranje

Ukoliko na sustav djeluje i vanjska sila f, radi se o prisilnim oscilacijama.
Sustav je opisan nehomogenom jednadzbom ([B22)). Ponasanje sustava opisat
¢emo na primjeru kada je vanjska sila jednaka

f(t) = Fcosct, c>0.

Kao sto smo veé vidjeli, kod rjeSavanja pripadne homogene jednadzbe razli-
kujemo tri sluéaja. U prvom sluéaju, kada je b>—4mk > 0, rjeSenje pripadne
homogene jednadzbe glasi

yi = C1eM + Cy e,

Partikularno rjesenje mozemo nac¢i metodom neodredenih koeficijenta koja
je opisana u poglavlju B33 1z formula (B20) i (&ZI) zakljuéujemo da
partikularno rjesenje ima oblik

yp = G1 cosct + Gysinct. (5.24)
Vrijedi
yp = Gic(—sinct) + Go ¢ cos ct,
y}'; = —G1? cosct — Gy P sin ct. (5.25)
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Uvrstavanje u jednadzbu ([E22) daje

m (—G1c? cosct — Gy ?sinct) + b (=G sinct + Gy ¢ cosct)
+ k (G cosct + Gasinet) = F cos ct.

Izjednacavanje koeficijenata uz cosct i sin ¢t daje sustav linearnih jednadzbi
s nepoznanicama G171 i Go:

(=be) Gy + (—m? + k) Gy =0,
(—mc* 4+ k)G + (be)Gy = F.

Cramerovo pravilo [M1, §2.9.5] daje

Gy — —F(-mc*+k)  F(k—=md)
LT T2 —(—mE+ k)2 (k—me)2+ (be)?’
o — —F (be) B F(be)
2T )= (—m+k? (k-m)?+ (beo)?
Uz oznaku

h(c)?> = (k—mc?)? + (be)?

mozemo pisati

F
yp = [(k —mc?)cosct + (be)sinet],
[h(c)]?
a uz oznake
COS — LW SiIl _ bC
TR YT

slijedi uobicajeni oblik partikularnog rjesenja

COS €t COS @ -+ sin ¢t S1n (2] cos(cC ®Y).
g h(C) h(C)

Dosadasnje razmatranje omogucava nam uvid u ponasanje zadanog sus-
tava. Opce rjesenje jednadzbe ([22),

F
y =y +yp=CreM + Cye™ + w cos(ct — )
se sastoji iz dva dijela. Prvi dio, yg, tezi k nuli kada t — oo i taj dio
predstavlja prijelazno rjesenje. Drugi dio, yp, je periodicka funkcija s peri-
odom P = 27/c. Kada t — oo ponaSanje sustava je periodicko i ne ovisi o
pocetnim uvjetimaE ve¢ samo o vanjskoj sili f. Primjer ponaSanja sustava
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exp(-t)+exp(-2*t)+0.5*cos(3*t) —

Slika 5.18: Guseni sustav s prisilnim oscilacijama

dan je na slici Sliéni zakljucci vrijede i u dva preostala slucaja gusenog
sustava s prisilnim oscilacijama, b> —4mk =01b> —4mk < 0.

Promotrimo jo$ sustav s prisilnim oscilacijama bez gusenja (b = 0) ¢ija
jednadzba glasi

d?y
mﬁ—i—ky:f(t) = F cos ct. (5.26)
Rjesenje pripadne homogene jednadzbe je
. k
y = Cy cos at + Cysin at, a=1/—.
m

Razlikujemo dva slu¢aja. Ako je ¢ # «, tada prema formulama (20) i (Z1))
partikularno rjeSenje ima oblik (Z)). Uvrstavanje izraza (024]) i (2Z0) u
jednadzbu sustava i izjednacavanje koeficijenata uz cos ct i sin ¢t daje sustav
linearnih jednadzbi s nepoznanicama G i Ga

(—mc2+k)Gy =0,
(-mc®+ k)G, = F.

Rjesenje sustava je ocito,

F F
G = = , G2 =0
"TkemeZ  m@-@) 2
pa je opce rjesenje jednadzbe (BZH) jednako
. F
y=vyg +yp = Cicosat + Cysin at + ————5 cosct.
m(a? — c?)

1O pocetnim uvjetima ovise konstante C; i C2, no taj dio rjeSenja nestaje u be-
skonacnosti.
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Uz oznake (BZ3) imamo

F
= Acos(at — ———— cosct.
Y ( ¢)+m(a2_c2)
Vidimo da je opce rjesenje jednadzbe (B220) zbroj dvaju periodickih funkcija
s periodima P} = 27/a i Py = 27/¢, redom. Ako je ¢/a = p/q € Q pri cemu
je p,q € Nipigqnemaju zajednickih faktora, tada je y periodicka funkcija
s periodom
2 2
p- M4 _ P
o' c

U protivnom y je skoro periodicna funkcija.

Potencijalno najopasniji je slu¢aj kada je ¢ = a, odnosno kada vanjska
sila i rjeSenje homogene jednadzbe imaju istu frekvenciju. Tada nastaje
fenomen mehanicke rezonancije sustava. Prema formulama (B20) i (B21))
partikularno rjesenje ima oblik

yp =t (Gy cos at + Gy sin at).

Uvrstavanje yp i ¥/, u jednadzbu sustava i izjednacavanje koeficijenata uz
cos at i sin at daje sustav linearnih jednadzbi Cije je rjesenje

G =0, Gy = a

2am’

Dakle, opée rjesenje jednadzbe (B26]) u ovom slucaju glasi

sin at.

Ft
Yy =1yn +yp = Acos(at — ) +
2am

Ovo je periodicka funkcija s periodom P = 27w /a. Medutim, oscilacije su
neomedene kada t — oo (vidi sliku[BT9) pa ¢e za dovoljno veliki ¢ doé¢i do raz-
bijanja sustava. Uo¢imo da do fenomena rezonancije ne moze do¢i ukoliko sustav ima gusac.

Zadatak 5.15 a) Proucite rusenje mosta [Tacoma Narrows koje s dogodilo
1940. godineﬁ. Sto je uzrok kolapsa mosta?

b) Proucite detalje slicnog problema oscilacija koji se pojavio na pjesackom
mostu |[Millenium bridge koji je izgraden 2000. godine u Londondl. Kako
je rijeSen problem? ZaSto vojska preko mosta nikad ne prelazi strojnim
korakom?

c) Kako izgleda automobilski amortizer i zasto?

®Vidi [http://en.wikipedia.org /wiki/Tacoma_Narrows_Bridgel
5Vidi http://en.wikipedia.org/wiki/London_Millennium_Bridgel


http://en.wikipedia.org/wiki/Tacoma_Narrows_Bridge
http://en.wikipedia.org/wiki/London_Millennium_Bridge
http://en.wikipedia.org/wiki/Tacoma_Narrows_Bridge
http://en.wikipedia.org/wiki/London_Millennium_Bridge
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COS(4*t-1)+0.5*t*sin(4*t)
AT

Slika 5.19: Neomedjene oscilacije

Na kraju, primijetimo da mehanicki sustav koji se sastoji od mase, opruge
i gusaca ima svoj elektri¢ni ekvivalent. Promotrimo strujni krug koji se
sastoji od kondenzatora kapaciteta C farada (F), otpora od R oma (Ohm)
i zavojnice s induktivitetom L henrija (H), a na koji djeluje elektromotorna
sila koja u trenutku ¢ proizvodi napon od E(t) volta (V) i struju od I(t)
ampera (A) (usporedi s primjerom B2). Krug je prikazan na slici

Cc

[
N |10

L
Slika 5.20: Strujni krug s kondenzatorom, otporom i zavojnicom

Prema Ohmovom zakonu pad napona na otporu jednak je RI. Pad na-
pona na zavojnici jednak je L(dI/dt), a pad napona na kondenzatoru jednak
je Q/C, pri ¢emu je @ naboj pozitivne ploce kondenzatora. Prema Kirchof-
fovom zakonu zbroj padova napona jednak je naponu kojeg daje naponski
izvor, odnosno

dI Q
L= + RI+ 2 = E().
dt+R +C (t)
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Iz ove jednadzbe mozemo dobiti linearnu jednadzbu drugog reda na dva
nacina: uvrstavanje I = d@Q/dt daje

d’Q g 1
LW+RE+EQ_E@)’
dok deriviranje daje
d’1 dl 1
L—5+R—+—=1=Ft).
RTINS ®)

Usporedujuéi obje prethodne jednadzbe s jednadzbom ([22) zakljucujemo
da je zavojnica ekvivalentna s masom, otpor s guSacem, a kondenzator s
oprugom. Takoder zaklju¢ujemo da prijelazna faza rjesenje odgovara zagri-
javanju elektricnog uredaja (na primjer, televizije), dok je otpor nuznan radi
izbjegavanja rezonancije sustava.

5.10 Linearne diferencijalne jednadzbe viSeg reda

U ovom poglavlju poopcéit ¢emo rezultate iz poglavlja na linearne
jednadzbe viseg reda. Dokazi tvrdnji su sliéni dokazima iz poglavlja B3 pa
ih izostavljamo.

Linearna diferencijalna jednadzba viseg reda glasi
Yy + P (@) y" Y 4t pr(@) Y+ po(a) y = f(a), (5.27)

pri cemu su funkcije p; 1 f neprekidne na nekom intervalu Z C R na kojem
promatramo jednadzbu. Rjesenje jednadzbe je svaka funkcija y koja za bilo
koji x¢g € Z moze zadovoljiti pocetne uvjete

y(zo) = a0, ¥(xo)=ar, ..., y"(zo)=an-1.
Pripadna homogena jednadzba glasi
Y+ pa @)y (@)Y po(@)y = 0. (5.28)
Za n funkcija y1, ..., y, kazemo da su linearno nezavisne na intervalu 7
ako relacija

Cryi(x) + Coya(x) + -+ + Cpyn(x) =0, Ve €T,

povlaci Cy = Cy = --- = (), = 0. Wronskijan funkcija y1,...,y, je determi-
nanta
Y1 Y2 T Yn

Y1 Yy o Un
W(y.y2, - un) = | . . .

n'—l n.—l n'—l
D
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Wronskijan ili nikad nije nula ili je identi¢no jednak nuli na intervalu Z. Stoga
su funkcije y1, . . . , yn, linearno nezavisne ako i samo ako je W(y1,ya2, ..., yn)(x) #
0 za neki z € 7.

Opce rjesenje jednadzbe ([BZ7) ima oblik
Y=Y +yp,

gdje je yp neko partikularno rjesenje, a yg je rjeSenje pripadne homogene
jednadzbe (BZX)). Rjesenje homogene jednadzbe ima oblik

yg = Cry1(z) + Coyp(x) + - + Cpyn(x),

pri ¢emu linearno nezavisne funkcije y1,...,y, tvore fundamentalan skup
rjesenja.

Ukoliko znamo rjeSenje nehomogene jednadzbe, partikularno rjesenje ne-
homogene jednadzbe mozemo na¢i metodom varijacije konstanti. Partiku-
larno rjesenje, yp, ima isti oblik kao i rjeSenje homogene jednadzbe yg, s
tom razlikom §to pretpostavljamo da C; nisu konstante ve¢ funkcije od x.
Formiramo sustav od n linearnih jednadzbi u varijablama C/:

Clyr +Chya+ -+ Cly, =0
Civy +Coyy+ -+ Chyp =0

(5.29)
Cys"™ + Chyy" ™+ + Clyt @ =0
Cryg" ™+ Chys™ ™V 4+ Ly Y = f().
Determinanta ovog sustava je upravo Wronskijan W (yi, . .., y,) koji je razlicit

od nule pa sustav ima jedinstveno rjesenje. Trazene funkcije C; tada izra¢unamo
integrirajuéi rjesenja sustava C

Linearna diferencijalna jednadzba viseg reda s konstantnim koeficijentima
glasi

v oy iy +poy = fx),  piER (5.30)
Rjesenje pripadne homogene jednadzbe,

y™ £,y Y bk piy oy =0,  piER, (5.31)

"Opravdanost ovog postupka dokazujemo tako da funkciju yp = 3. C;y; deriviramo
n puta koristeéi pri tome jednakosti iz zadanog sustava te potom uvrstimo u jednadzbu

2.
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trazimo u obliku y = e*®, pri éemu, prema prethodnom izlaganju, trebamo
na¢i n linearno nezavisnih rjesenja. UvrStavanje daje

)\nex\x + Pn_1 )\nfl 6)\:13 +-4+m )\6/\:13 + po 6)\1 -0
pa su vrijednosti A rjeSenja karakteristicne jednadzbe

X' pua AV pr A+ pg = 0.

Linearno nezavisna rjesenja homogene jednadzbe formiramo ovisno o ka-
rakteru rjesenja A prema sljede¢im pravilima:

(1) svakom jednostrukom realnom rjesenju karakteristicne jednadzbe odgo-
vara rjeSenje homogene jednadzbe e,

(2) svakom jednostrukom paru konjugirano kompleksnih rjesenju karakte-
risticne jednadzbe oblika A = « + i3 odgovara par rjesenja homogene
jednadzbe e** cos Bx i €** sin (B,

(3) svakom viSestrukom realnom rjesenju karakteristicne jednadzbe krat-
nosti k£ odgovara k rjeSenje homogene jednadzbe

e)\a:’ T e)\a:’ e {L‘k_l e)xx7

(4) svakom visestrukom paru konjugirano kompleksnih rjesenju karakteristicne

jednadzbe oblika A = a4+ i kratnosti k odgovara 2k rjeSenja homogene
jednadzbe

xkf 1 ety

e** cos Bz, we*cosfPr, ..., cos [z,

oaxr

e sinfBr, zesinfz, ..., 271 sinfz.

Primjer 5.28 Za jednadzbu
y'+y =a
karakteristicna jednadzba glasi
A+ A% =0.
Stoga je A1 = Ao = 01 A3 = —1 pa je rjeSenje pripadne homogene jednadzbe

jednako
ya = C1 + Cox + Cse™ ™.
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Sustav (29)) glasi

Cl+Chx+Cle™ =0
Ch—Che =0

Che ™ =u.

Sustav ima jedinstveno rjesenje jer je W(1,z,e™%) = e~ ! # 0. Pored toga,
sustav je ve¢ u trokutastom obliku pa je rjesenje lako ocitati:

Cy =xe”, Ch =z, Ch=—az—uz.

Integriranje daje

Cs(x) :/xezdx:xex—ex.

Partikularno rjesenje je jednako

3 2

xT xT

yp =C1(@) + Co(w)z+ Cy(a) e = = = T +a =1
pa je opce rjesenje zadane jednadzbe jednako
2 z?
y:Z/H—i‘yP=C'1—i—C‘gac—i—(Z’ge*:”_|_E_7

za neke konstante Cp,Cy, C3 € R. Konstante mozemo odrediti iz pocetnih
uvjeta, ukoliko su zadani. Ako su, na primjer, zadani pocetni uvjeti y(0) =
y'(0) = y”(0) = 0, uvrstavanje daje sustav jednadzbi

Ci+C3=0, Cy—C3=0, C3—1=0,
pajeC’lz—l, 02:1i03:1.
Slicno kao i u poglavlju B3} ako funkcija f(x) u jednadzbi (B30) ima

oblik
f(z) = e p(z) cos bx + e**q(x) sin bz,

pri ¢emu su p i ¢ polinomi stupnja najvise m, tada partikularno rjesenje
mozemo naci i metodom neodredenih koeficijenata: ako je a + b nul-tocka
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karakteristicnog polinoma kratnosti k, tada partikularno rjesenje yp ima
oblik

yp = et [(Ag + Az + -+ + Apa™) cos br+
+(Bo+ Bix + -+ + By,x™) sinbx |.

Uvrstavanjem ove funkcije u jednadzbu (B30) i izjednac¢avanjem ogovarajuéih
koeficijenata, dobijemo sustav linearnih jednadzbi koji uvijek ima jedins-
tveno rjesenje.

Primjer 5.29 Prema prethodnim formulama partikularno rjesenje jednadzbe
iz primjera B28 ima oblik (uza=0,b=0, m=1, p(z) =z, k =2)

yp = 22" (Ag + Aix) = Agz? + A3,
Uvrstavanje u jednadzbu daje
6A1 + 240 + 6A1z = x.
Izjednacavanje koeficijenata po potencijama od x daje sustav jednadzbi
6A1+2A9=0, 64, =1
pa je partikularno rjesenje jednako

Yyp = 2x +6x.

Zadatak 5.16 Rijesite diferencijalne jednadzbe:

a) vy +y =tgw
(y=A+Bcosx + Csinz —In|cosz|+ —sinln | tgz + 1/ cos z|),

b) y© 449G =1 4 e
(y = C =1+ Cox+ Czx? + Cye* +e*/%(Cs cos @x—i—()’gsin @x)—i—%ﬁ—i—
1 =z
3€),

C) y’”—i—4y”—|—5y’:ch2x,
d) y///+2y/—3y=$€z,

e) ¥y 4y = 2cos?(2z).
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5.11 Sustavi diferencijalnih jednadzbi

U ovom poglavlju opisat ¢emo postupke rjesavanja nekih (jednostavnijih)
sustava linearnih diferencijalnih jednadzbi oblika

fz,y,t),

y/
' = g(x,y,t),

pri ¢emu je z = x(t) i y = y(¢).

Zanimljiv primjer je sustav lovac-plijen. Zamislimo sustav u kojem pos-
toji populacija lovaca (predatora) i plijena (zrtve). Neka su predatori vu-
kovi, a plijen zecevi. Oznac¢imo populacije vukova i zeceva s V i Z, redom.
Izvedimo model ponasanja obaju populacija. Ukoliko nema vukova, pretpos-
tavljamo da se zeCevi razmnozavaju u skladu s populacijskom jednadzbom

iz poglavlja B11, .
E = ZZ, z> 0.

Ukoliko nema zeceva, populacija vukova ¢e odumirati, opet u skladu s po-
pulacijskom jednadzbom,

d
—V:—UV, v > 0.
dt

Ukoliko u sustavu postoje obje populacije, tada ¢e zbog medusobnih susreta
populacija ze¢eva nazadovati, dok ée populacija vukova napredovati. Ukoliko
vjerojatnost susreta modeliramo produktom ZV', dobili smo poznate Lotka-
Volterra-ine jednadzbe:

az
E:zZ—aZV:Z(z—aV),
av

pi ¢emu je v,z,a,b > 0. Stabilno stanje obaju populacija je ono u kojem
nema promjena, odnosno ono stanje u kojem su obje derivacije jednake nula.
Vidimo da imamo dva stabilna stanja: trivijalno stanje u kojem nema ni
vukova ni zeteva (Z =01V = 0) i stanje u kojem je

z v
V=- 7 = —.

a b
Ako je, na primjer,

v=0.02, z=0.06, a=0.001, b=0.00002,
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sustav jednadzbi glasi

dz
— = 7(0.06 —0.001V
- ( ),
(5.32)
av
?E.::V(—OIB—+OIMOO2ZL

pa je stabilno stanje sustava ono u kojem imamo 60 vukova i 1000 zeceva.

Sustav (232) nije moguée direktno rijesiti. No, oblik sustava omoguéava
primjenu Eulerove metode iz poglavlja Bl pomo¢u koje mozemo naéi pri-
blizno numericko rjesenje.

Sljede¢i Matlab program ra¢una i crta ponasanje sustava (B32)) uz pocetne
uvjete V(0) =30 i Z(0) = 800. Rjesenja su prikazana na slici

% Eulerova metoda za sustav lovac-plijen:

hdzZ / dt =Z ( 0.06 - 0.001 * V)

% dv / dt =V ( -0.02 + 0.00002 * Z )

% V=vukovi, Z=zecevi

% Pocetni uvjeti su V=30, Z=800

% Graf prikazuje populaciju kao funkciju vremena

t0=0;

tn=500;

V(1)=30;

Z(1)=800;

h=0.1;

t=tO:h:tn;

n=max(size(t));

for i=2:n
zDerivirano=Z(i-1)*(0.06-0.001*V(i-1));
vDerivirano=V(i-1)*(-0.02+0.00002*Z(i-1));
V(i)=V(i-1)+h*vDerivirano;
Z(i)=Z(i-1)+h*zDerivirano;

end

title(’Populacije vukova (V) i zeceva (Z/10) pocevsi od V=30, Z=800’)

xlabel(’vrijeme’)

plot(t,Z/10,’r’,t,V,’b’)

8Radi preglednije slike, broj zeceva je podijeljen s deset, odnosno nacrtane su funkcije
V(t)iZ(t)/10.
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Slika 5.21: Populacije vukova (V') i zeceva (Z/10) uz V(0) = 30 i Z(0) = 800

Sustav jednadzbi (B32) moze se egzaktno rijesiti u faznom prostoru va-
rijabli V' i Z (jednu od tih varijabli tretiramo kao funkciju druge). Vrijedi

av._dv dZ
dt — dz dt
iz cega slijedi jednadzba koja povezuje populacije vukova i zeceva:

dv
dV g V(=0.02+0.00002 Z)

dzZ — dZ ~  Z(0.06 - 0.001V)
dt

(5.33)

Polje smjerova (vidi poglavlje BE3)) ove jednadzbe prikazano je na slici
Na slici se lijepo vidi da su rjesenja jednadzbe zatvorene ovalne krivulje
koje prolaze kroz zadane pocetne uvjete. Takoder se lijepo vidi ravnotezno
rjeSenje V = 60, Z = 1000.

Jednadzba ([E33) je jednadzba sa separiranim varijablama (vidi poglavlje
E2) za koju je lako izracunati egzaktno rjesenje. Vrijedi:

av dz
— (0.06 — 0.001 V) = — (—0.02 + 0.00002 Z)
vV 7
pa je
0.06InV — 0.001V = —0.021n Z + 0.00002 Z + In C.
Dakle,

In V%% 4+ 1n Z%92 = 0.001 V + 0.00002 Z + In C,
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Slika 5.22: Polje smjerova za populacije vukova i zeceva

odnosno rjesenje jednadzbe dano je implicitno zadanom funkcijom

VO.OG Z0.02 — CeO.OOl \%4 60'00002Z

Ako su zadani pocetni uvjeti V(0) = 30 i Z(0) = 800, tada je

300.06 8000.02

C = 0703 0016 ~ 1.3388.

Funkcija je prikazana na slici 23

Na kraju poglavlja opisat ¢emo postupak rjesavanja jednostavnih sustava
diferencijalnih jednadzbi oblika

o' = ax+ By + f(1),
y' = yx+ 0y +g(t),
gdje je x = x(t) i y = y(t). Sustav se rjesava tako da se iz prve jednadzbe

izracuna ¢’ i uvrsti u drugu, sto daje linearnu diferencijalnu jednadzbu dru-
gog reda s konstantnim koeficijentima.

Primjer 5.30 RijeSimo sustav
2 =3y —uz,
y' =r+y+ el
uz uvjete £(0) = y(0) = 0. Prva jednadzba daje
1 1 ,

y=-2'+-z yzlx”—i—lx
3 377 3 3

/
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Slika 5.23: Populacije vukova i zeCeva uz uvjete V(0) = 30 i Z(0) = 800

pa uvrstavanje u drugu jednadzbu daje

lx"—i——x':x—i—lx'—i—lx—f—et,
3 3 3 3

odnosno
7" — 4z = 3¢’ (5.34)

Prema poglavlju vrijedi
zg = Cre 2t + Oy e?t.

Uvrstavanjem partikularnog rjesenja oblika zp = Ae! u jednadzbu ([E34)
slijedi A = —1 pa opce rjeSenje jednazbe glasi

r=xg+ap=Cle 2 +Cye? — €.

Deriviranje daje
2 =201 +20,% — ¢
pa je

1 1 1 2
y:§$/+§.’I,':—§Cl€_2t+0262t—get.
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283
Dakle, opée rjesenje zadanog sustava (bez zadanih uvjeta) glasi
z(t) = Cre 2 + Cye® — ¢,
1 2
y(t) = —= Cre 2 4 Cye® — Z ¢t
3 3
Pocetni uvjeti daju sustav linearnih jednadzbi
z(0)=0=C1+Cy— 1,
1 2
0)=0=—-C1+Cy— -,
y(0) 3¢ + Co 3
s rjeSenjima C = 1/4 i Cy = 3/4 pa je rjeSenje zadanog sustava jednako
I T I T
x(t) = 16 tge e
Looop 3 o 2 4
)= —— 22— Zet,
i) =gt ge - 3e
Zadatak 5.17 a) Rijesite sustav diferencijalnih jednadzbi
dx
— 43 =0
a +oxr+y )
dy
29 -0
uz uvjete z(0) = y(0) = 1 (rjeSenje: z(t) = (1 —2t)e %t y(t) = (1 +
2t) e~ %),

b) Rijesite sustav diferencijalnih jednadzbi

dz .

— =2z

dt y7

d
Y—ttaty

dt
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6.1 Problem najmanjih kvadrata

U ovom poglavlju dat éemo kratki uvod u matri¢ni problem najmanjih
kvadrata. Metoda najmanjih kvadrata se koristi kod preodredenih sustava
Az = b u slucaju kada imamo vise jednadzbi nego nepoznanica i kada sustav
nije rjesiv po Kronecker-Capellijevom teoremu [M1, teorem 2.5].

Problem najmanjih kvadrata se ¢esto koristi u raznim tehnic¢kim primje-
nama kao i u ekonomiji (linearna regresija).
Duljina ili norma n-dimenzionalnog vektora x = [ml To - :cn]T] je

broj (vidi [M1, §3.6])

n 1/2
\\x\\:¢x%+w§+---+x%:(Zﬁ) .
=1
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6.1.1 Linearna regresija

Linearnu regresiju ¢emo najbolje objasniti na primjeru. Neka je zadano
pet tocaka u ravnini

x |
v |

1 3 4 7
1 3 2 3

6
4

kao na slici Ukoliko bi pravac y = ka + 1 prolazio kroz sve zadane tocke,

line 1 o

Slika 6.1: Pet tocaka u ravnini

tada bi za svaku tocku (z1,y;), i = 1,2,...,5 vrijedilo

U nasem slucaju to daje sustav linearnih jednadzbi

E+l=1
3k+1=3
4k +1=2
6k +1=4

Tk +1=3.
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Ovo je sustav s pet jednadzbi i dvije nepoznanice k i l. Matri¢ni zapis sustava
glasi (vidi [M1, §2.2])

1 1 1

31 3

[,

6 1 4

71 3

odnosno Ax = b gdje je

1 1 1
31 i 3
A=14 1], X—[J, b=y= |2
6 1 4
71 3

Ako bi ovaj sustav bio rjesiv, tada bi vrijedilo Ax—b = 0 odnosno || Ax—b|| =
0. Medutim, zadani sustav oc¢ito nije rjeSiv, pa se postavlja pitanje Sto
mozemo napraviti. Prirodan zahtjev je da izraz Ax — b bude $to blizi nul-
stupcu, odnosno da norma ||[Ax — b|| bude $to manja moguéa. Taj zahtjev
matematicki zapisujemo kao

||[Ax — b|| — min.
Ako je x rjeSenje ovog problema, tada je x takoder i rjesenje problema
|Ax — b||> — min

pa naziv problem najmanjih kvadrata slijedi iz definicije norme vektora.

Postupak za rjesavanje problema najmanjih kvadrata je u ovom slucaju
jednostavan: rjeSenje x dobit ¢emo kao rjesenje sustava od dvije jednadzbe
i dvije nepoznanice

AT Ax = AThb.

Kako je

., [t 21 . [63
AA_[21 5}’ Ab_[l?)]’

rjeSenje x dobijemo rjeSavanjem sustava

2 201
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Ovaj sustav mozemo lako rjesiti Gaussovom eliminacijom [M1§2.4] ili, jos
jednostavnije, Cramerovim pravilom [M1,§2.9.5], pa je

63 21 111 63

13 5 49 21 13| 120
o 21 1147 11 21| 1147

21 5 21 5

Geometrijska interpretacija rjesenja je slijedeéa (slika B2): pravac y =
kx + I "najbolje” prolazi tockama (z;,v;), ¢ = 1,2,...,5 i smislu da je
suma kvadrata udaljenosti izmedu zadanih toc¢aka (x;,y;) i to¢aka na pravcu
(x4, kz; + ) minimalna. Drugim rije¢ima,

5

Z[yZ — (kx; +1)]*> — min.
i=1

linel o
line 2

Slika 6.2: RjeSenje problema najmanjih kvadrata

Napomena 6.1 Ravninski problem najmanjih kvadrata zove se linearna
regresija, a pravac y = kx + [ zove se regresijski pravac.

Rjesenje prethodnog problem i slike i mogu se dobiti pomocu
slijede¢eg Matlab (Octave) programa
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x=[1 3 4 6 7]

y=[1 3 2 4 3]
plot(x,y,"bx")

A=[x’ ones(5,1)]

b=y’

xLS=(A’*A)\ (A’ *b)

k=xLS (1)

1=xLS(2)

yLS=k*x+1
plot(x,y,’b*’,x,yLS,’r’)

U Matlabovoj sintaksi A’ je transponirana matrica matrice A, ones(5,1)
je vektor dimenzije 5 X 1 sa svim elementima jednakim 1, dok izraz oblika
x=A\b daje rjesenje sustava Az = b. Stovide, u slu¢aju preodredenog sus-
tava kao u nasem primjeru, Matlabova naredba xLS=A\b ¢e automatski dati
rjeSenje problema najmanjih kvadrata. Zamijenite liniju xLS=(A’*A)\ (A’ *b)
s xLS=A\b i uvjerite se da su rjeSenja ista!

Zadatak 6.1 Prema podacima Drzavnog zavoda za statistiku|(http://www.dzs.hr)
prosjecna bruto placa u listopadu kroz protekle tri godine bila je slijedeca

Listopad | 2000 2001 2002
Prosjecna bruto plac¢a (kn) ‘ 4921 5051 5447

Izracunajte i nacrtajte regresijski pravac i predvidite kolika ée biti bruto
pla¢a u listopadu 2003. RjeSenje provjerite pomoc¢u Matlaba ili programa
Octave On-line.

Zadatak 6.2 Kroz tocke
x|-1 1
y ‘ 1 0

2 3 5
1 2 3
provucite najbolji pravac u smislu najmanjih kvadrata. Nacrtajte zadane

tocke i dobiveni pravac te provjerite rjesenje pomoc¢u Matlaba ili programa
Octave On-line.

6.1.2 Metoda najmanjih kvadrata

Postupak iz prethodnog poglavlja primjenjiv je i na viSedimenzionalne
probleme. U ovom poglavlju pokazat ¢emo da je postupak primjenjiv uvijek
kada matrica sustava A ima linearno nezavisne stupce te je u tom slucaju
rjeSenje problema najmanjih kvadrata jedinstveno.


http://www.dzs.hr
http://lavica.fesb.hr/octave/octave-on-line.php
http://lavica.fesb.hr/octave/octave-on-line.php
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Neka je zadan preodredeni sustav Ax = b od m jednadzbi s n nepozna-

nica, pri ¢emu je m > n. Kako za normu vektora z vrijedi ||z||? = 2T,

problem najmanjih kvadrata
|Ax — b||*> — min
mozemo zapisati kao
(Ax — b)T(Ax — b) — min.
Uvedimo oznaku

Q(x) = ||Ax — b||* = (Ax — b)"(Ax — b)
= xT AT Ax — bTAx — xTATb + b'Db (6.1)
=x"Bx—2xTc+p
gdje je
B=ATA, c¢=A", p=|b|>
Ideju za postupak rjeSavanja daje nam jednodimenzionalni slucaj: ako su x,

B, ci (3 realni brojevi, tada je Q(x) = Bz? — 2zc + (8 kvadratna parabola
¢iji se minimum nalazi u tocki

U viSsedimenzionalnom slu¢aju tome odgovara

r=B"lc
pa je x rjeSenje sustava
Bx = ¢,
odnosno
AT Az = ATD.

Ova jednadzba zove se normalna jednadzba. Dokazimo sada da ovaj intu-
itivni postupak zaista daje rjeSenje.

Teorem 6.1 Neka su stupci matrice A linearno nezavisni, odnosno rang(A) =
n. Tada je rjesenje x problema najmangih kvadrata Q(x) — min ujedno i
jedinstveno rjesenje normalne jednadsbe AT Ax = ATb.
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Dokaz. Neka je y bilo koji n-dimenzionalni vektor i neka je h =y — x.
Tada je prema (G1)

Qly)=y"'By —2y'c+p
= (x+h)"B(x+h)-2(x+h)lc+p
= x'Bx+h"Bx+x"Bh+h"Bh — 2x"¢c — 2h”c + 3.

Kako je Bx = c, to je
h”Bx =h'c¢,

a kako se radi o matricama dimenzije 1, to je zbog BT = (ATA)T = B i
xT'Bh = (x’Bh)T = h"BTx = h"Bx =h'ec.
Uvrstavanje u Q(y) daje
Q(y) =x'Bx+h'Bh — 2xTc+ 3 = Q(x) + h! Bh.
Izraz h” Bh je vedi ili jednak od nule:
h”Bh = h" AT Ah = (Ah)T Ah = ||Ah|%.

Dakle, uvijek je
Qly) = Qx),

odnosno vrijednost Q(x) je zaista najmanja moguca.

Dokazimo sada da je rjesenje x jedinstveno. Ako je

Qly) =Qkx), x#v,

tada je ||Ah|| = 0. No, tada je i Ah = 0 (samo nul-vektor ima normu jednaku
nula), sto zajedno s h =y — x # 0 znaci da su stupci matrice A linearno
zavisni. To je kontradikcija pa je teorem dokazan. [ |

Primijetimo da su vektori Ax i Ax —b medusobno okomiti:
(Ax) - (Ax —b) = (Ax)T (Ax —b) = x" AT (Ax — b) = 0.

Geometrijski to znaci da je vektor Ax ortogonalna projekcija vektora b na
skup {Ay : y proizvoljan}. Nadalje, vektori Ax, bi Ax—b tvore pravokutni
trokut s hipotenuzom b.

Rjesenje problema najmanjih kvadrata x zove se jos i kvadraticna prila-
godba sustavu Ax = b u smislu najmanjih kvadrata. Kvalitetu prilagodbe

mjerimo s
[ x|
(Q(0) bl




292 METODA NAJMANJIH KVADRATA T QR RASTAV

Iz ¢injenice da je b hipotenuza pravokutnog trokuta sa stranicama Ax, Ax —
b i b slijedi da je q uvijek je izmedu 0i 1. Ukoliko je ¢ = 0 tada je prilagodba
najbolja moguéa, odnosno x je tocno rjesenje sustava Ax = b. Ukoliko je ¢
mali, prilagodba je dobra, a ukoliko je ¢ blizu jedan, prilagodba je losa.

Primjer 6.1 Rijesimo sustav

z4+y=0
y+z=1
z+2=0
—x4+y+z=1
—r—2=0

u smislu najmanjih kvadrata. U matricnom obliku sustav glasi

1 1 0 0
0 1 1 x 1
1 0 1 yl =10
-1 1 1 z 1
-1 0 —1 0
Normalna jednadzba glasi
4 0 1| |z -1
0 3 2| |yl =12
1 2 4] |z 2
pa je rjeSenje dano s
10 12 11
~ 9 YT oy ~ 29
Kvaliteta prilagodbe je
q = 0.1857

Odgovarajuc¢i Matlab program glasi

A=11

—
O = O - =
= = = O

b=[0 1 0 1 0]’
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c=A’%*Db

x=B\c

% ili krace x=A\Db
g=norm(A*x-b) /norm(b)

Primjer 6.2 Kroz tocke

x | 5 6
8 14

1
y|o

2 4

1 4

provucimo kvadratnu parabolu
y=ax’+bx+c

koja ima najbolju kvadrati¢nu prilagodbu. Dakle, moramo naéi koeficijente

parabole tako da je

5

Z(yl — axi® — bz; — ¢)* — min.
1=1

Ovaj problem mozemo zapisati kao problem najmanjih kvadrata

1 11 0
4 2 1| |a 1
16 4 1| |b| = |4
25 5 1] |c 8
36 6 1 14
Rjesavanje normalne jednadzbe daje

a 0.68994

b| ~ |—2.160711 ,

c 1.86364

a kvaliteta prilagodbe iznosi ¢ = 0.0562. Zadane tocke i dobivena parabola
prikazane su na slici

Parabola i slike mogu se dobiti slijede¢im Matlab programom

A=1111
421
16 4 1
25 5 1
36 6 1]

y=10[014814]
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14 T T .

Imei o )
line2 .
12 + vd

Slika 6.3: Parabola s najboljom prilagodbom

% rjesenje

xLS=A\y

% kvaliteta prilagodbe
g=norm(A*xLS-y) /norm(y)
% slike

x=[1 2 4 5 6]
plot(x,y,’r*’)

hold
% gusca mreza radi bolje slike parabole
x1=1:0.1:6

y1=xLS (1) *x1. 2+xLS(2)*x1+xLS(3)
plot(xl,y1,’b?)

Napomena 6.2 Vidimo da je puni stupcani rang matrice A nuzan za funk-
cioniranje metode normalnih jednadzbi jer bi u protivnom matrica B = AT A
bila singularna. Ukoliko matrica A nema puni stupcani rang tada rjesenje
problema najmanjih kvadrata nije jedinstveno i za rjeSavanje problema ne
moze se koristiti normalna jednadzbe. U tom slu¢aju od svih moguéih (be-
skonacno) rjesenja, zanima nas ono koje samo po sebi ima najmanju normu.
Za rjeSavanje takvih problema koristimo ili QR rastav s pivotiranjem po
stupcima ili rastav singularnih vrijednosti @ (SVD ili singular value decom-
position). Nadalje, ove dvije metode je zbog njihovih svojstava (numericke
stabilnosti) pozeljno koristiti i kada su stupci matrice A gotovo linearno
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zavisni. Detaljna analiza ovih slucajeva izlazi izvan okvira kolegija, pa je
izostavljamo.

Zadatak 6.3 Za rast svjetske populacije prema podacima iz tablice Bl u
primjeru odredite parametre C' i k za koje funkcija P(t) = C ek(t=1950)
najbolje aproksimira podatke od 1950.-2050. godine u smislu najmanjih
kvadrata. Nacrtajte sliku i usporedite sa slikom 20 Predvidite populaciju
2050. godine.

6.2 QR rastav

U ovom poglavlju dat ¢emo definiciju QR rastava (QR dekompozicije)
te njegova osnovna svojstva i opisati primjenu na rjeSavanje problema naj-
manjih kvadrata. Slicno kao u prethodnom poglavlju, ogranicit ¢emo se na
slucaj kada je zadana matrica A tipa m x n, gdje je m > n. QR rastav je
takoder podloga za metode koje racunaju svojstvene vrijednosti i vektore.

Definicija 6.1 Neka je A tipa m X n, m > n. QR rastav matrice a glasi
A =QR,
pri cemu je @ ortonormirana matrica dimenzije m X m, odnosno
Q"Q=QQ" = 1.

a R je m x n gornje trokutasta matrica. Ortonormiranu matricu krace
zovemo i ortogonalna matrica.

Ako je, na primjer, matrica A tipa 5 x 3, tada rastav A = Q R mozemo
shematski prikazati na sljede¢i nacin:

(6.2)

X X X X X
X X X X X
X X X X X
I
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
o O O O X
S O O X X
o © X X X

Koristenje QR rastava za rjeSavanje problema najmanjih kvadrata temelji
se na slijedeéem vaznom svojstvu ortogonalne matrice: za svaki vektor x
dimenzije m x 1 vrijedi

[l = fl@x]. (6.3)
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Zaista,
lQx|I* = (@x)" @x = x"Q"Qx = x"x = |Ix|*.
Sliéno je i |QTx| = |x||.
Osnovna svojstava QR rastava su slijedeca:

QR1. QR rastav je jedinstven do na predznake stupaca matrice ) i predz-
nake redaka matrice R.

Neka je J dijagonalna matrica reda m s dijagonalnim elementima
Jii € {=1,1}. Matrica J je oCito simetricna i ortogonalna. Ako je
Q=0QJiR=JR, tada je

QR=QJJR=QR=A
takoder QR rastav matrice A.

QR2. Vrijedi rang(A) = rang(R).
Ovo svojstvo slijedi iz teorema [M1, §2.11].

QR3. Posebno, ako je rang A = n, tada su zbog svojstva QR2. svi dijago-
nalni elementi matrice R razli¢iti od nule,

7““‘7&0, i=1,...,n.

Zadatak 6.4 Naredba za racunanje QR rastava matrice A u programskom
jeziku Matlab glasi [Q,R]I=qr(A). Izracunajte QR rastav matrice A iz pri-
mjera te provjerite da ja zaista A — QR = 0 te da je matrica @) ortogo-
nalna.

6.2.1 QR rastav vektora i Householderov reflektor

U ovom i sljede¢em poglavlju opisat ¢emo detalje QR algoritma.

Neka je zadan m-dimenzionalni vektor

z1
x2

i neka je
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njegov QR rastav. Tada je zbog svojstva ([B3)) ||r| = ||x|| pa vrijedi

(bS] — ||l

0 0
r—= . ii r=

0 0

Nalazenje matrice @ je slozenije. U ovom slucaju matrica ) jednaka je
Householderovom reflektoru. Householderov reflektor je simetriéna matrica
definirana s
oy [x]]
Z2
2 vV = x3 (6 4)
vy ’ . ' ’

Lm

Uvrstavanjem se moze provjeriti da za ovaj izbor matrice H vrijedi

FI[x||

Ortogonalnosti i simetri¢nosti matrice H povlaci
x = HY(Hx) = H'r = Hr

pa smo dobili QR rastav vektora x.

Primjer 6.3 Ako je x = [3 15 1]T

, tada je ||x|| = 6,

—27 -9 —45 -9 —6
1 1-9 5 -5 -1
T4 |—-45 -5 29 —5|°

-9 -1 -5 53

, H

<
I
= ol = ©

Napomena 6.3 U prethodnom primjeru uzeli smo da je v1 = x1 + ||x||. U
praksi se ¢esto zbog numericke stabilnosti (izbjegavanje oduzimanja) uzima

v = a1 + sign(xq)||x]|.
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6.2.2 QR rastav matrice

QR rastave matrice nalazimo rekurzivnom primjenom QR rastava vek-
tora. Postupak ¢emo ilustrirati na matrici tipa 5 x 3. Neka je a; prvi stupac
matrice A i neka je

+la
0
H1a1 = 0
0
0
QR rastav vektora a; izracunat prema postupku opisanom uz prethodnom
poglavlju. Stavimo @)1 = H;. Tada je (matrica () je simetri¢na)

iHalH‘ X X
0

Q1A = 8 Ay
0

Neka je ap prvi stupac matrice As koja je tipa 4 x 2 i neka je

+|ag||
0
Hyas = 0
0
QR rastav vektora as. Stavimo
1
=" 4
Tada je
+|jay || X X
0 +||as|| X
Q201A = 0 0
0 0 As
0 0

pri ¢emu je matrica As tipa 3 x 1. Konaé¢no, neka je ag = A3 i neka je

+las|
H3a3 = 0
0
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QR rastav matrice (vektora) as. Stavimo

1

Q3 = 1
Hj

Tada je
+||a || X X
0 :|:Ha2H X

Q3Q201A=| 0 0  =|as||| =R.
0 0 0
0 0 0

Zbog ortogonalnosti i simetri¢nosti matrica @);, ¢ = 1,2,3, za matricu @ =

Q1Q2Q3 vrijedi
QQ3Q2Q1A=A=QR

pa sam tako dobili QR rastav matrice A.

Ovaj postupak je lako poop¢iti na matricu bilo koje dimenzije.

6.2.3 Numericko racunanje QR rastava

Za formiranje Householderove matrice H potrebno je O(n?) racunskih
operacija. Za mnozenje nekog vektora x Householderovom matricom takoder
je potrebno O(n?) racunskih operacija. No, umnozak Hx moze se izracunati
i bez formiranja matrice H:

T T
Hx = <I—2£> x:X—v2(V X).
v

Za racunanje produkta pomo¢u prethodne jednakosti potrebno je samo O(6n)
racunskih operacija. Sli¢no, produkt H A se u praksi ra¢una pomocu formula:

2
B = TV
w = ATy (6.5)
HA=A+vw'.

Koristeéi prethodna poboljsanja mozemo napisati potprograme za racunanje
QR rastava. Prvi potprogram rac¢una vektor v iz zadanog vektora x prema
formuli (E2)) i napomeni [E3t
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function v=House(x)

% racuna Householderov vektor v iz vektora x
sig=sign(x(1)); if sig==0, sig=1; end

v=x;

v(1)=v(1)+sig*norm(v);

end

Slijedeéi potprogram racuna umnozak H A bez formiranja matrice H prema
formulama (BEX):

function B=mnozi_House(v,A)

% racuna produkt HA=(I-2xv*v’/(v’*v))*A
% bez formiranja matrice H
beta=-2/(v’*v) ;

w=beta*A’*v;

B=A+v*w’;

end

Konacno, slijede¢i program racuna QR rastav matrice A oprema postupku
opisanom u prethodnom poglavlju:

function [Q,R]=moj_QR(A)

% QR rastav A=Q*R. A je m x n i mora biti rank(A)n.

[m,n]=size(A);

Q=eye(m) ;

for i=1:min(m-1,n)
v=House(A(i:m,i));
A(i:m,i:n)=mnozi_House(v, A(i:m,i:n));
Q(i:m, :)=mnozi_House(v, Q(i:m,:));

end

R=A;

Q=Q’;

end
Zadatak 6.5 Izracunajte QR rastav matrice A iz primjeralB2 pomocu pret-

hodnih potprograma i usporedite rjeSenje s onim koje daje Matlabova na-
redba [Q,R]=qr(A).

6.2.4 Rjesavanje problema najmanjih kvadrata

Koristedi svojstvo ortogonalne matrice @ da je ||Qx|| = ||x|| mozemo lako
rijeSiti problem najmanjih kvadrata. Neka je A matrica tipa m x n, m > n,
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neka je rang A = n i neka je A = QR rastav matrice A. Tada je
4 — bJ2 = [QRx — QQTb|? = [Q(Rx — Q"b)|2 = ||Rx — Q"b?.

Matricu R mozemo zapisati kao

R= [}(ﬂ , (6.6)

gdje je Ry gornje trokutasta kvadratna matrica reda n, a vektor Q7'b mozemo
zapisati kao
T C
b=
b= |3,
gdje je ¢ dimenzije n x 1 i d dimenzije (m — n) x 1. Sada imamo

2
Rox —c¢
||Ax—b\|2:||Rx—QTb||2:H[ " ] = ||[Rox — ¢[* + [|d||*.

Kako je rang A = n, iz svojstva QR3. zaklju¢ujemo da trokutasti sustav
Ryx = c ima jedinstveno rjeSenje x za koje je |Rox — c|| = 0. Kako d
ne ovisi o x, vrijednost ||[Ax — b|| se ne moze viSe smanjiti pa je x upravo
(jedinstveno) rjesenje problema najmanjih kvadrata. Ocito je

min | 4x — b]| = [|d].

Slijedeéi Matlab potprogram rjeSava problem najmanjih kvadrata pomoc¢u
QR rastava:

function x=LS(A,b)

% Rjesava problem najmanjih kvadrata || A\vecbf x - \vecbf b || --> min
% za matricu punog stupcanog ranga A koristeci QR rastav.
[m,n]=size(A);

[Q,R]=moj_QR(A);

b1=Q’*b;

c=b1(1:n);

x=R(1:n,1:n)\c;

end

Zadatak 6.6 Rijesite problem najmanjih kvadrata iz primjera [62 pomocéu
prethodnog potprograma i usporedite rjeSenje s rjeSenjima dobivenim koristenjem
normalne jednadzbe i Matlabove naredbe x=A\b.
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Napomena 6.4 Vidjeli smo da problem najmanjih kvadrata mozemo rjesavati
na dva na¢ina: pomoc¢u normalne jednadzbe i pomoéu QR rastava. Rjesavanje
problema najmanjih kvadrata pomoc¢u QR rastava je otprilike dva puta spo-

rije ali zato ima bolja numericka svojstva odnosno u odredenim situacijama

daje tocCnije rjesenje.

6.2.5 Ekonomicni QR rastav

Iz prikaza (E2) vidimo da zadnjih m — n stupaca matrice @ ne sudjeluje
kod ra¢unanja produkta QR jer se mnoze s nulom. Stoga QR rastav A = QR
mozemo u ekonomic¢nom obliku zapisati kao

A = QoRyo,

gdje su stupci matrice Qg prvih n stupaca matrice @), a matrica Ry je defi-
nirana s ([B8]). Za matricu Qo vrijedi

QgQO = ITL,
ali

Vazno je napomenuti da stupci matrice QQg tvore ortogonalnu bazu potpros-
tora razapetog stupcima matrice A. Analogno prikazu (G2), ekonomiéni QR
rastav matrice dimenzije 5 x 3 mozemo shematski prikazati na sljede¢i nacin:

X X X X X
X X X X X
X X X X X
I

X X X X X
X X X X X
X X X X X

o o X

o X X

X X X

Zadatak 6.7 Matlabova naredba [Q,R]=qr (A,0) daje ekonomicéni QR ras-
tav matrice A. Usporedite ”obi¢ni” i ekonomiéni QR rastav matrice A iz
prethodnog zadatka.

6.2.6 QR rastav s pivotiranjem po stupcima

U nekim primjenama kao rjesavanje problema najmanjih kvadrata kada
matrica A nema puni rang, rang A < n, koristi se QR rastav s pivotiranjem
stupaca. QR rastav s pivotiranjem matrice A glasi

AP = QR,



6.2 QR rastav 303

gdje je P matrica permutacija odabrana tako da su dijagonalni elementi
matrice R slozeni padajuéi po apsolutnim vrijednostima,

7ii] > |rig1ivl

Matlab naredba za QR rastav s pivotiranjem matrice A glasi [Q,R,P]1=qr(A).

Zadatak 6.8 Izracunajte QR rastav matrice

1 2 3
4 5 6
A=17 8 9
10 11 12

bez pivotiranja i s pivotiranjem i provjerite da je u drugom slucaju zaista
AP - QR=0.
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volumen, [(4]
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racionalna,
trigonometrijska, 29, Bl
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Taylorov red,
Taylorova formula, [(37,
teziste, B4 [[O0]
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The Integrator, 22 26,
tlak,
hidrostatski,
totalni diferencijal,
viSeg reda,
trapezna formula, @0 07
pogreska, @]
trostruki integral,

U
udaljenost, 08
uniformna konvergencija, B2l
uvjeti transverzalnosti, 205
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varijabla integracije, Bl
varijacija,
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\%%
Wronskijan, P52, P73
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