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1 Neodredeni integral

1. Definirajte primitivnu funkciju i neodredeni integral. =~ Primjer. Dokazite
da se primitivne funkcije razlikuju do na konstantu.

2. Dokazite svojstva neodredenog integrala

a) linearnost,

)
b) ([ f(z)dz) = f(x),

) d([ f(z)dx) = f(x)dx,
d) [dF(z)=F(z)+C.

C

3. Kako glasi tablica osnovnih integrala?
4. Opisite metode integriranja i dajte primjere:

a) metode supstitucije:

(i) ako je @ = ¢(1), i ¢ bijekcija, tada je

[ s = [ sotens @
(ii) ako je I = [ f(x)dx oblika

[ t@do = [ o()s @yis,

tada uz supstituciju ¢(x) = ¢ imamo I = [ f(t)dt;

b) parcijalna integracija (dokazite formulu):

/u-dvzum—/v-du;

c¢) rekurzivne formule: izvedite, na primjer, formulu

7 _/ dx B T . 2n — 3 7
T+ 2 —1D)(A 422t 2(n—1) "}

d) integriranje racionalnih funkcija:  eliminacija zajednic¢kih nul-tocaka
brojnika i nazivnika; svodenje na pravu racionalnu funkciju; rastav na
parcijalne razlomke; rjeSavanje tri osnovna tipa integrala;



e) integriranje trigonometrijskih funkcija: izvedite univerzalnu trigonometrij-
sku supstituciju:

x
t =tan —,
2
xr = 2arctant,
2
dr = ——=dt,
1+¢2
i 2t
sing = ——,
142
1—¢2
cosT = —,
1+¢2
; 2t
ner=-—-.
anT=-—p
Za koje x vrijede gornje formule?  Primjer.  Izvedite supstituciju

t = tanwx.
f) integriranje hiperbolnih funkcija;

g) integriranje iracionalnih funckija:

my M
/R .. ar +b 1’”.’ ax + b\ e
cr +d cr +d

se rijeSava pomocu supstitucije

(i) integral

3

a,x—i-b_
cx+d

n

pri cemu je n najmanji zajednicki nazivnik od nq, ..., ng,
(i) integral:

/R(x, Vaz? + bz + ¢)dx
se rjeSava pomocu supstitucije
2ax + b
V/|4ac — b2

nakon ¢ega dobijemo jedan od tri slucaja

/R(t,\/l—t2dt:{t:sinzilimZz(l—t)}:---
/R(t,\/ﬂ—ldt:{t: S (V= G

sz

/R(t,\/t2+1dt:{t:tanzili Vi2+l=t+z}=---




(iii) metoda neodredenih koeficijenata,;

h) binomni integral:

/xm(a + bz")Pdz = (m,n,p € Q) = {a" =t}

:l/ o+ bt ptmTHﬂ’*ldt:...
n t

5. Kako se provodi i ¢emu sluzi postupak integriranja pomoc¢u razvoja u red?

2 Odredeni integral

1. Definirajte odredeni (Riemannov) integral.
2. Objasnite osnovna svojstva odredenog integrala:

a) ako je f(z) > 0 za svaki z € [a, b], tada

b
/f(x)dm

daje povrsinu izmedu f(z) i z-osi od a do b,

b) vrijedi
/f(x)dm =0,
c¢) vrijedi
b a
[ t@de = - [ swys,
a b
d) vrijedi

/b F(z)dz = / Fz)da + /b f(2)dz.

3. Sto je odredeni, a §to neodredeni integral?
4. Dokazite Newton-Leibnitzovu formulu.

5. Ako je funkcija f(z) integrabilna na intervalu [a, b], tada je jedna primitivna
funkcija dana s

Fla) = / f@)dz, welab, Fla)=0.
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Dokazite!

. Dokazite teorem srednje vrijednosti za odredeni integral: ako je f nepre-
kidna na [a, b], tada postoji ¢ € [a, b] tako da je

b
10 = 5 [ fla)da

Koja je graficka interpretacija tog teorema?
. Dokazite

a) monotonost:

b
f(2) < g(z) = / f(@)de < / o(x)d,

a a

b) nejednakost trokuta:
b b
| [ f@dsl < [ 1f@)ds.

. Sto je nepravi integral? Dokazite:

/ex =1,
0
00 1
dx _ za o > 0,
_— = o — 1
e . .
1 divergira, za a < 0.

. Opisite kriterije konvergencije za nepravi integral (majoranta, minoranta,
apsolutna konvergencija).

. Kako ra¢unamo povrsinu ravninskih likova? Izvedite dP u Kartezijevim
koordinatama,

dP = dx dy,
i polarnim koordinatama,
1
dP = §r2d¢.

Izvedite dP za parametarski zadane krivulje. Dajte primjere.



11.

12.

13.

14.

Kako ra¢unamo duljinu luka ravninskih krivulja? Izvedite ds u Kartezijevim
koordinatama,

ds = \/da? + dy? = \/1 + y2dz,

i polarnim koordinatama,

ds = \/7"?2 + r2d¢.

Izvedite ds za parametarski zadane krivulje. Dajte primjere.

Sli¢no pitanje za obujam rotacionih tijela.

Sliéno pitanje za oplosje rotacionih ploha (komplanacija).

Objasnite postupak numerickog integriranja ( trapezna formula, Simpso-

nova formula, Richardsonova ekstrapolacija)?

Funkcije vise varijabli

. Definirajte n-dimenzionalni prostor R™. Na koje sve na¢ine mozemo zadati

funkciju f : R” — R ? Sto su nivo-plohe?

. Kako definiramo udaljenost? Sto je otvorena kugla K (T, ) ?

. Definicija limesa funkcije vise varijabli:

lim F(T)=a
T—Ty

ako
(Ve >0) (36> 0)

tako da
T e K(Ty,0) = | f(T) —a| <e.

Kako mozemo limes definirati pomoc¢u nizova?

. Definirajte neprekidnost funkcije vise varijabli.

. Neprekidna funkcija poprima na zatvorenom skupu svoj maksimum i mini-

muim.

. Definicija parcijalnih derivacija.

Schwartzov teorem.

. Definicija totalnog diferencijala.

. Da li je svaka neprekidno derivabilna funkcija i diferencijabilna?



10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Definirajte tangencijalnu ravninu i normalu na plohu.
Parcijalno deriviranje slozene funkcije.
Totalni diferencijal viseg reda.

Taylorova formula za funkcije vise varijabli:

51 = pirp) + 32 SIED AT iy

| .m!
! 7! p-m!

Razvijte funkciju e**¥ u Taylorov red u okolini tocke (1, —1).
Nuzdan uvjet ekstrema.
Dovoljan uvjet ekstrema pomocu totalnog diferencijala.

Dovoljan uvjet ekstrema pomocu pod-determinanti matrice drugih parci-
jalnih derivacija.

Teorem o implicitnoj funkciji.

Izvedite nuzne uvjete za uvjetni ekstrem funkcije dvije varijable.

4 ViSestruki integrali

1.

2.

Kako definiramo visestruki integral?

Svojstva: linearnost, homogenost, integral ne ovisi o redoslijedu integracije.
. Primjene dvostrukog integrala: obujam, povrsina ako je f(z,y) = 1.
. Prebacivanje dvostrukog integrala iz Kartezijevih u polarne koordinate.
Primjer.
. Primjer nepravog dvostrukog integrala:
oo
/ e dr = NZs
—0o0

. Primjene trostrukog integrala.

Prebacivanje trostrukog integrala iz Kartezijevih u cilindri¢ne i sferne ko-
ordinate. Primjeri.

. Kako glase opéenite formule za zamjenu varijabli kod viSesestrukih inte-

grala?



5 Vektorska analiza

1. Kako definiramo vektorsku funkciju skalarne varijable w(¢)?

2. Kako definiramo limes, neprekidnost, derivaciju i integral vektorske funkcije
wW(t) u slucaju kada je t € D C R?

3. Ako je §(t) polozaj materijalne tocke u trenutku ¢, kako ¢emo izracunati
brzinu #(t) i ubrzanje d(t) u trenutku ¢? Ako je zadano ubrzanje d(t), kako
¢emo izracunati brzinu i polozaj?

4. Sto je skalarno polje? Sto su ekvipotencijalne plohe? Sto je vektorsko polje?
Sto su silnice? Da li ova polja ovise o odabranom koordinatnom sustavu?

5. Kako definiramo gradijent, divergenciju i rotaciju? Kako mozemo ova tri
operatora prikazati pomoéu Hamiltonovog diferencijalnog operatora V?

6. Dokazite neka od svojstava gradijenta, divergencije i rotacije pomocu V.

7. Kada je vektorsko polje potencijalno (konzervativno, bezvrtlozno)? Kako
racunamo potencijal?

8. Definirajte usmjerene derivacije skalarnog i vektorskog polja.

9. Kako vidimo da skalarno polje najbrze raste u smjeru gradijenta?

6 Krivuljni i plosni integrali
1. Sto je glatka krivulja i kako je sve mozemo zadati?

2. Kako definiramo krivuljni integral skalarnog polja (krivuljni integral prve
vrste)? Navedite jednu fizikalnu interpretaciju? Primjer.

3. Kako definiramo krivuljni integral vektorskog polja (krivuljni integral druge
vrste)? Navedite jednu fizikalnu interpretaciju? Primjer.

4. Koja je veza izmedu krivuljnog integrala skalarnog polja i krivuljnog inte-
grala vektorskog polja?

5. Sto je cirkulacija vektorskog polja?
6. Kako se ponasa krivuljni integral potencijalnog vektorskog polja? Primjer.

7. Kako glasi Greenov teorem? Primjer. Kako mozemo Greenov teorem ko-
ristiti za raCunanje povrsine?

[ (222wt f pc-on
/ J

C



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Kako definiramo glatku plohu? Kako sve mozemo zadati glatku plohu? Sto

je po djelovima glatka ploha?

. Kako glasi i kako se dobije formula za element povrsine plohe dS? Kako

glasi formula za povrsinu plohe?

Kako glasi formula za plosni integral skalarnog polja (plosni integral prve
vrste), koja su mu svojstva i kako ga racunamo? Navedite jednu fizikalnu
primjenu. Primjer.

Kako glasi formula za plosni integral vektorskog polja (plosni integral druge
vrste), koja su mu svojstva i kako ga racunamo? Primjer.

Kako mozemo plosni integral vektorskog polja izraziti kao plosni integral
skalarnog polja?

Kako glasi teorem o divergenciji (Gauss-Ostrogradsky formula)? Primjer.

///divwdvz//wdﬁz//w-ﬁods
v s ov

Kako glasi teorem u skalarnom obliku?

Kako glasi teorem o gradijentu? Primjer.

///gradfdvz//fﬁodsz//fd§
1% v v
:i/a{cosade—l—j/a{cosﬁde—i—k/agcosvde

Kako glasi teorem o rotaciji? Primjer.

///rotu_}dV://(ﬁoxu'i)dS.
“

ov
Kako glasi Stokesov teorem? Primjer.
//rotwdsT: j{wdfz %wfod.s
g pye oS

Kako glasi teorem u skalarnom obliku?
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