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Predgovor

Ova zbirka namijenjena je studentima tehnickih i prirodnih znanosti, a u prvom redu
studentima SveuciliSta u Splitu, Fakulteta elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje
(FESB). U zbirci je izlozeno gradivo kolegija ” Matematika 2” po sadrzaju koji se predaje
na FESB-u. Slican sadrzaj nalazi se u vecini istoimenih kolegija koji se predaju na
tehnickim i prirodoslovnim fakultetima.

Zbirka prati gradivo i na¢in izlaganja udzbenika Sveucilista u Splitu: I. Slapnicar, Ma-
tematika 2, te se rjeSenja zadataka, radi lakSeg pracenja i razumijevanja, referencijraju
na odgovarajuée djelove udzbenika. Pored potpuno rijeSenih zadataka, zbirka sadrzi i
zadatake za vjezbu s rjesenjima.

Posebnost zbirke je u tome Sto svaki zadatak ima naslov iz kojeg se vidi Sto student
treba nauciti.

Buduéi se radi o standardnom sadrzaju, nije citirana posebna literatura. Spomenut
¢emo samo neke od knjiga koje su utjecale na sadrzaj, a koje preporucujemo i ¢itatelju:

B. P. Demidovié¢, Zadact i rijeSeni primgjeri 1z vise matematike, Tehnicka knjiga, Zagreb,
1978.

P. Javor, Matematicka analiza, Zbirka zadataka, Skolska knjiga, Zagreb, 1989.

V. Devide, Rijeseni zadaci iz vie matematike, svezak II, III, Skolska knjiga, Zagreb,
1992.

B. Apsen, Rijeseni zadaci vise matematike, drugi dio, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1982.

U izradi zbirke koristena su iskustva i zabiljeske bivsih i sadasnjih nastavnika matema-
tike na FESB-u pa im ovom prilikom iskazujemo svoju zahvalnost.

U Splitu, ozujka 2008.
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1.1 Neposredno integriranje

Izracunajte integrale:

(a) /(1— %)de,

o [
© [

2
T
22+17
2% + 5T
T dx,
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1
d —d
(d) /Sin2£€COSQ£C *

(e) / tg2x du.

Rjesenje. U racunanju primjenjujemo [M2, teorem 1.4] i tablicu osnovnih integrala
M2, §1.1.1].

(a) Da bismo mogli primjeniti integral potencije iz tablice osnovnih integrala podin-
tegralu funkciju prvo zapisujemo u jednostavnijem obliku, pa vrijedi

/<1—%>de:/<1—%(g)x%dx:/x%dx—/x_%dx

4oV 23 4

X €T 4
= +C = +—+C
7
T I 7 Jz
4 (2®+7
(@+7) | .

(b) Tabliéni integral dobivamo nakon $to brojniku dodamo i oduzmemo broj 1, pa

2 2
T x+1-—1 1
/x2—|—1 . / 2+1 / . /x2+1 .

=z —tgx + C.

vrijedi

(c) Vrijedi

2 +5° [ (1) N6 G
/ G dac—/<5) dw+/(2) dm_lné+ln% +C

5 277

" In5 In2 +C.

(d) Koristeéi osnovni trigonometrijski identitet dobivamo

1 sin® z + cos® x 1 1
SN~ xr Cos“x SN~ r Cos“x COs“ & s~ x

= tgx — ctgr + C.

(e) Zapisivanjem funkcije tgx u obliku tgz = % dobivamo

1 1
/tg2xdac:/ -1 dx:/ dx—/dx
cos? x cos? x

=tgr —x + C.




1.2 Metode supstitucije 3

1.2 Metode supstitucije

Izracunajte integrale:

@ [
o) [

© [ j@ dr,

COS T
(d) / 1+ 2sinz @

Rjesenje. Integrale racunamo svodeéi zadani integral na tabliéni dopustivom zamje-
nom varijable integracije nekom funkcijom (bijekcijom) ili dopustivom zamjenom nekog
analitickog izraza novom varijablom integracije.

(a) Umjesto  — a uvodimo novu varijablu ¢. Potrebno je promijeniti i dz koji je u
ovom slucaju jednak dt, jer je dt = d(z —a) = dx.

dx r—a=t dt
/x_a_{ do = dt }_/t = Inje —al+C.

(b) Umjesto 1+ e* uvodimo novu varijablu ¢, pa vrijedi

14 ¢
/ de edw—dt /dt / A =4+4
1+4e® r=1In( t—l t—1)t A=-1 B=1
dx =

=lIne” —ln(l—i—ex)—l—C:x—ln(l—i—ez)—|—C.

Osim suspstitucije u ovom zadatku koristen je i rastav na parcijalne razlomke

gdje smo razlomak pod integralom i t—ll) ; rastavili na dva jednostavnija.

¢) Zbog pojave/z u podintegralnom izrazu uvodimo zamjenu z = t3, pa vrijedi
g PO)J p g 3| P 3

sin{”/s?d B =1t Slnt3t2dt
Sz T de=3t2dt 2

:3/sintdt: —3cost+C = —3cos vz + C.
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(d) Vrijedi

2cos dx = dt 2t

1
nlt|+C = Eln\l—l—Qsian—C.

cos T 1+2sinz =t | _ dt
/1+2smx { }_/_
1
Pk

1.3 Uvodenje novog argumenta

Izracunajte integrale:
(a) /sin3x dx,

o [E

X

c) /w\/l-i-—xQ dx.

Rjesenje. Da bismo zadane integrale sveli na tablicne umjesto x uvodimo novi argu-
ment, pa umjesto dx imamo d(noviargument)

(a) Novi argument je 3z, a kako je d (3x) = 3dx integral je potrebno jo pomnoziti s

Wl

1 1
/sin 3x dxg = /sin3x dx (3z) = —3 cos (3z) + C.

(b) Za novi argument uzimamo In z, pa vrijedi

/ (lnx:c)‘l dx = /(ln 2)td(Inz) = (m;)g) +C.

(¢) Vrijedi

/x\/l—i—xzd:c:/(l—i—:ﬂ)éxdm:%/(1+x2)%2xda@

23
%/(1+x2)% d(1+x2):%w+a

2

Ovi integrali mogu se rjesiti i metodom supstitucije tipa (noviargument) = t.



1.4 Metoda parcijalne integracije 5

1.4 Metoda parcijalne integracije

Izracunajte integrale:

(a) /wem dx,

(b) /\/Ean zdz,

1
(c) /:cln +xdac,
1—-2z

() / ¢ sinz dz.

Rjesenje. U racunaju zadanih integrala koristimo formulu parcijalne integracije [M2,
teorem 1.7]. Ideja je da integral koji se pojavi nakon parcijalne integracije bude jed-
nostavniji od zadanog integrala.

(a) U parcijalnoj integraciji uzimamo da je u = z i dv = e” dz, jer time z derivacijom
postaje 1 ¢ime se integriranje pojednostavnjuje.

T gy — U=z dv =e¢e"dx
TEA=N du = da v=[e"dr=¢"

:xe’”—/emdx:xem—ex—i—C:(x—l)em—i—C.

(b) Parcijalnu integraciju mozemo provoditi i vise puta uzastopce, npr. u slijede¢em
intgralu zadano je In? z, pa nakon dvije parcijelne integracije In ”nestaje”.

uw=In’z dv = /x dx
In?zde =
/\/Enxx {du:Zl;mdx ,U:2\/3$_3 }
2 4 u=Inz dv=/xdr
= Va3 1n? ——/ Inzd —
3 z°In"x 3 VzInxdr du:% 0:23“”3
2 4 (2 2
= V3n?r — = —Vm3lnx——/\/§da@
3 3\3 3
2 , 8 16
:§\/x3ln :c—§Vx3ln:c+§\/:c3+C

2 4 8
= §\/353 <ln2x— glnx—f—g) +C.
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(c) Vrijedi

1+x2 u=In 1= dv = xdx
/:cln dx = 5 T 22
1—=x du = 1=zdz v=75%5
2 1 2 2
:x—ln +:c_ x dx
2 1—=x 2 1—2x2
_x21 1+=x —x2—|—1—1d
" 1—az2
21 1
:x—ln +x—/d:c—/ dx
2 T 1—=x 1—2z2
2 14z 1. 1+=x
=—1 —=1
S PR R
1 1
:§(x2+1)1n1+x—|—:c+0

(d) 2% u brojinku zapisujemo kao x? - x, pa slijedi

/de—/xZLd:c
i ira
— 2 —_z
_ U=z 1 dv;mda@
du =2z dx Uzif\/prd$:\/1+$2
:x2x/1+x2—/\/1—|—x22mdm
:x2x/1+x2—/\/1+x2d(1+x2)

:x2\/1+x2—§(x2+1)%+0.

(e) Vrijedi
T o u=e" dv = sinx dx
e'sinrdr = x
du =e*dr v=—cosz
:—e’”cos:c+/excos:cd:c
u = e” dv = cos x dx
du = e* dx v =sinx
:—ezcos:c+exsinx—/exsinxdac.

Integral koji preostaje izracunati jednak je poc¢etnom integralu, oznacimo ga sa
I, pa izjednacavanjem lijeve i desne strane dobivamo:



1.5 Rekurzivne formule

I =e¢"cosx+e’sinx — I,

iz cega slijedi

2] = ¢€” (cosx —sinx)

x
I= [ e*sinzdr = % (cosz —sinz) + C.

1.5 Rekurzivne formule

Nadite rekurzivnu formulu za integral: I, = / (a2 — xz)n dr, nm € N.

Rjesenje. Za n =1 vrijedi

_ 2 2 _2_55_3 _ 2_35_2
I = (a x)dm-am 3 +C=zla 3 + C.

Za n > 2 vrijedi

n u=(a%—22)" dv = dx
In:/(aQ—xQ) d:c:{ | 2 g)n_lal:c v=ux }

du = —2nzx (a -z

=z (a2 — xz)n — /—2nw2 (a2 — xz)n_l dx

(@ —2?)" + 2n/ [ (® —2%)]" do + 2n/a2 (@~ 2*)" " do

T (a2 — x2)n —2nl, + 2na’I,_;.

Izjednacavanjem lijeve i desne strane dobivamo trazenu rekurzivnu formulu

I, ==z (a2 — acQ)n —2nl, + 2na2In,1
I,(14+2n)==x (a2 — xQ)n + 2na’I,_,
a? — xQ)n 2na?

L1
mt1) o @nyn

o (
I, = (

1.6 Integriranje racionalnih funkcija

Izracunajte integrale:

dx
(2) /w2—|—5x’
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dx
b -
()/2x2—5x+7’
r—1
—d
© [ F

3x —2
d ——d
()/2x2—3x+4 *

3+ x+2
—d
() /:c2+7:6+12 *

1
(f) / m dx.

Rjesenje.

(a) Polinom u nazivniku moze se rastaviti na faktore 22 + 5z = z (x + 5), pa tabliéne
integrale dobivamo rastavom na parcijalne razlomke [M2, §1.4.3] . Vrijedi

/ dx _/ dx
r2+5z ) z(z+5)
m:%ﬂ‘%/'m(x-l—lﬁ)

= 1= Ax+5A+ Bx

1 1

_1 dx 1/dx
" 5) z 5) x+5

1 1 1
:gln|x|—3ln|x+5|+023ln

T
T+5

e

(b) Polinom 222 — 52+ 7 nema realnih nul-to¢aka, pa nazivnik ne mozemo rastaviti na
faktore. U tom slucaju integral racunamo nadopunjavanjem nazivnika do punog
kvadrata na slijede¢i nacin:

/ dx _1/ dx _1/ dx
202 =5x4+7 2] 22-3x+1 2 (m—%)z— +

Sy
-

}—‘|l\3
(e[S
N[~y
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(¢) Nazivnik se ni u ovom primjeru ne moze rastaviti na faktore, pa integral racunamo
zaspisivanjem brojnika u dva dijela od kojih je jedan derivacija nazivnika, a drugi
konstanta. Time dobivamo dva integrala od kojih se prvi moze izra¢unati me-
todom supstitucije [M2 vjezbe, §1.2] ili uvodenjem novog argumenta [M2 vjezbe,
§1.3], dok drugi racunamo kao u ovom zadatku pod (b).

1 1 1 1
/ x_l—dac:/E(Qx_l)—'—i_ldx:/5(2x_1)_—§d:c
2 —x+1 2 —x+1 2 —x+1

1 [(2z—-1)—1
_5/ 22 —x+1 du
1/ 2r — 1 1/ dx
=) 5———de—= | ¥———
2) 22 —x+1 2) a2 —ax+1
_1/d(ﬂc2—x+1) 1/ dx
2 2 —x+1 2 (x_%)Q_%Jrl
1 20 — 1
=—Inl2?—z+1 ——arctg +C.
3| R

(d) Vrijedi

/7:%_2 dm—/ 3(x_%) dw—é/ix_g dx
_ - 3 - 2 3
222 —3x 4+ 14 2(302—536—1—2) 2 ) x x+2

1 3 3 2 1 3 1
3 [a@e-g)ta-5, 3 [3(22-5)+5
2 22— 3x+2 ) 22— 342
2 2

31 2x — 3 L3 dx
S 22) 22— 3242 212 ) 22— 32 +2
_3/d(m2—%x+2) 1/ dx
4 3 ] 2

4 2 —sr+2 8 (x_i) %+2

3 3 1 4 dr — 3
=—1In xQ——x+2>+— arct +C

4 < 2 8+/23 s V23

(e) Kako je u ovom integralu stupanj brojnika podintegralne funkcije veéi od stupnja
nazivnika, prvo provodimo dijeljenje polinoma, a zatim integral rastavljamo na
dva, od kojih je prvi tablicni integral potencije, a drugi se svodi na neki od
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prethodnih slucajeva.

3 2
I:/ T+ x+ do —
24+ T+ 12

(x3+x+2):(x2+7x+12):x—7

0st.38x + 86

38z + 86 z?
/(m 7) x+/x2—|—7x+12 z = Tx + I
Integral oznacen sa I; racunamo posebno. Kako su 1 = —3 i x1 = —4 nultocke

polinoma x2 + 72 + 12, nazivnik se moze rastaviti na faktore, pa tablicne integrale
dobivamo rastavom na parcijalne razlomke.

38x + 86 38z + 86
———a—dr = | —————dzx
z? 4+ Tr + 12 (x+3)(z+4)
{ 1 _ A, B }
_ (z+3)(z+4) — z+3 " z+4

A=-28 B=66

4
oy [ g [l D)
z+3 r+4

= —28In|z + 3| +661n |z + 4| + C.
Konac¢no rjesenje je

B+ r+2 x?
I= | ———dx = — — Tx — 281 3|+ 661 4| + C.
/x2+7x+12 v=5 ~Te—28lnfz+ 3|+ 660 o +4+

(f) Slijededi integral racunamo dodavanjem i oduzimajnem x? u brojniku, pa vrijedi
1 1+ 2% — 22
/ LT . / Lrer—amy,
(1+22) (1+22)
1 2 2
_ / L. / T
(1+ 22) (1+22)

1 2
= mdw— mdx:arctgx—h.
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Integral oznacen sa I7 racunamo posebno koriste¢i parcijalnu integraciju,

/de _/ﬁdx
(1+22) (1+22)°

u=x dvzmda@
du=dx v=1] 1:;):_2(T1$2)
B T 1 dx
T 2(142?2) +§/ 1+ a2
T 1
:—m+§arctg:c+a

pa je konacno rjesenje

/ L do=larctgrt 24O
———% QX = —arCtgxr — %5+ .
T R T =)

1.7 Integriranje trigonometrijskih funkcija
Izracunajte integrale:
(a) /cos5scd:c,

(b) / cos x cos 2z cos bx dzx,

dx
(c) —— ,
2sinx —cosx + 5

(d) / cos® x + cosj x d.

sin?x + sin* z

Rjesenje.
(a) Vrijedi
/cos xdx—/cos T COS xdw—/cos x(1—81n2x) dx
3 2
cos®zdr — [ cos® zsin® z dx
/cosx 1—sin2:c) dm—/cos3xsin2:cd:c
) 3 .2
/cosxdx—/cosxsm xdw—/cos T sin“ x dx

=ginx — I; — I>.
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Integrale oznacene sa I i I racunamo posebno koriste¢i jednostavne supstitucije.

. .2 . sinx =1
I —/cosxsm :cd:c—{ cosa do — di }

t3 3
:/th =l 0= 0

3 3

o —
j 3 .9 _ sin
9 /cos T sin“ x dx { cosadu — dt

/t2 /tzdt /t4dt

3 o sin® sin®
=— — =+ 0y = — Cs.
3 5+ 2 3 5 + Co

pa je konacno rjesenje

3 e} i D

5 . sin®x  sin®x  sin’x
dr = — — C
/ cos’ xdxr =sinx 3 3 + 3 +
. 2¢in®z  sin®x
=sinx — 3 + 3 + C.

(b) Podintegralu funkciiju prvo raspiS$emo pomoéu trigonometrijskih formula pre-
tvorbe, pa vrijedi

/ cos  cos 2z cos b dr = (cos z + cos 3x) cos bz dx

1
/cosxcos5xdx+ 5 /cos3xcos S5x dx

1
(cos 4z + cos 6x) dx + 1 / (cos 2z + cos 8x) dx

»Jkl»—l »Jkl»—* = N = N =

(/cos4xdac+/cos6xdac+/cosQ:cd:c+/cosS:cd:c>

sin 430 sm 6:6 sin2x  sin8x
+ +C
2 8
sin 230 sin 4:c sin6xr  sin &8z

=% t %6 T T ¢
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(¢) Integral racunamo koristeéi univerzalnu trigonometrijsku supstituciju [M2, §1.5.1].

/ dx _ tgg =t sinz = 1_2;;22
2sinx —cosx + 5 dr = 24 coggp = =2

1+¢2 1-+¢2
2dt 2dt
_ / 1+¢2 _ / 1+¢2
o 2t 1—¢2 B 4t—1+2 454512
2 1+¢2 ~ 1+L2 +95 1+¢2

_/ 2dt _/ dt
e +at+4 ) 3(2 424 2)

dt 1 3t-|—1
=) ———=— +C
/(t+l)2+5 VARV

1 3t 1
:—anrctgg27+ C.

V5 V5

(d) U racunanju integrala umjesto univerzalne trigonometrijske supstitucije koristit

¢emo pojednostavnjenu supstituciju za racionalne funkcije sa svojstvom R (sinx, — cos x) =

—R (sinz, cos x).

dr = sinxe =1t
cosrxdr = dt

4

R(sinxz,—cosxz) = —R (sinxz,cosx
/cos3x+cos5x ( ! ) ( ! )
sin? x 4 sin* z

cos® :c 1+cos :c)

sin? :C 1 + sin? :c)

cos? x 1—|—cos x) cos T

T
sin? x 1—|—sm x)

[
/
[t [ S
[=
{
=t+

a2 (t*=3t2+2): (t*+1¢) =1
g — .

th+t :
ost.4t? + 2

—4t2 + 2
1dt dt
* / 2 (1+ t2)
41242 Ct+D
22(1+2) — ¢ + t2 +
A=0, B—2 C=0, D=-6

—6 2
/ dt+/t2+1dt:t—Z—6arctgt—|—C.
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1.8 Integriranje iracionalnih funkcija racionalnom supstitucijom

Izracunajte integrale:

dx
) /w(1+2ﬁ+%)’

dx
) /(2x+1)%—(2x+1)%

)

dx

(c) /(‘/(x—l)B’ (m+2)5.

Rjesenje.

(a) Ovakav integral rjesavamo supstitucijom = = t*, gdje je k najmanji zajednicki
viSekratnik nazivnika eksponenata od x koji se pojavljuje u podintergalnoj funk-
ciji.

/x(1+25/2+ V) ::{ dx$::6tti dt }

_/ 6t° dt _/ 6 dt
S (23 +¢2) ) (14263 +12)

(2412 +1)=0=t=—1
(283 +241): (t+1) =22 —t+1

0st.0

dt
:6/75(75—1—1)(2152—75—1—1)

1 _ Ay B | Ct4D
_ 1) (22—t+1) ¢ '+l 2t27t+11

dt =Lt t—1
—6 | Sy T g "5
/t * /t+1 /2t2—t+1
3
— 6t — —— |t 1| =1
ftl - S ft+ 1]~ 1

= 6mn |¥a] — oo | Yo+ 1| - I
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Integral oznacen sa [iracunamo posebno kao integral racionalne funkcije.

t—3 1 4t — 2
11:/766175:—/73&
202 —t +1 4 ) 22 —t+1

1 4t — 1 1 1
=- | 5———dt+- [ 2 —dt
4/2t2—t+1 +4/2t2—t+1

1 1 1
=2 —t+1)+— [ ————dt
4n( " )+24/t2—§t+%

1 1 1
:—ln(2t2—t+1)+—/—dt

1\2 7

! AT (t-3)" + 1

1 1 4 4t — 1
=—In(2> —t+1)+ ——arctg—— +C

1 1 4t — 1
=-In(22—t+1)+ arct +C

1 1 497 — 1
=-—In(2Vr— Y +1) + arct +C

pa je konacno rjesenje

du 3 1 1 497 —1
=6 | V2| Vo +1|--Im(2¥z - Vo +1)———= V- ic
/:c(1+2ﬁ+%) 6ln [V =g [Vt 1] =g In 2V = Yo+ 1) - c—zarctg———+C

(b) Vrijedi

/ dx {2x—|—1:t6 dx = 3t° }
= 6_
(2354_1)%_(2954_1)% x:t21 t=+2x+1
3t° dt 2 dt 2—14+1
/t4—t3 3/t—1 3/ t—1
—3/ t+1+L dt—3/(t+1)dt+3/—1 dt
B t—1 - t—1

3
:§t2+3t+3ln\t—1]+0

3
=5 V2 +143V2r+143m[V2r +1-1[+C.
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(c) Vrijedi

dx B dx
/f/(x1)3(x+2)5/</<§+§)(x1)4(x+2)4

/ 1 Jfx—1

= dx

(x—1)(x+2) x+2
z—1 _ 44 _ 1243

:{ m—t dr = (1—t4)2 dt }

_/1—154 1—t4t 12t

B 3 3t (1 — 14>

4 4 4 ,Jz—1
= [ —dt=-t+C=—-}4 C.
/3 3+ 3 90—1—2+

1.9 Eulerova i trigonometrijska supstitucija

Izracunajte integrale:

dx
a 9
(a) /1+\/x2+2x—|—2

(b) / V3~ 22 — 22 da,

Rjesenje.
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(a) U racunanju integrala koristimo Eulerovu supstituciju [M2, §1.7.2], pa vrijedi

V2 4+2x4+2=t—=x

/ dx _ = =2
= = 2F2
14+ Va2 + 22+ 2 de — t2+2Jtr+2 dt
2(t+1)2
t2+2t+22 t2+2t+22
2(t+1) _ 2(t+1)
14+¢— 2-2 dt = / 2t4+242t2 42t 1242 dt
2+2 2(t+1)
2
_/ i sl
24+ 4t +4 (t+2)%(t+1)
t242t42 _ A | B C
(t+2)2(t+1) — t+1 tizt (t+2)>

= P42 +2=At+2*+Bt+2)(t+1)+C(t+1)
A=1 B=0, C=-2
dt dt L
= — 2 —— =mt+1] -2 (t+2)2d(t+2
o2 g =2 [ a2
—In|t+1]4+2(t+2) ' +C

-1
zln‘\/:c2+2:c+2+:c+1‘—|—2<\/x2—|—2x+2+x—|—2) + C.

(b) Izraz pod korijenom nadpounjavamo do punog kvadrata, a zatim uvodimo dvije
supstitucije

/mdx:/mdxz{ it }
:/ﬂdt:{ t = 2sinz }

dt = 2 cos zdz

= /2 cos z2cos zdz = 4 / cos® zdz

1
:2/(1+QCosz)dz:2<z+§sin22> +C

:2<z—|—sinz\/1—sin2z) +C

2 i t+t\/1 t2+C
= 2arcsin - - —
2 4

2
LAY O G

4

1 1
:Qarcsinx;— +:c+ \V3—2x —22+C.

2

+C

. T
= 2 arcsin
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1.10 Metoda neodredenih koeficijenata

2
2 3
Izracunajte integral rerts dx.

vV—x?+ 4

Rjesenje. Iz formule za metodu neodredenih koeficijenata [M2, §1.7.3], slijedi

x4+ 2z +3
I= | ———drv=(m1x+a \/—x2—|—4x+)\/
V=22 + 4z ! ’ V —x2+4:c

Deriviranjem po z dobivamo

22+ 22+ 3 —2x+4 A
=g V2244 + (aix+a +
V—x2 + 4x ! (a1 0) W —x2+4x  V—22+ 4x

Pomnozimo li cijeli izraz sa v —z2 + 42 dobivamo

2422 +3=a; —2? +4x+ (a1 +ap) (2—z) + X

Izjednacavanjem lijeve i desne strane dobivamo

1= —a] — ayl
2 =4aq + 2a1 — ag
3 = 2ag + A
iz cega slijedi
1
a1 = 5, = —5 A= 13.

Integral I sada je jednak
1 s
1
= <—§:c—5> \/—x2+4x+13/

dx
V—x?+ 4z

S
4—(z—2)>

1 -2
— <_§;¢—5> V22 +4r + 13 arcsin — +C.

1.11 Binomni integral

Izracunajte integral / Y 4
zracunajte 1mtegra. — aX
) & 1—xvx
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Rjesenje. Integral rjeSsavamo bupbtitucijom za binomni integral [M2, §1.7.4]. U ovom

je slucaju m+1 cijeli broj (m = ;,n = 2,p = —) pa koristimo supstituciju 1— x5 =12,
-1
[ NG 1 3\ 2
7dx:/7dx:/:c2 (1—9@2) dz
/ 1—avx m
mtl —1eZz
n 3 e 9
= 1—22 =t
23 = Ztdt

= [ —tt dt=—t+C
/ 3 3 *

:_?4\/1—30\/5—1-0.

1.12 Integriranje razvojem u red

o0
Rijesite integral / sin 22 dz razvojem u red potencija, koristeéi razvoj sin z = Zo (—1)" (:2”2—:11),
Py

Rjesenje. Zadana podintegralna funkcija je sin2?, pa koristeéi zadani razvoj sinusa
dobivamo

: 2 n \X n
S HZ%( Vs - TV @
6 10 14 2(2n+1)
y T’ x no1 T
. R S S 1
oyt T ot DT g
iz ¢ega slijedi
10 14 4An—+2
in a2 de — TR AUt B AT
/Smx dx_/[ R R R St A ooy R I
.’IJ3 .’IJ7 .’L'll .’L'l5 .’L'4n+3
= — — .. _1 n—1
s e s moa T s
i 4n+3

4n—|—3) 2n+ 1)

n=0

1.13 Zadaci za vjezbu

Izracunajte integrale:
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2+ 5 —1

1. —d
Ve
2x+1 _ 5171
dx
3. —_
/w2+a2
4 / dx
’ VaZ — 12
5. /egcosmsinxdx

2
x
6. /7@
V5 + 23

~J

Ne)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

17

1
_/de

X

eQz
. — dx
1 — 3e**
Cos 2x
sin x cos x
/ sin® z dx
/ cos® x dx

/ cos® xV/sin x dz

/ eretan g in(1 + 22) 4+ 1
14 22
/:czex dx

/(x2 + 22 + 3)e” du

. /lnxdx
Inx

dx
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18

[ 5=
. —dx
1—z2

19.

20.

21.

22

23.

24.

25.

B
=

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

/
/
/

— S S S S S S S S S S S —

2% arccos x dx

dx
(22 4+ a?)?

cos (Inz) dz

dx
222 +6x +5
dx
(22 + 2z + 10)*

x4 dx
xt + 522 +4
T dx

3 —3x+2

3
— Tz

i~
S
|

dx

N Ot

22 -3z +3

————d
ER

8

a3 442 — 2+ 1

xt 4+
sin® z dz

dx
zcostz

dx

sin?

sinz (2cos?x — 1)

10

sin'? z cos® z dx

dx

2 pcostx

sin

sin 3x cos bz dx

dx



22

NEODREDENI INTEGRAL

dx
zcostx

dx
sin*z + cost x

35.
sin?

sin4dx
~ 8 . 8. dx
Sin® x + cos® x

dx

sinz (2 4+ cosx — 2sinx)

(3083 T

s x + sinx
A0, sin? 2 cos x d

sinx + cosx

41. sin? 3z cos? 3z dx

— S S~

3/..2 6
o /ﬂd
(1 + x)
dx
43.
[+

/1—\/x+1dx
’ 1+ +1

44

45. / vdr .
(V7z —10 — 22)3
dx

46. .
r—Vri—z+1

47/ du
I ARVARSEE
48. /\/4x2—4x+3dac.
3
49. /x—d:c.
V1+2x —z2

34202 4+3x+4
50. x—i—x—i—x—i—dw.

Vaz 42z +2

dzx
o /W
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52.

53.

54.

55.

56.

o7.

/ 7%% d.

Odredite rekurzivnu formulu za integral I,, = [ sin” z dz. Koristeci se dobivenim
rezultatom izracunajte vrijednost integrala [ sin* z dz.

Odredite rekurzivnu formulu za integral I,, = [(Inz)" d.

Odredite rekurzivnu formulu za integral I,, = [ 2™e™* dz.

dx.

Razvijte u red potencija funkciju In(1 4+ ) pomoéu / 52

In(1
Odredite / M dx razvojem podintegralne funkcije u red potencija.
x

1.14 Rjesenja zadataka za vjezbu

10.

11.

1—25\/5 (=15 + 25z + 32%) + C

277 5~*
— =2 C
5In2 Inb +
arctg (£
ﬂ +C

a

X
carctg (| — | + C
g( a2—m2>

1 3cosx
—- C
3¢

%(5+x3)%+0

In? |z|

2\/E+T+C

1
—61n|—1 + 2sinz| 4+ C

. In(cosz) +1In(sinz) + C

sin (2z) + C

o |

T
2
1

§(x—|—cosxsinx)+C
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

2
3 (sinx)

4
~ (sinx)

[

2
0 (sinx)% +C

[SI[o%
[SIEN]

1
8T | arctg x + Zln2 (1+ xQ) +C

e””(2—2x+x2)+C
e’ (3+2%)+C
—z+zn|z|+C

1+ 21n x|
42

—1\/1—952 (242 +C

3

_%w/l—ﬂ (2+x2) +%arccosx—|—C

+C

x arctg (%)

C
2a? (a? 4 22) + 2a3 *

%x (cos (In |z]) + sin (In |z[)) + C

arctg (2x 4+ 3) + ¢

1 ) x+1+1 r+1
— arc —
54 M T T TR e Y 9 + 10

+c

+ Larct 8 arctg 1z +
X — arc xr — — arc —
g areter m g arcte o

2 lr— 1= 2o+ 2 — —
—ln|lz —1|—=In|x ——+4c
9 9 3r—3

4 +11
——z+ —1In
7 49

x—E +c
7

2
31n]x]—ln\x—1]——1+c
x_

2
ln]x\—21n\x+1]+ln‘x2—x+1|+—

V3

5 1'2+1'4+
8x 7 Sin2z 32smx c

L. 3 L 3
—gctg x—3ctgw+3tgw+§tg T+c

arctg

V3

+c
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

1 1+ v2cosx 1l ‘1+cos:c

Sl PN Bl Sttt RNl P (el it

V2 1—+v2cosx 2 1—cosz
.11 1 .3

—sinxr—-—smn°"xr+c

11 13

1
—ctgx +2tgx + gtg3x+c

1 1
— 20 — — +
4cos T 160088x c

8
—8ctg 2z — gctg32m +c

tg 2z

V2

cosdr + 7+ 42
cosdr + 7 — 42

—= arctg +c

V2

1
—1n

V2

1 x T 5 T
J‘t—w%‘t——w —1h ——‘
3ng2 ng2 +3ng2 3| +c
In|sinz| —sinz + ¢

1 ) 1 .
Zln]smx + cos x| — Zcosx(smx—i—cosx) +c

1 1 1 1

Ex— @sin6x— @sinmx—i—%sinl&c—i—c
3

5\/3 22 + arctg ¥z + c.

2 —2In |1 + Vx| + c.

6 6 3
—#x+mg+gu+mg+§@+n§—mx+n%
3In|vz+1+1|—6arctg Vo +1+ec.

10 x—2 4 \/7x—10—x2+
—_— _— e c
9 Viz—-10—22 9 T —2

3 3
2ln|va?l —z+1—z|—=ln|2vV22 —z+ 1-22x+1|+=
| | 2 | | 299/x2 -z +1-2zx+1

2 2arcte 1| - +
- 2arc — " +e
1+ 1—x & 1+ZC

14z

+6(z +1)5 +

ol

-3(z+1)

1

. +c.
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48.

o

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

1 1 1
—xr— = 4x2—4x—|—3—|—§1n\2x—1+\/4x2—4x+3]+c.

145 5 19 Lr—1
—=z® — = — —(9)V1+2x — 22 + 4arcs +c.
( 3% "7 G (9) T—x arcsin 7 c

1 1 7 )
<—x2+—x+—> x2+2x+2+§ln|x+1—l—\/:c2+2:c—|—2|+c.

3 6 6

1 4
a1 To(darip T ©

21+ ¢/z)% +c.

1 -1
I,=——coszsin” 'z + n Lo, n>2,

n

1.5 3 . 3
I4:—Zsm xcosx—gsmxcosx—i-—x—i-c.

L, =xIn"z —nl,_1.

In:—x”eam—ﬁn,l.
a a
0 xn+1
In(1 = -1n" e(—1,1
b1 +2) =Y (-1 r e (-1
n=0
0 n+1
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2.1 Newton-Leibnitzova formula

1
x dx

Izrac jte int l | ———.
zracunajte integra / 13012

0
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Rjesenje. Vrijedi
1
/ rdr
% + 3z + 2

0

T dr
(x+2)(z+1)

1
0
A B
x+2)(a:+1) =2 T
=2 B=-1
1
0

=2In|z + 2|
0

—1In |z + 1

0
=2(In3—-1In2) — (In2—-1In1) :2lng —ln2:1n§.

2.2 Supstitucija i parcijalna integracija

Izracunajte integrale:

2
dx
) /1 (34 22)%

1
/ V1—22
——dxz,
V2
2

Rjesenje.

(a) Vrijedi

/ dv [ 3+2r= ~1]1
(3422)2 | 2dr=dt t12 |7
7
_/ﬁ__!__;+¢_§
) 2t 2-7  2-1 7
1
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b) Koristimo formulu parcijalne integracije [M2, teorem 1.7 a slijedi
( parcij gracij : , pa slij
1
V1 —a? T = cost | 2|1
———dxr = . 2
2 dr = —sintdt t |z 0
N
2
0 0
/Sint in ¢ dt /71_008275& tto—i—to 1= =
= — sin = — = — =1--.
cos?t cos?t & x x 4
jus jus 4 4
4 4
(c) Vrijedi
o | dv = d
= 1 =
/ln(x+1)dx:{u n(xdt) v x}
du = %25 V=2
0 ot
o1 e—1
=zln(x+1) —/ °_da
0 r+1
0
e—1
1-1
=(e—1)Ine— / Ldm
r+1
0
e—1 e—1 d
=e—1- / dz — / x
r+1
0 0
e—1 e—1
=e—1—-=x +In |z 4+ 1
0 0

=e—1—(e—1)+Ine=1.

2.3 Nepravi integral

Izracunajte slijedece integrale:

(a) 7—“
/ /22 +1’

dx
(b) / 22+ 4+ 5’

—0o0
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Rjesenje.

(a) Vrijedi

/ dx . / dx
S P
/ zvVri4+1 b—oo / xvr? 41
2 2
Vri+l=t—=z dw-wdt

§t2 x| 1 b
=9 22+1=(t—2)’ de = TH at | |

-\ 902 tV2HT VR T+
= Tt
. Vb24+1+b tgtl gt ) Vb2+1+b tgtl gt
= lim 2% = — lim 2 7
b—o00 21 (p -1 T 2500 21 1241
V241 2t 2t V241 2t 2t
VO2H1+b VbHZ+1+b
1 . 4dt . dt
= — lim =2 lim —_—
2 b—oo t2 -1 b—oo t2 -1
V2+1 V2+1
b 1| VPRI
= — lim In |——
2 b—o00 t+1 Va1
- VR H14+b—1] \f+1—1
= lim In
oo VA1 +b41| V2141

V2

VEtl+l-1
= lim In —

V2 \f
\/ii2 In \/;2 (1+xf)

=Inl—1In
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(b) Vrijedi

00 0 b
dx . dx . dx
—_— = hm R T— —|— hm R —
2 +4x+5 a—-oo) 22+42+5 boo) 2+4T+5
—00 a 0
0 b
. dx . dzx
= hm PR E— —|— hm I E—
a——oo | (r4+2)"+1 lHoo0 (r+2)"+1
a
0 b

= lim arctg(z+ 2)
a——00

+ lim arctg (z + 2)
b—oo 0

a

= lim [arctg2 — arctg (a + 2)] + blim [arctg (b + 2) — arctg?2]
—00

a——00

T T
= arctg2 + 5 + 5~ arctg2 = .

(¢) Vrijedi

zlim<_—1+l>+lim<_—+i>
e—0\ 262 2 50\ 2 2e2
:llimi—llimi:oo—oo
2 50 02 2 e—0 g2 ’

pa integral divergira.

2.4 Povrsina ravninskog lika

Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama:

2

(a) y=2a*z=—1,x =21iosiuz,

(b) 22 + 4% =21y = 2% unutar parabole,
(c) @ = acos’t t € [0,27], (astroida)
y=asin®t ’ T ’

(d) 7% = a?cos (2¢) , ¢ € [0,27], (Bernoullijeva lemniskata).

Rjesenje.
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(a) Prema slici ] vrijedi

Y

Slika 2.1: Povrsina ravninskog lika (a)

(b) Sjecista krivulja 22 +y? = 21 y? = 2% su tocke A (1,1) i B (—1,1), (slika ZJ), pa
vrijedi
1 1

P:](ﬂ—ﬁ) dx:/\/mczx—/x%zx.

-1

Prvi se integral rjesava parcijalnom integracijom [M2, teorem 1.7], pa je

1
1‘3

3

1 x !
P==|zvV2— 224 2arcsin —
2( \/§> —1

L (4 4 9 aresin L (1 4 9 aresin — Ly _1,r
=35 arcsm — | — = | — arcsin— | — [ =+ = | = = + —.
2 V2, 2 V2 33 32

(¢) Na slici vidimo da se cijela povrina P moze ra¢unati kao 4P;. Za ra¢unanje
Py korist ¢emo formulu za povrSinu ravninskih likova, gdje je krivulja zadana

-1
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A\

2,
A
y
15¢
1t B A
0.5F
Or \

-15
-2 I I I I I
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Slika 2.2: Povrsina ravninskog lika (b)
parametarski [M2, §2.6.1.1].

\o

Py = [ asin®t-3acos®t(—sint) dt
w/2
’ i 1 21 2
- t
= —3a* / sin? t cos? t dt = 3a2/ <§ sin(2t)> %()dt
/2 0
/2
3
= §a2 / [sin® (2t) — sin® (2¢) cos (2t)] dt
0
/2 /2
= 3a,2 / [1 — cos (4t)] dt — §a2 / sin? (2t) 1d(sin (2t))
16 8 2
0 0
w/2 w/2 ) 9 /2
= iazt 3 a? sin (4t) _3 QM
16", 4-16 o 160 3 |,
3 o1  3a’m
= —QqQ — =
16 2 327
pa je
2 2
P:4P1:43a71':3a7r
32 8
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15

) H 7

_15 1 1 1
-15 -1 -0.5 0 0.5

i

15

Slika 2.3: Astroida

(d) Na slici B4 vidimo da se cijela povrsina P moze izracunati kao 4P, gdje je
Py (koristimo formulu za povrsinu ravninskih likova, gdje je krivulja zadana u
polarnim koordinatama [M2, §2.6.1.2])

. /4 ) m/4 2 /4
Pl — 5 / 7"2d90 = 5 / CL2 COS (280) d@ — ? sin (290)
0 0 ’
2 w/4 2 2
— 2
:a_ COS( SO) :a—<—COSE_COSO):a_7
2 2 |, 4 2 4
pa je
2
P=4p =4 = o’

2.5 Duljina luka ravninske krivulje

(a) Nadite opseg lika omedenog krivuljama: y> = 22 i y = /2 — ,

_ 143

(b) Izracunajte duljinu luka krivulje { =12+ 9

, t€]0,3].

Rjesenje.
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Slika 2.4: Bernoullijeva lemniskata

(a) Krivulje y® = 2% i y = /2 — z se sijeku u tockama A (1,1) i B (—1,1).

Ukupnu duljinu luka rac¢unat ¢emo kao
=2 (ll + lg) R

(vidi sliku EZ0)), koristeéi formulu za duljinu luka krivulje [M2, §2.6.2.1], pa je

1 1 1
9 1
b= [+ quay =5 [@rontar=3 [a+oy
0 0 0

MIH
MlH

@I»—t

d(4+ 9y)

N)lH

1

1 3
- A+ 9y)2 :—<13\/13—8>
18 3( T =57
:
1 5 1 d
A X
? / T \/—/\/2—x2
0 0
1 NG
Z\/§arcsmi :L,
V2[p 4

iz cega slijedi
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. . . . )
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Slika 2.5: Duljina luka (a)

(b) Za { y_: 1249 jex(t) =t*—1 iy(t) =2t pa iz formule za duljinu luka

krivulje zadane u polarnim koordinatama [M2, §2.6.2.2] slijedi

3 3 3
l:/\/(t2—1)2+4t2dt:/\/t4—2t2+1—|—4t2dt:/\/(t2—|—1)2dt
0 0 0
3 3 3
:/(t2—|—1) dt = ——|—t> =12.
3 0
0

2.6 Volumen rotacionog tijela

(a) Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog parabolom: y =

z? , osi y i praveem y = 1 oko osi y.

x = acos®t

. oko osi
Yy=a sin®t

(b) Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom astroide {

V.
Rjesenje.

(a) Koristeéi formulu za volumen rotacionog tijela koje nastaje rotacijom krivulje
[M2, §2.6.3], za krivulju z = /y u granicama od 0 do 1 koja rotira oko oko osi y,
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vidi sliku 28l dobivamo

1
2
2 T
R [
0
0
2 ~
A
y
15F
1
1F - — — — -\ - -
0.5
0 >
X
-0.5
_l L L L L L L J
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Slika 2.6: Rotacija parabole y = x?

(b) Koristeé¢i formulu za volumen rotacionog tijela koje nastaje rotacijom krivulje
3

= t . .

v acos (astroida), oko osi

zadane parametarski [M2, §2.6.3], za krivulju { y = asin®t

1y, 1 koristedi simetriju astroide dobivamo

u=sint
du = cost dt

S|+
(e} Naw]
el I

——

a’cos®t - 3asin®tcostdt = {

<

Il

[\)

3
o\%

1
(1-22)° 2 dt = 67m3/ (2 = 3t* + 3t5 — %) dt
0

1

B3 35 37 t9>
0

2 3t4 13 — B dt =6ma [~ - -+
( - ) T\ T T T

3 N 3 1 R 327a’
[ —_— = = aq — = .
577 T 315 T 7105
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2.7 Oplosje rotacionog tijela

Izracunajte oplosje tijela koja nastaje rotacijom luka parabole y? = 4z , oko osi z, od
T = 0 do To = 4.

Rjesenje. Koristeéi formulu za oplosje rotacionog tijela [M2, §2.6.4] i prema slici 27
dobivamo

Y

b 4
1
P=2r [ |y@)|\V1+[y (@)]*de=2r | 2/x\/1+ = dz

a/ 0/

4 3

Vi+x (14+z)2]" 8
=4 T dr = 47 - — — .
4 O/\F 7 4 T, <\/125 1)

2.8 Trapezna formula

2
Primjenom Trapezne formule [M2, §2.7.2] izracunajte integral I = / In x dz, podijelom
1

na b intervala.
Rjesenje.
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bma _2-1_ oy,

n=>5= Ax; =
n 5

pa je

r;=a+1th, h=02 i=0,1,...n.
iz ¢ega slijedi
o = 1, 1 = 1.2, o = 1.4, T3 = 1.6, T4 = 1.8, 5 = 2.

Integral je sada
2

I= /lnxdx ~ 0.2 [M—l—f@m) +f($2)+f($3)+f(954)]

1
0+ 0.69314
0.2 [;

5 + 0.18232 + 0.33647 4 0.47 + 0.58778] = (.38463.

2.9 Simpsonova formula

Primjenom Simpsonove formule [M2, §2.7.3] za n = 2 izvedite pribliznu formulu za

. . T = acost -
duljinu luka elipse { y=bsint te [O, 5}.
Rjesenje.
b—
I = 22 {f (@0) + f (wan) +4[F (@1) + o + f @20-0)] + 2[F (22) + f (@20)]}

U nasem je slucaju

T
n=2= xy=0, .%'121, 1‘225.
pa je

a? + b2

flao)=b, o) =5

, [ (x2) = a.

iz ¢ega slijedi

T a? + b2
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2.10 Zadaci za vjezbu

Izracunajte integrale:

[\)

1
. / V1—22dx
0

e
T
3. _—
/1 zv1+Inz

10.

11.

12.

13.

14.

15.

4 d

+Vz
In5 z\/—

e+ 3

o\..\

2
. / T cosx dx
0

Izracunajte neprave integrale (ili ustanovite njihovu divergenciju):

. / e’ dx

/2 dz
-1 II,'2
/ & dx
oo X244+ 9
Izrac¢unajte povrsinu lika omedenog parabolom y = 2z — 22 i pravcem y = —z.

3 x? i pravcem = 4y = 5.

Izrac¢unajte povrsinu lika omedenog parabolom y =
Izracunajte povrsinu lika omedenog kardioidom r = a(1 + cos p).

Izra¢unajte duljinu luka krivulje 2 = (z —1)? izmedu tocaka A(2,—1), B(5, —8).
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16

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

Izracunajte duljinu luka krivulje z = e’ cost, y = e!sint od t =0 do t = In .
Izracunajte duljinu luka krivulje » = a cos® % od o =0do ¢ = 3.
Izracunajte duljinu luka kardioide r = a(1 + cos ¢).

Izracunajte volumen tijela koje nastaje kada luk parabole y? = 2z, = € [0, 5],
rotira oko osi y.

Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom jednog svoda cikloide x = a(t —
sint), y = a(1 — cost) oko osi x.

Izrac¢unajte oplosje tijela koja nastaje rotacijom oko osi x jednog poluvala sinu-
soide y = sin z.

K
Koristeéi trapeznu formulu, n = 4, izracunajte vrijednost integrala / f(z)dz,
0

sinx x>0
r)=<¢ *~ .
o= {F

gdje je

9
Izracunajte integral / V6x — 5dx primjenom Simpsonove formule (n = 8).
1

2.11 RjesSenja zadataka za vjezbu

10.

Integral divergira.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

S

s
I

)

Il

— N O
|

a’m
2

[~ 7.63.
I =V2(r—1).

w

P:

I = g(zw +3V3).

[ = 8a.

V =10V107.

V = 57243,

P=or [\/§+1n(\/§+ 1)].
I ~1.83.

I ~ 37.9655.
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5.1 Uvod
(a) Provjerite dali je ¢ (z) = eV =27 1iesenje diferencijalne jednadzbe zy+ /1 — 22 -
y = 0.
22
(b) Pokazite da je svaki ¢lan familije krivulja y = Ce> rjeSenje diferencijalne jed-
nadzbe y' = zy, te odredite ono rjesenje koje zadovoljava pocetni uvjet y (1) = 2.
c redite diferencijalnu jednadzbu ¢ije je rjesenje familija krivulja y = Cx + C~.
Odredite dif ijjalnu jednadzbu ¢ije je rjesenje familija krivulj C C?
(d) Odredite krivulju iz familije krivulja y = C1e” — 2Coe™** za koju je y (0) = 1 i
y'(0) = 2.
Rjesenje.
(a) Provjeru vrsimo uvrstavanjem ¢ (z) u zadanu diferencijalnu jednadzbu. Prvo

ra¢unamo derivaciju od ¢ (z)

2
7 —2x —geVi-z

W1—x2 V1i—gz2

(L‘-e\/l_xQ—l—\/l—{LQﬂ:O
Vo=

x-eV1TE _ peVize? o

0=0

Dakle, ¢ (x) jest rjesenje diferencijalne jednad zbe xy + /1 — 22 -y = 0.

x2
(b) Uvrstavanjem Ce2 u zadanu diferencijalnu jednadzbu y' = zy, dobivamo

Cezx=uzCe7,
12
pa Ce’2 jest rjeSenje diferencijalne jednadzbe 3y’ = xy. Preostaje jos pronaéi ono
rjes enje koje zadovoljava pocetni uvjet y (1) = 2.
y(1)=2=2=Ce:
C =22,

Trazeno partikularno rjeSenje dobije se uvrstavanjem dobivene konstante C' u
opce rjesenje.

z2 1
y=Cez,C =22
2
Y = 267%6% = 2@%(232_1)
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(¢) Zadanu familiju krivulja prvo deriviramo s ciljem eliminiranja konstante C'.

y=Czx+C?
y'=C,

pa uvrstavanjem u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
_ / N2
y=uzy + ()"
(d) Vrijedi

y = Chre® — 205e~ 2%
y' = C1e® + 4Che 2",

Uvrstavanjem pocetnih uvjeta dobivamo

y(0)=1=1=C1e’ — 2Cye "
Y (0) = =2 = —2 = C1e0 4 4Coe20.

RjeSenje sustava

1=C1 —2Cs
—2 =01 +4C,.
. . 1 . . . . . . .
je C1 =01 Cy = ——, pa se tra zena krivulja dobije uvrstavanjem tih konstanti u

zadanu familiju krivulja

5.2 Populacijska jednadzba

Kultura bakterija u po¢etku ima 1000 bakterija. Stopa rasta proporcionalna je broju
bakterija. Nakon 2 sata populacija je narasla na 9000 jedinki. Odredite izraz koji daje
broj bakterija nakon ¢ sati. Odredite broj bakterija nakon 10 sati.

Rjesenje.
Zadani uvjeti su slijededi:

P (0) = 1000
P (2) = 9000
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zelimo izracunati P (t), a zatim i P (10) koristeéi formulu za populacijsku jednadzbu
M2, §5.1].

dP
— =kP
dt
integriranjem dobivamo
P(t) = Aef (5.1)

Iz uvjeta za pocetnu populaciju slijedi
P(0) = A =1000= P (t) = 1000 - "

Iz veli¢ine populacije nakon dva sata slijedi

9000 = 1000 - e*,
pa je

k 1 In9=1n3

=—-In9=1n3.
2

Uvrstavanjem u (&) dobivamo

P (t) = 1000 - '3

Nakon 10 sati broj bakterija bit ¢e

P (10) = 1000 - ¢'013
P (10) = 59049000.

5.3 Logisticka jednadzba
Vijesti se Sire gradom tako da je brzina Sirenja vijest proporcionalna produktu dijela

stanovniStva y koji su culi vijest i dijela stanovnistva koji nisu ¢uli vijest. Gradi¢ ima
1000 stanovnika. U 8 sati, vijest je ¢ulo 80 ljudi, a do podne ju je ¢ulo pola grada.

(a) Napisite diferencijalnu jednadzbu koju y zadovoljava i rije Site je.

(b) U kojem ¢e trenutku 90% stanovnistva znati vijest?
Rjesenje.
(a) Vrijedi

y' = ky (1000 — y),



5.3 Logisticka jednadzba ol

pa je
dy
———— =kdt
y (1000 — y)
1 1 1
-+ dy = kdt.
1000 \y ~ 1000 —y
Integriranjem dobivamo
1
n—2— =kt +InC

1000 " 1000 — y
In—2  — 1000kt + 10001n C

n
1000 — y
Y — 000kt
1000 — y '
(b) Zadano je
y(0) =80
y (4) = 500
y (to) = 900.

zelimo izracunati to. Iz rjeSenja pod (a) slijedi

ﬁ = A= A=0.08696
i
% = 0.08696¢°F = k = 0.00061,
pa je
L 0.08696e%610

1000 — y
Ako uvrstimo y (tp) = 900 dobivamo

0 _ 086960610
1000 — 900

iz Cega je
to = In 55869 —76.
0.61

Dakle u 8 sati + 7.6, odnosno u 15 sati i 36 minuta 900 ljudi ¢e znati vijest.
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5.4 Jednadzbe sa separiranim varijablama
(a) Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe = + zy + ' (y + 2y) = 0.

(b) Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (1 + :cz) v +yvV1+22 =zy, te

partikularno rjesenje koje zadovoljava pocetni uvjet y (0) = 1.
Rjesenje.
dy . .. . . .
— u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

(a) Uvrstavanjem y' =

T e = ——dy
IT+x I+y

Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli [M2, §5.2] , pa je rjeSavamo

integriranjem:

/1+x /1+y
1—-1 —
/de: /y+1 yri-t,
1+=x 1+y

1
dx d —d
1+ / y—l—/ Y

x—ln\x—i—l]:—y—i—ln]y—l—l\—l—C

dr —

Sredivanjem dobivamo

z+y—(njz+1+nly+1))+InC=0
r+y—InC(x+1)(y+1)=0.
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d
(b) Uvrstavanjem ¢’ = d—y u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
x

d
(1+x2)d—i:xy—y 1+ a2

(1+x2)dy:y(x—\/1—|—x2) dx

@_m—\/1+x2dx
y 14 22
dy_ :c—\/1+—302
v ) 142

dy \/1—|——x2
Z:/1+x2 /1+x2 du
ln|y|:1/dx —|—1 /
2 1+ 22 «/1+x2

ln|y|z%ln(1+x)—ln‘x—l—\/x2+1‘+ln0

Vrijedi
In |y| —ln\/l—i—xQ—i—ln‘x—i—\/xZ—i—l‘—i—lnCzO

Cy (v +Va+1)
In =0
Vit a2
Cy (v +Va?+1)
Vita?

Cy(x—i— x2—|—1> =1+ 22

=€

Za pocetni uvjet y (0) = 1 dobivamo
C (0+ V02 + 1) —V1+02
iz cega slijedi C' = 1, odnosno partikularno rjeSenje za ovaj pocetni uvjet je

y(x—i— x2—|—1) =1+ 22

5.5 Homogene diferencijalne jednadzbe

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi
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(a) yy' =y —z.
b) (1+ev)deter (1-2)dy=o0.
(
Rjesenje.
d
(a) Uvrstavanjem y' = d—i u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

ydy = (y — x) dz,

odnosno
(y —x) dx —ydy =0 (5.2)

Ovo je homogena diferencijalna jednadzba 1. stupnja homogenosti, pa je rjeSavamo
supstitucijom:

vy _

=2z

x

y=2xz

y' =z+z2

Uvrstavanjem u (B2) dobivamo
(zz—a)—zz(24+2) =0/ 2
z—lzz(z—i-xz’)

/
2:.TZ A

z—1—2z
d
xzd—i:z—l—zQ
zdz _dx
z2—1—22 x
zdz _dz
2—z4+1 oz
Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa vrijedi
/ zdz _ @
22—z4+1 x
1 2 1
—d(z —z+1)+—
2 2
=-—1 C
/ 22 —24+1 nlzl+
1 d(z2—2—|—1) 1 dz
S e e e A (o SN | c
2/ 22 —z4+1 +2/22—z+1 nlzl+
1 12 z—1
§1n|z2—z+1|+§%arctg @2:—ln\xl+0

1 2z —
Inv22 — 2+ 1+ ——=arctg :

1
V3T VB
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95

Vra¢anjem u susptituciju Y _ » dobivamo
T

/2% Y S 14 Loretg 22 = — et
ny/ - \/_arcg n|z

Invy?—zy+ 22 —1In|z| +

1
arctg

7
Iny?2 — 2y + 22 + Lar(:tg2
\/7

2y
lnC\/y2—xy+x2+ﬁarctg \/§
x

\/,
\/_ ——ln]x\—i—C
f

(b) Ovo je homogena diferencijalna jednadzba stupnja homogenosti 0, pa je rjeSavamo

supstitucijom:

T

i

Y

Tr=yz

dx , ,
— =T =z+yz
dy

Uvrstavanjem u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

(1+e)(Fy+z)+e*(1—2)=0
dy+ztydet +zef +ef —zef =0
dy(l+e*)=—2—¢°
dz

y(1+e* )dy——z—ez
y(14+e*)dz=(—z—¢€")dy
1 4
_lre dz:@.
e* +z Y

Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa vrijedi

_/d(ez+z)_/d_y
e +z Y
—Inle*+z| =Inly| +C

1

- _
le? + z| v

e +z=—.
Cy
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T
Vra¢anjem u susptituciju — = z dobivamo
Yy

£+:C 1
ey + — = —.
y Cy

5.6 Diferencijalne jednadzbe koje se svode na homogene

Odredite opée rjesenje diferencijalnih jednadzbi

(a) By—Tx+7)dr— 3x—"Ty—3)dy =0,
20 +y—1

b) o = Y

(b) v 4o + 2y +5

Rjesenje.

(a) Zadanu diferencijalnu jednadzbu mozemo pisati kao

dy  —Te+3y+7

= —>— 5.3
dx 3z —Ty—3 (5:3)

Trazimo sjeciSte pravaca:

—Ta+368+7=0
30— 73-3=0.

Rjesavanjem sustava dobije se a = 1,8 = 0, pa zadanu diferencijalnu jednadzbu
rjeSavamo supstitucijom

r=X+1
y=Y.

Uvrstavanjem u (B3) dobivamo

dY  —TX+3Y —7T+7
dr 3X—T7Y +3-3
dY —TX+3Y
dr  3X —T7Y

(5.4)

Ovo je homogena diferencijalna jednadzba, pa je rjeSavamo supstitucijom:

Y

— =z
X

Y =Xz

Y =24+ X2
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Uvrstavanjem u (&) dobivamo

—74 3z
/X - "
ZX +z 37,
dz —7+ 3z — 3z + 72
ax— 3-1Tz
—7z+3 dX
———dz = —.
7(22-1) X
Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa je rjes avamo integrira-
njem
/ —7z+3 d dX
_t Y gy = | ==
7(22-1) X
/ z 4o + 3/ dz [ dX
21777 ) 217 ) X
1 3 1, z—-1
—In(z2?2-1 —. =1 =InCX.
211(,2 )—1—7 2nz+1 nC

Sredivanjem dobivamo

1
14

ox=|[(2-1)7 (22 3
z+1

1

CX = (=1 2+ )"

OX =[(z-1)2(+ 1)—5]%

Y
Vradanjem u susptituciju z = — = dobivamo

X r—1

odnosno
(y—z+1)°@y+z—1)°"=0C.
(b) Pravci

20 +y—1=0
dr +2y+5=0
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su paralelni (% = % = 2) pa koristimo supstituciju

z=2rx4+vy
z/:2+y/
y =2 -2

Uvrstavanjem u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

9 z—1
22+ 5
;22— 1442410
N 2:+5
dz  52+9
dr 2245
2Z+5dz: dx.
9249

Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa vrijedi

2
/ Z+5dz:/dx
52+ 9
2 et (49 —a4C
5z 25n z =z

Vracdanjem u susptituciju z = 2x 4+ y dobivamo

2 7
3(2x+y)+%ln(10x+5y+9):x—i-C.

5.7 Egzaktne diferencijalne jednadzbe i integrirajudéi faktor

(a) Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y' = — Sy

TCosy

3
(b) Rjesite egzaktnu diferencijalnu jednadzbu (Qxy + 2%y + y_) dzr + (x2 + y2) dy =

3
0, ako je A = A ().

(c) Rjesite egzaktnu diferencijalnu jednadzbu y (1 + zy) de—zdy = 0, ako je A = A (y).
Rjesenje.
(a) Zadanu diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku

siny dz + x cos ydy = 0.
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Ovo je egzaktna diferencijalna jednadzba [M2, §5.7] jer vrijedi
or 0Q

— =cosy =
ay Y= 0
Rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe dobije se rjesavanjem integrala

xT

/P(w,y) dm+/yQ($o,y)dy=C
Yo

zo

Za pocetnu tocku (xo,yp) uzmimo npr. tocku (0,0), pa vrijedi

xT

Y
/sinyd:c+/0-cosydy:C
0

0
T

+0=0C
0
rsiny = C,

rsiny

i to je rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe.
(b) Kako je A = A (z) ra¢unamo ga po formuli za inetgrirajuéi faktor [M2, §5.7], pa je
21+12+y272z
Az) = tol T = qel A= gem,
Rjesenje dobivamo inetgriranjem

xT

y
3
/ <2:cy0 + 22yo + y§0> e’ dr + / (acQ + yz) eCdy = C

o Yo

za npr. pocetnu tocku (0,0) je

0

y y
O—i-xzex/dy—i—ex/yzdy:(?

0 0

y y3 Y
w2ty +e*=| =C
0 3 0
y3
z2ety + exg =C
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(c) Kako je A = A (y) ra¢ unamo ga po formuli za inetgrirajuéi faktor [M2, §5.7], pa

Je
:i672ln|y\ :i%
Y

1+2zxy+1 f % dr

by (w) = :I:gf —y(+ey) = +¢

i rjeSenje dobivamo integriranjem

xT

y
1
/ +xydac—/$—gdy20
Yy )

Zo Yo

za npr. poCetnu tocku (0, 1)

T

y
1 0
/ +xydx—/—2dy:(§'
Y Y
0 1

z|® 22"
_ + — :C
Ylo 2o
2
Tz T
-+ —==C.
y+2

5.8 Ortogonalne trajektorije

Odredite ortogonalne trajektorije familije elipsa 22 + y? = a?.

Rjesenje.
Derivirajnem dobivamo

2z + 4yy’ =0
z+2yy =0

Diferencijalna jednadzba ortogonalnih trajektorija zadane familije elipsa dobije se uvrStavanjem

— umjesto /.

2y
ZC:—/

y
y’=2—y

X

Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa vrijedi
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dy _ 2y

dr  x
dy [ 2dx
y ) =
Iny=2lnz+C
y = Ca?

Dakle, rjesenje je familija parabola y = C'x2.

5.9 Singularna rjesenja

Odredite singularna rjesenja diferencijalnih jednadzbi
(a) 2y (v +2) — = (y’)2 =0.
2
(b) ()" (2-3y)° =4(1-y).

Rjesenje.

(a) Deriviranjem zadane diferencijalne jednadzbe po 3’ dobivamo
2y — 2y’ = 0.

Da bi dobili potencijalna singularna rjeSenja zadane diferencijalne jednadzbe
rjeSavamo sustav:

y(y' +2) —=(y) =0
2y — 2xy’ = 0.

Iz druge jednadzbe slijedi

pa uvrstavanjem u prvu dobivamo

v(5e2) -+ (0) -

—+4y— “ 0
2
y—+4y:0
X

y? + dzy = 0.
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Rjesenja ove jednadzbe su
y1 =0,y = —4x

Da bi to bila singularna rjesenja zadane diferencijalne jednadzbe nuzno je i do-
voljno je da je zadovoljavaju, pa ¢emo to i provjeriti:
Zay; =0 je

2y (y'—l—?) —:c(y')2 =0

0=0,
pa y1 = 0 jest singularno rjesenje.
Za yo = —4x je
2y (y' + 2) - (y')2 =0
—8z(—4+2)— 16z =0
0=0,
pa je i yo = —4x singularno rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe.

Deriviranjem zadane diferencijalne jednadzbe po 3’ dobivamo
2y (2 —3y)? = 0.
Rjesavamo sustav:

2
(v)"(2-3y)* =4(1 -y
2/ (2 — 3y)* = 0.
Iz prve jednadzbe slijedi
y/ _ 21—y
2—-3y
pa uvrstavanjem u drugu dobivamo
21—y
2 -3y

VI-y(2-3y)=0

2 (2-3y)* =0

Rjesenja ove jednadzbe su
2
= 1 = —.
1 y Y2 3
Provjerimo da li ova rjesenja zadovoljavaju pocetnu diferencijalnu jednadzbu.
Zay; =1 je

(v)2(2—-3y)* =4(1 —y)
0=0,
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pa y1 = 1 jest singularno rjesenje.

Zay2:§je

pa yo = 3 nije singularno rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe.

5.10 Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda
Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

(a) y cosx — ysinx = sin (2x).

1

b) i = .
(b)y :ccosy+asin(2y)’a7é0

(c) ¥ —y=e"

(d) (w2 + 1)y + day = 3.

Napomena: Zadatke pod (a) i (b) rjesavat ¢emo primjenom formule za rjesavanje line-
arne diferencijalne jednadzbe [M2, §5.8], a zadatke pod (c) i (d) metodom varijacije

konstanti.

Rjesenje.

(a) Dijeljenjem zadane diferencijalne jednadzbe sa cos z dobivamo

2sinx cosx

y —ytga =
COS T

y — ytgr = 2sinx

U formulu za rjesavanje linearne diferencijalne jednadzbe [M2, §5.8] uvrstavamo

p(x) = —tgz,q(x) = 2sinx
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i dobivamo

y=e" J(~tegz) de [/ 2 sin wel (7182) dr gy 4 C’]
Y= ol tewdz [/QSinaceftgxd"‘c dr + C’]

d(cos z) d(cos z)
Yy = e Teosw [/2sinxef cosa dx—i—C]

1
Yy = eln [cos x| |:/ 2sin xeln|cosm| dr + C:|

1
Yy = /2sin:c|cosx| dx +C
|cosz| |
1 [ .
Yy = sgn(cosx)/?smxcosxdw—i—C
|cosz| |
1 [ .
Yy = sgn (cosx)/sm%vdw—i—(}’
|cosz| |
1 I 1
y = sgn (cosx) | —= ) cos2z + C
|cosz| | 2
1 cos 2x C
Yy=—3

2 cosxr  cosx

(b) Neka je x = z (y). Tada je

,_%_1 1

VST m T
dy

pa zadanu diferencijlanu jednadzbu mozemo pisati kao

1 1
' xcosy+ asin (2y)
z' = xzcosy + asin (2y)

x' —xcosy = asin(2y).

U formulu za rjesavanje linearne diferencijalne jednadzbe [M2, §5.8] uvrstavamo

p(y) = —cosy,q(y) = asin (2y)
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1 dobivamo

x=e ] cosydy [a/sin (2y) e~ Jcos ydydy + C}
x =Sy a/sin (2y) e S"¥dy + C}

z = e 2 / siny cos ye~ SMYdy + C}

z = Sy Qa/sinycos ye SmYdy + C} . (5.5)

Oznacimo sa [ integral fsinycos ye~ Si“ydy i rjesimo ga:
. s siny =t ¢
I — smy _ _
/ sin gy cos ye dy = { conydy — di } / te b dt

S SR Eat
= tel—el=—(t+1)et=—(siny+1)e MY,
Uvrstavanjem dobivenog rjesenja u ([&3) slijedi
x = eV [—2q (siny + 1) e Y + O]
= Ce"™Y — 2a (siny +1).
(c) Ovu linearnu diferencijalnu jednadzbu rjesavat ¢emo metodom varijacije kons-

tanti. Prvo ¢emo rjesiti pripadnu homogenu diferencijalnu jednadzbu, koja je
diferencijalna jednadzba separiranih varijabli.

Yy —y=0
dy _
dz Y
@:dx
Y
/@:/dgg
Y
Injy|=2+C
InCy==x
y=Ce".

Sada je opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe oblika y = C (x) e®, pa ga
u nju i uvrsStavamo.

C'(z)e* +C(z)e" — C(x)e” ="
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Integriranjem dobivamo C' ().

C'(z)e” =e”
C'(z)=1
C(x):/dx
Cx)y=xz+A

Dakle, opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi:
y=(x+A)e".

(d) T ovu linearnu diferencijalnu jednadzbu rjesavat ¢emo metodom varijacije kons-
tanti. Prvo ¢emo rjesiti pripadnu homogenu diferencijalnu jednadzbu.

4
v- x? —T— 1Y~ 0
dy 4x
dr 224 1”
dy 4x
? -T2 +1
/@__2/d(x2+1)
Yy 22+ 1
Inly|= -2 (2* + 1) + InC
B C
Y= —(:c2 I 1)2'
Sada je opce rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe oblika y = (;(71)2, pa ga
uvrstavamo u zadanu diferencijalnu jednadzbu. LA
C'(X) (@2 +1)° —da (22 +1)C(X) 4z C(X) 3
(22 + 1) 2 4+1(22+1)2  22+1
C'(X) (2 +1) — 42C (X) @ C(X) 3
(22 +1)° 2 4+1(22+1)2  22+1

Sredivanjem dobivamo
C'(z) =3 (2* + 1)
C(zx)=a3+3z+ A
Dakle, opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi:

2 4+3x+ A
(22 4 1)
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5.11 Bernoullijeva diferencijalna jednadzba

Odredite opée rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

g2
(a) ¥ —zy = -y’
(b) (:c2y3 + xy) y = 1.

Rjesenje.

(a) Uvodenjem supstitucije

1
Ty
2 = —2y73y
Z/ y/
9~ ?

Y T 2
3T 2T ¢ !
) Yy

/

z 2
— —zz=—€"

2 2z = 26_’”2,

a ovo je linearna diferencijalna jednadzba. U formulu za rjesavanje linearne dife-
rencijalne jednadzbe [M2, §5.8] uvrstavamo

2

p(2) = 22,q (z) = 26

i dobivamo

z:e—Idem I:/26—$2ef2wdzdx+0:|

y=e % [/ 2e%" % dy + C’]

z=e " (22 +C)
1
v

1
2

Vracdanjem u susptituciju z = dobivamo

=" (20 + C).

<
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(b) Neka je x = z (y). Tada je

,_dy_l_l
Ve T E T
dy

pa zadanu diferencijlanu jednadzbu mozemo pisati kao:

Sl=y (5.6)
pa uvodimo supstituciju
I
x
2= b
Sada diferencijalna jednadzba (B8 glasi:
2+ Yz = —y3

a ovo je linearna diferencijalna jednadzba u kojoj je

P =v,qy) =~y

pa uvrstavanjem u formulu za rjeSavanje linearne diferencijalne jednadzbe [M2,
§5.8] dobivamo

z = Judy [—/y:”efydydy + C}

Rjesavanjem integrala i vrac¢anjem u spustituciju dobivamo konac¢no rjeSenje za-
dane diferencijalne jednadzbe

1 u?
=2y 4+ Ce T,
X
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5.12 Eulerova metoda

(a) Eulerovom metodom s korakom 0.5 izracunajte priblizne vrijednosti za
yi (z),i=1,..,4
ako je y (x) rjeSenje pocetnog problema
y =1+3z—2y

y (1) =2.

(b) Eulerovom metodom s korakom 0.2 izrac¢unajte pribliznu vrijednost y (1), ako je
y (x) rjeSenje pocetnog problema

y’:x—i—y2
y(0)=0.

Rjesenje.

(a) Vrijedi

F(z,y) =143z —2y
o= 1,90 =2

Za korak h = 0.5 vrijedi
o = 1,.%'1 = 1.5,1‘2 = 2,.%'3 = 2.5,.%'4 =3.

Koristeéi formulu [M2, §5.4] Eulerove metode

y1=y (1) =y(1.5) =yo+05(1+3x0 —2yo) =2+05(1+3-1—-2-2) =2
Yo=9y(2) =y1 +05(1+32; —2y1) =2+05(1+3-1.5-2-2) =2.75

ys =y (2.5) =92 +0.5(1 + 3wy — 2y2) = 2.75+05(1+3-2—2-2.75) = 3.5
ys=y(3) =y3+0.5(1+3x3—2y3) =3.5+05(1+3-25—-2-3.5) =4.25

F(z,y)=z+y°
20 =0, =0

Za korak h = 0.2 vrijedi

o = 0,.%'1 = 0.2,.%‘2 = 0.4,.%'3 = 0.6,.%‘4 = 0.8,.%'5 =1.
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Koristeéi formulu [M2, §5.4] Eulerove metode dobivamo

+02(040%) =0
+0.2(0.2+0%) =0.04

y1 ="y +0.2(z0 +y5) =0
0
0.04 + 0.2 (0.4 + 0.04*) = 0.12032
0
0

( )
yz—y1+02(x1+y1)
y3—3/2+02(332+92)
( 3)
( )

12032 + 0.2 (0.6 + 0.12032%) = 0.2432153
2432153 + 0.2 (0.8 4 0.2432153%) = 0.415046 = y (1).

ys =y3+ 0.2 (23 + y3

ys = ya+ 0.2 (24 + yj

5.13 Diferencijalne jednadzbe drugog reda - Opce rjeSenje

Ispitajte da li je y = Clx% + Oy opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 2zy” —y' = 0
u podru¢ju =z > 0 i odredite partikularno rjeSenje koje odgovara pocetnim uvjetima
y(1) =4,y'(1) = 3.

Rjesenje. Funkciju y(z) = C’lxg + (5 dva puta deriviramo po varijabli z i dobi-

vamo: y'(z) = 501.%'%, y'(x) = ZClx 3. Uvrstavanjem dobivenih derivacija u zadanu

diferencijalnu jednadzbu dobivamo istinitu jednakost

l\)\»—l

0156 2 — —Cl

i zakljucujemo da je y(x) = Clx% + C5 opce rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe.

Da bismo odredili partikularno rjesenje, u opée rjesSenje i njegovu prvu derivaciju ¢emo

uvrstiti zadane pocetne uvjete. Na taj nacin iz uvjeta y'(1) = 3 dobivamo C; = 2, a

potom, iz uvjeta y(1) = 4 slijedi Cy = 2.

Dakle, partikularno rjesenje, koje zadovoljava zadane pocetne uvjete, glasi y(x) =
3

2x2 + 2.

5.14 Reduciranje DJ-e drugog reda na DJ-u prvog reda I

Ako se u DJ-i drugog reda, kojoj je opéi oblik y” = f(z,y,), ne pojavljuje eksplicitno
jedna od varijabli z, y ili ¥’ onda kazemo da je DJ-a nepotpuna te ju mozemo rijesiti
reduciranjem (spustanjem) reda.

Odredite partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe y” = ze™® uz pocetne uvjete

y(0) =1, ¥/(0) = 0.
Rjesenje.  Ako je DJ-a drugog reda oblika 4" = f(x) onda njeno opée rjesenje
dobivamo uzastopnim integriranjem zadane jednadzbe.
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Dakle, integrirajmo, po varijabli z, jednadzbu 3" = xe~*. Dobivamo

Y (x) = —ze ¥ —e " 4 C. (5.7)

Sada ¢emo iskoristiti zadani uvjet 3’ (0) = 0 tj. uvrstit ¢emo ga u (1) pa slijedi C; = 1.

Jednakost () integriramo jo$ jednom i dobivamo

ylx)=(r+2)e*+Cp -z + Ch. (5.8)

Iz (BF) i uvjeta y(0) =1 je sada Cy = —1.

Time smo dobili da partikularno rjeSenje ove diferencijalne jednadzbe, uz zadane pocetne
uvjete, glasi y(z) = (x +2)e”* + = — 1.

5.15 Reduciranje DJ-e drugog reda na DJ-u prvog reda II

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3" + ¢/ tg x = sin(2z).

Rjesenje. Diferencijalne jednadzbe oblika y"” = f(z,y) rjeSavamo uvodenjem sup-
stitucije 3/ () = p(z) te na taj nacin zadanu diferencijalnu jednadzbu drugog reda
svedemo na diferencijalnu jednadzbu prvog reda.

Dakle, neka je y'(x) = p(z). Tada je y"(x) = p(x) pa, nakon uvodenja ovih zamjena u
zadanu diferencijalnu jednadzbu, dobivamo

p +ptgz = sin(2x). (5.9)

Jednadzba (B3) je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda koju ¢emo rijesiti pri-
mjenom formule [M2, §5.8]. Slijedi

p(z) = e~ Jt8wde [/ sin(2z)e BTy 4 Cl]
— elnlcosz| [/QSinxcosxelnm”dx + 01}

= |cos x| [2sgn(cos x) /sinxdw + Cl}

= |cos x| [2sgn(cos x) - (— cos x) + C4]

= —2cos’x + O cos x.

Da bismo dobili opée rjesenje zadane jednadzbe pomoc¢ni parametar p zamjenit ¢emo

d
sa 2. Slijedi
dx
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y(x) = /(—2 cos® x + C} cos x)dx

y(r) = — /(1 + cos(2x))dx + C4 /cosxdx + Cs.
Dakle, opée rjesenje glasi

1
y(r) = —x — B sin(2x) 4+ Cysinzx + Cs.

5.16 Reduciranje DJ-e drugog reda na DJ-u prvog reda III

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 2(y')? = (y — 1)y".

RjesSenje. U slucaju kada diferencijalna jednadzba ne sadrzi eksplicitno nezavisnu
varijablu x tj. ima oblik y" = f(y,%) rjeSavamo ju uvodenjem supstitucije y'(z) = p(y).

. dp
Tada je y"(z) = @p(y)-

Nakon ovih zamjena zadana diferencijalna jednadzba poprima sljedeéi oblik

p [219— (y — 1)3—5] = 0.

d
Iz p(y) = % = 0 dobivamo partikularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe y = C.
d
Iz 2p — (y — 1)d_§ = 0 ¢emo, separiranjem varijabli, do¢i do opéeg rjeSenja zadane

diferencijalne jednadzbe. Naime, vrijedi

dp _ _dy

2p  y—1
1
§1n|p| =lnly—1]+InC,

p=Ci(y—1)°
dy 2 2
dy
—7 = dz.
C2y — 1)2

Nakon integriranja dobivamo opce rjesenje oblika (z + Cy)(y — 1) = C}.
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5.17 Homogene LDJ drugog reda s konstantnim koeficijentima

Odredite opéa odnosno partikularna rjeSenja diferencijalnih jednadzbi:

(a) y" =5y — 6y =0,
(b) ¥ =2y +y =0ako jey(0) =41iy'(0) =2,

(c) ¥ + 4y + 13y = 0.

Rjesenje. Prema [M2, §5.10] opée rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe drugog
reda s konstantnim koeficijentima ima oblik y(z) = Cryi(x) + Coya(x) gdje su y1 1 v
linearno nezavisna partikularna rjesenja do kojih ¢emo doéi rjesavajuci karakteristicnu
jednadzbu zadane diferencijalne jednadzbe. Karakteristicnu jednadzbu formiramo na
nacin da u zadanoj diferencijalnoj jednadzbi umjesto y” pisemo A2, umjesto y’ pisemo
A 1 umjesto y piSemo 1. Dobivamo kvadratnu jednadzbu u varijabli A ¢ija ée rjeSenja,
A1 1 Ao, odredite oblik opceg rjesenja diferencijalne jednadzbe na sljedeé¢i nacin.

Ako su A1 i Ag realni i ralzi¢iti brojevi onda opée rjeSenje diferencijalne jednadzbe glesi
y(x) = C1eM% 4+ Che?®. Ako su A\ i Ay realni i jednaki brojevi tj. A; = Ay = A
onda opce rjesenje ima oblik y(x) = Cre™ + Coze™. Ako su A\; i Ay konjugiorano
kompleksni brojevi tj Aj 2 = a%bi onda je opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe
y(x) = e (Cy cos(bx) + Cysin(bx)).

(a) Karakteristiéna jednadzba glasi A> — 5\ — 6 = 0. Njena rjeSenja su: A\; = 6 i
Ao = —1. Prema gore opisanom postupku zaklju¢ujemo da opce rjesenje zadane
diferencijalne jednadzbe ima oblik y(z) = C1e% + Cye™*.

(b) Karakteristi¢na jednadzba ima oblik A2 —2)\ + 1 i rjesenja A1,2 = 1. Tada je opce
rjesenje diferencijalne jednadzbe y(z) = €*((C1 + Cax). 1z y(0) = 4 dobivamo da
je C1 = 4, a iz drugog zadanog uvjeta y'(0) = 2 slijedi da je Cy = —2. Dakle,
partikularno rjesenje diferencijalne jednazbe je y(x) = e*(4 — 2x).

(¢) Iz karakteristicne jednadzbe A2+6A+13 = 0 dobivamo rjesenja A2 = —3+£2i. Tada
opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi y(z) = e 3% (C cos(2x) + Cy sin(2x)).

5.18 Nehomogene LDJ drugog reda s konstantnim koeficijentima

Izracunajte opéa odnosno partikularna rjesenja sljedeé¢ih diferencijalnih jednadzbi:

(a) y" — 2y + 2y = 27,
(b) ¥ — 8y + 16y = **, ako je y(0) = 01 y'(0) = 1,
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(©) o +y = Bsin(22),
(d) ¥ +y = 4ae",

(e) v + 2y + 2y = e"sinz.

RjeSenje. Opce rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe oblika y” + ay’ + by =
f(z) je zbroj rjesenja pripadne homogene diferencijalne jednadzbe i partikularnog
rjeSenja nehomogene jednadzbe tj. y(x) = yg(x) + yp(x). Rjesenje pripadne homo-
gene jednadzbe odredivat ¢emo kao u prethodnom zadatku a do partikularnog rjesenja
mozemo dod¢i na dva na¢ina. Prvi nac¢in, metodu neodredenih koeficijenata, pokazat
¢emo u ovom zadatku, a u sljedeéem zadatku ¢emo primjenjivati drugi nacin tj. metodu
varijacije konstanti.

Metoda neodredenih koeficijenata podrazumjeva formiranje partikularnog rjeSenja ovisno
o obliku funkcije f(x) pa razlikujemo nekoliko slucajeva:

(a) Prvi slucaj. Ako je f(z) polinom n- tog stupnja onda je yp(z) polinom stupnja
n-+r, gdje je r red najnize derivacije koja se pojavljuje u diferencijalnoj jednadzbi.
U zadatku pod (a) najprije rijesimo pripadnu homogenu diferencijalnu jednadzbu
y" — 2y + 2y = 0. Njena karakteristicna jednadzba ima oblik A2 — 2\ + 2 = 0.
Rjesenja karakteristicne jednadzbe su A\; 2 = 1 £ ¢ pa rjeSenje homogene diferenci-
jalne jednadzbe glasi yg(z) = (C1 cosz + Cysinx) e”.
Prema prethodno opisanom postupku odredivanja partikularnog rjesenja zaklju¢ujemo
da yp ima oblik yp(x) = a2x2 + a1z + ag. Da bismo odredili nepoznate koeficijente
az, aj i ap u zadanu diferencijalnu jednadzbu éemo uvrstiti yp, yp 1 y%. Na taj
nacin dobivamo sljede¢u jednakost

2a91% 4 (—4as + 2a1)x + (2a2 — 2a1 + 2ag) = 2°. (5.10)

Nakon izjednacavanja koeficijenata u (BI0) slijedi

1 1 1
- — e 1 = —.
ao 9’ ai az B

1
Tada je yp(z) = 5(:6 +1)% pa opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi

y(x) = (Crcosx + Cysinx) e® + %(m + 1)2.

(b) Drugi slucaj. Ako je f(x) eksponencijalna funkeija oblika f(z) = ke, k je kons-
tanta, onda je partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe jednako:

bx

W ako je b #£ A\, A,

- ypr(x) =



5.18 Nehomogene LDJ drugog reda s konstantnim koeficijentima 75

kxeb® . )
yP( )_Pl—(b) ako je b= A1 1b# Ao,
kaebx )
- yp(z) = Py ako je b= A1 = Ay,

gdje je P(r) oznaka za polinom na lijevoj strani karekteristi¢ne jednadzbe odredene
diferencijalne jednadzbe.

Diferencijalnoj jednadzbi zadanoj pod (b) najprije rjeSavamo pripadnu homogenu
jednadzbu 3" — 8y’ + 16y = 0. Njena karakteristi¢na jednadzba je A2 — 8\ +16 = 0,
a njena rjeSenja su A\; 2 = 4. Dakle, vrijedi yg(z) = Cre* + Coxe®®.

Buduéi je f(z) = e*®, tj. b= A1,2 = 4 zakljuCujemo da je yp(x) = %. Nadalje,
P(\) = \> =8\ +16 pa je P(b) = b* —8b+16, odnosno P” = 2. Dakle, partikularno
rjesenje ove diferencijalne jednadzbe glasi yp(x) = 562;490

2 4
Tada je opce rjesenje jednako y(z) = Cre* + Coze®™™ + x ;

Uvrastavanjem zadanih pocetnih uvjeta u dobiveno opce rjesenje diferencijalne jed-
nadzbe slijedi da je C7 = 0 i Cy = 1 pa partikularno rjeSenje koje zadovoljava

1
zadane uvjete glasi y(z) = ze'® (1 + Ex)

Treéi slucaj. Ako funkcija f(x) ima oblik ksin(mz) ili kcos(mx) onda je njeno
partikularno rjesenje yp(x) = Acos(mx) + Bsin(mz), gdje su A i B nepoznate
konstante.

Za diferencijalnu jednadzbu pod (c) pripadna homogena jednadzba glasi i’ +y = 0.
Njena karakteristicna jednadzba ima rjeSenja A\ 2 = i pa je yg(x) = Cj cosx +
Cysinz. Bududi je f(x) = 5sin(2x) slijedi m = 2 i yp(z) = Acos(2z) + Bsin(2z).
Sada ¢emo yp(z), yp(x) i yp(x) uvrstiti u zadanu diferencijalnu jednadzbu. Time
dolazimo do jednakosti

—3Acos(2x) — 3B sin(2x) = 5sin(2z). (5.11)
Izjednacavanjem koeficijenata jednakosti (BIT) koji se nalaze uz cos(2x) odnosno
sin(2x) dobivamo A = 0i B = —3ba partikularno rjesenje glasi yp(z) = —3 sin(2z).
lgakle, opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe je y(z) = Cy cosx + Cysinx —
3 sin(2z).
Cetvrti slucaj. Ako je funkcija f oblika f(z) = Pn(x)ebm, gdje je P, oznaka za
polinom n-tog stupnja, onda je

yp = z° (apx" + ... + a1z + ap) e,

gdje je
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—5:0,zab7é)\1,)\2,
—821,Zab=)\1,b7é)\2i
—5:2,zab:)\1:)\2,

gdje su A1 1 A9 rjeSenja karakteristicne jednadzbe.

Karakteristicna jednadzba diferencijalne jednadzbe zadane pod (d) ima rjesenja
M =0iX=—1pajeyy(z)=Ci+Coe ® Bududje f(z) = 42" zakljucujemo
n=2b=1%# A\ # Ay paje s =0. Dakle, partikularno rjeSenje diferencijalne
jednadzbe je oblika yp(z) = (a2x2 4+ a1x + ao) e”. Sada izratunamo yp i yp te
ih, zajedno sa yp uvrstimo u zadanu diferencijalnu jednadzbu. Dobivamo sljede¢u
jednakost

e* [a2x2 + (4ag + a1)x + 2as + 2a1 + ao} +-e” [a2x2 + (2a2 + a1)x + a1 + ao} = 4x%e”.
(5.12)
Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajucée potencije, slijedi da je ag = 7, a1 =
—6 i as = 2.
Dakle, yp(z) = (22° — 62 + 7)e” pa opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe
glasi y(z) = Cy + Coe™" + (222 — 6z + 7)e”.
Peti slucaj. Ako je f(z) = e cos(fx) ili f(x) = e** sin(fx) onda je
yp = 2% (g cos(f) + bo sin(Br))
gdje je:
— s = 0, ako « £ i8 nije par kompleksno konjugiranih rjesenja karakteristicne
jednadzbe,
— s =1, ako je a £ i jednostruki par kompleksno konjugiranih rjesenja karak-
teristi¢ne jednadzbe,

— s =2, ako je a + i3 dvostruki par kompleksno konjugiranih rjesenja karakte-
risticne jednadzbe.

Rjesenja karakteristiéne jednadzbe diferencijalne jednadzbe u zadatku pod (e) su
A2 = —1=xipajeyy(x) = Cre " cosz + Cre ¥ sinx.Kako je zadana funkcija f
oblika f(z) = e®sinx slijedi da je « = 1, 8 =1 tj. a £ = 1 £ §to nije jednako
rjeSenju karakteristicne jednadzbe. Zakljucujemo s = 01 yp(z) = e*(agcosz +
bo sin x). Nakon uvrstavanja izraza za yp, yp i yp u zadanu diferencijalnu jednadzbu

i izjednacavanja koeficijenata uz odgovarajucée potencije dobivamo da je ag = —3 i

1
yp(z) = ge“ (—cosx +sinx).

1
Dakle, opée rjesenje glasi y(x) = Cre” " cosz + Coe” “sinzx + ge“ (—cosx + sinx).
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5.19 Homogene LDJ viseg reda

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y"”' + 3y” + 3y’ +y = 0, te partikularno
rjeSenje uz pocetne uvjete y(0) = 1, ¥/(0) = 2, i y”(0) = 3.

RjeSenje. Zadatak rjeSsavamo analogno kao i homogenu diferencijalnu jednadzbu dru-
gog reda. Pripadna karakteristicna jednadzba ima oblik A* 4+ 3X% + 3\ + 1 = 0 tj.
(r + 1)3 = 0 pa su njena rjeSenja A\;23 = —1. Bududi su sva tri rjesenja realna i
medusobno jednaka, prema [M2, §5.10], opée rjesenje zadane diferencijalne jednazbe
glasi

y(x) = Cre™™ 4 Coxe ™™ + Caxe ™.

Nakon uvrstavanja zadanih pocetnih uvjeta u dobiveno opce rjeSenje, odnosno njegovu
prvu i drugu derivaciju dobivamo da je C7 = 1, Cy = 31 (5 = 4, pa trazeno partikularno
rjeSenje glasi

y(z) = e " 4 3we™" + 42"

5.20 Princip superpozicije rjesenja

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y” — 2y = ** + 5.

RjesSenje. Ako je desna strana diferencijalne jednadzbe suma vise funkcija

f(@) = fi(@) + fol@) + - + ful2), (5.13)

ay;, (i =1,2,...n), su rjeSenja pojedinih jednadzbi y" +py'+qy = fi(z), (i = 1,2,...,n),
onda je suma

y=vyi+y2+---+un
rjesenje jednadzbe (I3).
Pripadna homogena jednadzba zadane diferencijalne jednadzbe glasi 3y’ — 2y = 0, a
njena karakteristicna jednadzba A2 — 2\ = 0 ima rjeSenja A\; = 01 Ay = 2. Dakle, opée
rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe je yg(x) = C + Cae?®.

Odredimo sada partikularno rjesenje ; za diferencijalnu jednadzbu 3" — 2y’ = €**.

Prema [M2 vizbe, §3.18 | y1 ima oblik yi = 2545, Bududi je b = 2 = Ay, k = 11
2x

xe
2

Za funkciju fo(x) = 5 tj. diferencijalnu jednadzbu y” — 2y’ = 5 partikularno rjeSenje

P'(2) = 2 zakljuéujemo y; =

) )
ima oblik yo(x) = ax + b, gdje je a — 3 ib=0. Dakle, yo = —5%

Iz svega dobivenog zakljucujemo da opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi
5

1
y(x) =C1 + Cye®® + Exe% — 5T
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5.21 Metoda varijacije konstanti

Metodom varijacije konstanti odredite opc¢a rjeSenja diferencijalnih jednadzbi

1
(a) y" +y = ——, te provjerite linearnu nezavisnost partikularnih rjesenja,
sinx
"o, _ f
)y =2 +y=—,
x
z—1
(C) y/// + y// — 5

Rjesenja.

(a) Odredimo najprije rjesenje pripadne homogene diferencijalne jednadzbe 3" +y = 0.
Njena karakteristiéna jednadzba A% + 1 = 0 ima rjesenja A1,2 = £i pa je rjesenje
homogene diferencijalne jednadzbe yg(z) = Cjcosx + Cosinz. P rema [M2,
§5.10], opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe ima oblik y(z) = Ci(x) cos z +
Cy(z)sinz. Nepoznate funkcije C(x) i Co(z) odredit é¢emo iz sljededeg sustava
jednadzbi:

Ci(z)cosz + Chy(x) =0

1
-] i 58 = .
1(z)sinz + Cy8z) cos x -

Slijedi: C}(z) = —1 odnosno Cy(z) = —z + A i Cy(z) = ctgx odnosno Cy(x) =
In|sinz| + B.

Dakle, opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi y(z) = Asinx+ B cosz—
xcosx + sinz - In|sinz|. Da bismo provjerili linearnu nezavisnost partikularnih
rjesenja yi (z) = cosxiys(x) = sinz, prema [M2, §5.10],, izracunat ¢emo vrijednost
determinante Wronskoga. Vrijedi

W) =

cosx sinz .
‘ = cos?z +sin’z =14#0.

—sinx cosx

Zaklju¢ujemo da su partikularna rjesenja linearno nezavisna.

(b) Pripadna homogena diferencijalna jednadzba zadane jednadzbe glasi y" — 2y’ +y =
0. Rjesenja njene karakteristicne jednadzbe A2 — 2\ +1 = 0 su A2 = 1 pa
zakljucujemo da je rjesenje homogene jednadzbe yg(x) = Cie® + Cyze®. Dakle,
opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe ima oblik yx) = Cy(z)e” 4+ Cy(x)xe”®
pa ¢emo, u svrhu odredivanja nepoznatih funkcija Ci(x) i Cy(x), rijesiti sljededi
sustav jednadzbi:

Cl(z)e” + Ch(x)ze® =0
ea}

Cl(x)e” + Ch(x)(e” + xe®) = .
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Slijedi: Cy(z) = —x + A, Ca(z) = In|z| + B pa opce rjesenje zadane jednadzbe
glasi y(z) = (A + Bz) + ze“(In|z| — 1).

Analogno kao u prethodna dva zadatka rijesit ¢emo najprije pripadnu homogenu
diferencijalnu jednadzbu na na¢in da joj pridruzimo njenu karakteristicnu jed-
nadzbu A\*> + A2 = 0. RjeSenja karakteristicne jednadzbe su A2 =0, A3 = —1
pa rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe glasi yg(x) = C1 + xCy + e “Cs.
Sada zakljucujemo da opée rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe ima oblik
yr) = Ci(x) + 2Cs(x) + e *Cs(z). Nepoznate funkcije Ci(z), Ca(z) i Cs(x)
odredujemo iz sljedeéeg sustava jednadzbi

Ci(z) + 2C3(x) + Cy(z)e™™ =0
Ci(z) — Ch(x)e ™ =0

-1
Ci(a)e™ = —;

X

1
Rjesavanjem jednadzbi iz sustava dobivamo da je Ci(z) = —— —x + A, Cs(x) =
x

1 1

In|z| + — + B i Cs3(x) = —e® + C. Dakle, opée rjesenje zadane diferencijalne
x x

jednadzbe glasi y(x) = A+ Bz +Ce ™™ —z +zln|z| + 1.

5.22 Sustavi diferencijalnih jednadzbi

(a)

Rijesite sustav difrencijalnih jednadzbi

i
a Y

dy

Y rt.
a0

RjeSenje. Rjesenje sustava, tj. nepoznate funkcije x(t) i y(¢), odredit ¢emo na
nacin da najprije iz prve jednadzbe sustava izrazimo jednu funkciju. Tada je, npr.
dx

-1 14
y== (5.14)

d d?
Dobivenu jednadzbu éemo derivirati po varijabli ¢. Slijedi d—i = EZ Sada, iz-

. . d .
raze dobivene za y i Y vrstavamo u drugu po redu jednadzbu zadanog sustava.

Dobivamo sljede¢u diferencijalnu jednadzbu

d?x
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(B13) je linearna nehomogena diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim
koeficijentima pa ju rijesitavamo tako da najprije odredimo rjesenje pripadne ho-

mogene diferencijalne jednazbe —x = 0. Rjesenja pripadne karakteristicne

2
jednadzbe su A1 2 = £1 pa je rjeédetnje homogene diferencijalne jednadzbe x g (t) =
Cre' + Coe™". Buduéi je desna strana jednadzbe (EIH) polinom nultog stupnja,
zakljucujemo da je partikularno rjesenje takoder polinom nultog stupnja oblika
xp(t) = A, A je konstanta. Uvrstavanjem xp u (BIH) dobivamo da je A_1 pa
je opée rjesenje diferencijalne jednadzbe ([BIH) x(t) = Cre’ + Coe™" — 1. Sada, iz
(ET4) i dobivenog rjesenja za funkciju x(t), slijedi y(t) = Cie' — Cye™" — 1.

Odredite ono rjesenje sustava

dzx
—+3 =0
dt+ r+y

dy
— — =0
7 r+y

koje zadovoljava pocetne uvjete z(0) = 1, y(0) = 1.
Rjesenje. Primjenit ¢emo isti postupak kao u zadatku pod (a). Iz prve jednadzbe
sustava slijedi

y(t) = o 3x (5.16)

2

i % = —ZTZ — 3%. Uvrstavanjem tih dviju jednakosti u drugu jednadzbu sustava
dobivamo P p

A Ao =0, (5.17)
(BID) je linearna homogena diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim
koeficijentima. RjeSenja njene karaktaristicne jednadzbe su A2 = —2 pa je opce
rjesenje jednadzbe (EIM) z(t) = Cre 2 + Cote . Iz ([EIH) i dobivenog rjesenja
x(t) slijedi y(t) = —Cre™ — Coe 2 — Cyte . Iskoristimo sada zadane pocetne
uvjete. Iz 2(0) = 1 dobivamo da je C; = 1, a iz y(0) = 1 da je Cy = —2. Dakle,
partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe koje zadovoljava dane pocetne uvjete
glasi z(t) = (1 — 2t)e 2, y(t) = (1 + 2t)e 2.

Odredite opce rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi

dr_ 5y

dt 4
dy

e
ar "

Rjesenje. Analognim postupkom kao u prethodna dva primjera iz prve jednadzbe
v . 1 de 3 dy 1 d*x
sustava slijedi da je y(t) = + = te — =

5 T+ e 7= 3 Uvrstavanjem u drugu
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jednadzbu sustava dobivamo linearnu nehomogenu diferencijalnu jednadzbu drugog
2

reda s konstantnim koeficijentima koja glasi % + 4x = 4t. RjeSenje pripadne
homogene diferencijalne jednadzbe je zp(t) = Cjcos(2t) + Casin(2t). Matodom
neodredenih koeficijenata ili metodom varijacije konstanti jednostavno se pokazuje
da je opée rjesenje za funkciju z(¢) dano sa z(t) = Cjcos(2t) + Coysin(2t) + t.
Uvrstavanjem dobivenog rjeSenja natrag u prvu jednadzbu sustava slijedi i opée
rjesenje za funkciju y(t) koje glasi y(t) = C} sin(2t) — Ca cos(2t) + 1.

5.23 Lovac-plijen jednadzba

Populacija ptica (lovci) i insekata (plijen) modelirana je jednadzbama

9T _ 04— 0.002

il x .002zy

dy

— = —0.2y + 0.000008zy.

Odredite rjesenja ravnoteze (konstantna rjesenja) i objasniti njihovo znacenje?
Rjesenje. Konstantna rjeSenja dobivamo rjeSavanjem sustava jednadzbi

dx

—~ =0
dt
dy
= =0.
dt

Dakle, uvrstavanjem zadanih podataka u sustav rjeSenja ravnoteze dobivamo sljedece
jednadzbe

0.4x — 0.002zy =0
—0.2y + 0.000008zy = 0.

Izluc¢ivanjem zajednickih faktora u jednadzbama dobivamo

2(0.4 — 0.002y) =0
y(—0.2 4 0.000008z) = 0.

Dakle, prvo rjesenje sustava je x = 0, y = 0 ali ono je u kontradikciji sa zadanim
podacima pa ga odbacujemo. Drugo rjeSenje sustava glasi x = 25000, y = 200 pa
zaklju¢ujemo da ¢emo uravnotezenost populacije posti¢i sa brojem od 200 ptica i 25000
insekata, tj. 25000 insekata je dovoljno da odrzi konstantnom populaciju od 200 ptica.

5.24 Zadaci za vjezbu

1. Provjerite da li je p(z) = — rjesenje diferencijalne jednadzbe y” = 22 + 3%
x
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

2 y2

. Odredite diferencijalnu jednadzbu za familiju krivulja x_2 + = =1.
c

4

Odredite krivulju iz familije krivulja y = ¢; sin(z — ¢2), koja zadovoljava pocetne
uvjete y(m) =1, y/(r) = 0.

dP
. Populacija je modelirana diferencijalnom jednadzbom i 1.2P <1 — —>

4200

(a) Za koje vrijednosti od P populacija raste?

(b) Za koje vrijednosti od P populacija pada?

. Kolac¢ je izvaden iz pe¢nice na 200°C. Nakon 10 minuta temperatura kolaca bila

je 150°C'. Za koliko ¢e vremena kola¢ biti na temperaturi od 30°C' ako je sobna
temperatura 20°C'?

. Vrijeme poluraspada izotopa stroncija ?0Sr je 25 godina. Pocetna masa uzorka

08y je 18 mg.

(a) Izracunajte masu koja ostaje nakon ¢ godina.

(b) Koliko vremena treba da se masa smanji na 2 mg?

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3z = 2y.

. Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe z1’ +y = 1°.

. Nadite partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe ¥ (1+2%)dy —2z(1+€¥)dz =

0 uz pocetni uvjet y(0) = 0.

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

r_ XY
Y T2

y - Q) arctgg =1
T T

2z —y+4)dy+ (r —2y+5)dr =0

y,:1—3x—3y
l1+2+y

(2 = y)dz + (y* — 2)dy = 0

2zylnydr + (2% + > V2 + Ddy =0, A= \(y)

(xcosy —ysiny)dy + (zsiny + ycosy) de = 0, A = A(z).



5.24

Zadaci za vjezbu 33

17

18.
19.
20.

21.

22.

23.
24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.
33.
34.

35

Odredite jednadzbu ortogonalne trajektorije familije krivulja 2 + y? = 2ax koja
prolazi kroz tocku (1,1).

Odredite ortogonalne trajektorije familije krivulja y? = azx.

Nadite ortogonalne trajektorije familije krivulja zy = a.

Odredite singularna rjesenja jednadzbe y?(y')> + 32 — 1 =10

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3 + 3 cos = sin x cos z, te parti-

kularno rjesenje koje zadovoljava uvjet y(g) =1.

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (1 — :c2) y + 2xy — 4z = 0, te
partikularno rjesenje koje zadovoljava uvjet y(0) = —1.

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:
zy + (x4 1)y = 322%™

y=x(y —xcosx)

Y + zy = z3y3

y — ytgr = y4 CcoS T.

v+ % = x2y4.

Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe xy’ —y(2ylnz —1) = 0, te par-
tikularno rjesenje koje zadovoljava uvjet y(1) = 1.

Eulerovom metodom s korakom 0.5 izracunajte pribliznu vrijednost y (2) ako je
y = y (z) rjeSenje pocetnog problema y' = zsin(z +y), y(—1)=1.

Eulerovom metodom s korakom 0.2 izracunajte pribliznu vrijednost y (1) ako je
y = y () rjeSenje pocetnog problema 3y’ = 2zy°%, 1 (0) = 1.

Odredite opée rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

2 3

y" = 2sinx cos” x — sin® x
1+z)y" +y =0

Y +2y(y)* =0

2y —y' —y=0

y" + 6y + 13y = 0.
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36

37

38

39

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y” + 2y’ + 5y = 0, te partikularno
rjeSenje uz pocetne uviete y(0) = 0, y'(0) = 1.

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

y' =2y =2 —x

y' =2 +y=e*

y" — 2y + 10y = 37 cos(3x)

20—y —y = dxe®®.

Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y(4) — 8ly = 27e 3%,

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y” — 4y’ + 4y = sin(2x) + €.

Metodom varijacije konstanti odredite opée rjes enje diferencijalne jednadzbe 3" 4
2y +y=+z-e "

Metodom varijacije konstanti odredite opée rjeSenje diferencijalne jednadzbe 1" +

sin

3.%'.

Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y” + 41y’ +4y = e~ >* In 2 metodom
varijacije konstanti.

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y” —3y'+2y = €*(3—4x) metodom
varijacije konstanti te Provjerite linearnu nezavisnost partikularnih rjesenja.

Rijesite sustav diferencijalnih jednadzbi

dy

w Yt

dz

— = rz+ty+t+=z
dx

Odredite ono rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi

dy

i ~ Y
dz et
dt = Yy z c,

koje zadovoljava pocetne uvjete y(0) = 0, z(0) = 0.
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49. Rijesite sustav diferencijalnih jednadzbi

d

—y—|—2y—|—z = sinx
dx

d

—z—4y—2z = cCosZ.
dx

50. Populacije biljnih usiju (eng. aphids) i bubamara (eng. ladybugs) modelirane su

jednadzbama

dA
— = 2A—-0.01AL
dt
dL
— = —0.5L+0.0001AL.
dt

(a) Odredite rjesenja ravnoteze i objasnite njihovo znacenje

dL
b) Odredite i —_—.
(b) redite izraz za ——

5.25 RjeSenja zadataka za vjezbu

1. Ne.
2. —zyy +y? =4
3. y= —cosz.

4. (a) 0 < P <4200,
(b) P > 4200.
5. t = 88.93.
6. (a) m(t) =18 e 35!2,
In9

b) t =25—.
(b) 5ln2

_ L
7. y=ce 22.

3 B 1
R

9. y=In [c(1+x2) —1],¢=2,y =In(22% + 1).
10. 2% In(cy) + 2% = 0.

1
1. Y arctg v_ 2 In(z% +4?) + Inc.
T z 2
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(z+y—1°=clz—y+3).

3r+y+2Injr+y—1|

1 1
gacg —xy + gyg =c

1
:czlny—f— g(y2 + 1)%

= C.

= C.

y = (zsiny +ycosy —siny) e* = c.

4 (y—-1)r=1

2x2+y2 =2

22—yt =c
y=1y=-1
y=sinz — 1+ ce 17

,c=e, y=sinx—1+e

l—sinz

y:2—|—c(1—m2),c:—3,y:2—3(1—x2).

1
—1 = .
Y 2nz+1) —x

23. xy = (mg +c) e ",
24. y = cxr + xsinx.
1
25. y = .
V1422 + ce””
26 !
. c= )
Vecos3 x — 3sinx cos? x
27 !
Y= ——
ry/3In <
28 !
. == C =
4 2(lnx +1) + cx’
29. y ~ 1.05484
30. y ~ 4.28082
1 .. 3
31. y:§sm T+ ci1x + co.

32.

33.

34.

y=ciln(z+1)+ ca.
3z =y + 1y + co.

_1
y = cre’ + coe” 2%,
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35.
36.

37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

y = e 3%(cy cos(2z) + co sin(2x)).
y = e "(c; cos(2z) + cpsin(2z)), y = 3 ¥ sin(2x).

3
x
y=c + e — %

y = c1e® + coxe® + €27,

y = (c1 cos(3z) + cosin(3z))e” + cos(3z) — 6sin(3x).
_ T —1z é _ @ 2z

Y = c1€e” + coe 2 +(5x 5 e,

y(m) = cle?’x + (02 — %) 6_3’” + cgcosx + cysinx.

1 1
y(z) = c16% + cpwe®® + 3 cos(2x) + 590262“,

4
y(x) = 1—5.%'3671 + Be™® + Aze .

2
cos 1
y(z) = — L _ + Asinz + Bcosz.
sin x 2sinx

1 3
y(z) = e 2 (§x2 Inx — ZxQ + Ax + B>.

y(x) = Ae*® + Be® + (222 + ).

2x

1 1
y(x) = c1 + e — Z(ac2 +x), z(x) =ce” —c + Z(ggQ —z—1).

1 3 2 1 3
y(t) =—c! + 16_% + ZG%, Z(t) = —get — Ee_% + 16%.
y(x) =c1 +cox +2sinw, 2(t) = —2¢1 — (20 4+ 1) — 3sinz — 2cos .

dL  —0.5L + 0.0001AL
(a) L =200, A=5000,  (b) - = ———Fr
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