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GLAVA T

UVOD U ANALIZU

1. Pojam funkcije

1°, Realni broie\;i. Racionalne i iracionalne brojeve nazivamo realmm  brojevima.
Pod apsolutnom vrifednosti realnog broja a podrazumijevamo nenegativni broj |al, odreden uvjetima:
|lal = a kada je a >0, i |a] = —a, kada je a<0. Za bilo koje realne brojeve a i b vrijedi nejednadzba

la+ bl <|a|+|b].

2°, Definicija funkcije. Ako svakoj vrijednosti*) varijable x koja pripada nekom
skupu E, odgovara jedna i samo jedna konaZna vrijednost veli¢ine y, tada » nazivamo (jednoznaé-
nom) funkq_]om od x, ili zavisnom varijablom, definiranom na skupu L3 x nazivamo argumentom,
ili nezavisnom varijablom. Cinjenicu da je y funkcija od x ukratko izrafavamo zapisom y = f(x)
ili y = F (x) itd.

Ako svakoj vrijednosti x koja pripada nekom skupu £, odgovara jedna ili nekoliko vrijed-
nosti varijable y, tada y nazivamo vifeznalnom funkcijom od x, definiranom na skupu E. U daljnjem

éemo pod rijedju »funkcija « razumijevati samo jednoznaéne funkcije, ako ne bude izriCito druk&ije
redeno.

3°. Podrudje definicije funkcije. Sve vrijednosti x, za koje je zadana funkcija de-
finirana, nazivamo podruljem definicije te funkcije.

U jednostavnim sluéajevima podruje definicije funkcije jest: ili odsjedak (zarvoreni in-
terval, segment) [a, b, tj. skup realnih brojeva x, koji zadovoljavaju nejednadibu a <x <b; ili otvorent
interval (a, b), tj. skup realnih brojeva x, koji zadovoljavaju nejednadzbu a <x<<b. Ali moguéa je
i sloZenija struktura podruédja definicije funkcije (vidi na primjer zadatak 21).

Primjer I. Odredimo podrugje definicije funkcije =

Rjefenje. Funkcija je definirana ako je
. x2—1>0,
tj. ako je |x|>1. Na taj nadin, podrudje definicije funkcije je unija dvaju intervala:
—oco<<x<—1 1 l<x< 400, -
4°, Inverzne fumnkcije. Ako jednadZbu y =f(x) moZemo icdnoznaénolriieﬁiti po va-
rijabli x, tj. ako postoji takva funkcija x =g (y) da je y =f [g(3)], tada je funkcija x =g (¥), ili

uobitajenom oznakom y =g (x), inverzna od y =f (x). Otigledno je da je g [f (x)] = x, tj. funkcije
f({x) 1 g(x) su medusobno inverzne.

Opéenirto, jednadiba y = f (x) definira vifeznaénu inverznu funkeiju x =f-1(y) i to takvu,
da je y =f(f 1 (»)) za sve ¥ koji su vrijednosti funkcije f(x).
Primjer 2. Za funkciju
y=1-—2"7% @M
. odredimo inverznu funkciju.

*) U daljnjern tumalenju sve razmatrane vrijednosti veli¢ina smatrat ¢emo realnim, ako
ne bude izri¢ito drukdije receno.
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Rjesenfe. Ako jednadibu (1) rije¥imo po x, dobivamo:

X =1—y
Ig (1 — )%
x = —— 7 @)

Podrudje definicije funkcije (2) oéigledno je ovo: --oco<y<l.

5° SloZene i 1mphc1tne funkcije. Funkciju y od x zadanu lancem jednakosti y = f (u), gdje
je u=¢(x) itd. nazivamo slofenom ili funkcijom od funkcije.

Funkciju, ‘zadanu ]ednad7b0m koja nije rijeSena po zavisnoj varijabli, nazivamo impli-
citnom. Na primjer jednadzba x3-+y* =1 odreduje y kao implicitnu funkeciju od x.

6°. Grafi¢ko prikazivanje fu.ukc:]e Skup tacaka (x, ¥) ravnine XOY, kojima su koordi-
nate povezane Jednadzborn ¥ =1 (x), nazivamo grafom zadane funkcije.

1.** Dokazite, ako su a i b realni brojevi, da je

llal — 151l <la — bl <[a| +1b].
2.  Dokazite ove jednadibe:

al |lal
a) |ab| = |a]-|b[; o |- b #0);
bl = 1p] ¢
b) lal® = a%; d) va? = lal.
3.  Rijjedite nejednadzbe:
a) |x—1]<3; - ¢ [2x+1]<1;
b) |x+1]>2; d) |x=1|<]|x+1].

4. Izracumajte f(—1), f(0), F(1), f(2), F(3), f(4),
ako je f(x) = x®*—6x2+11x—6.

5.  Izratunajte £ (0), f[——] f{—=x), f ( i],j%, ako je f(x) = |1+ 42

6. Neka je f (x) = arccos (Ig x). Izracunajte f [ ] £, 710).

7. Funkcija f(x) je linearna. Nadite ovu funkciju ako je f(—1)=2 i
()= -3

8. Nadite cijelu racionalnu funkciju f(x) -drugog stupnja ako je f(0) =
f)y=01 f3)=>5.

9.  Poznato nam je da je f (4) = —2, f(5) = 6. Izralunajte pribliznu vrijednost

f(4, 3), smatraju¢i funkciju f(x) naodsjecku 4 <x <5 linearnom (linearna
tnterpolacija funkcije).

10.  Funkciju
0, ako je x<0

x, ako je x>0
napiSite pomoc¢u jedne formule, koristeéi se oznakom apsolutne vrijednosti.

f(x)=|

*) lg x=log,, x, oznaluje dekadski logaritam broja =x.
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Odredlte podruc;a definicije funkcija:

e

11.

13.

14**,

16.

18.

20.

22.

23.

24%,

25.

26.

3/, 1
a) y=+vVx+1; b) y=Ix+1. 12, y=

a) ¥y = /x*=2; b)y=xJx*-2.
y=V24x-x. 15. y=y-x+ 21+>
V2+x

24+x
s 3 17. y=lg—.
y=vx—x>. 2—
2
I P L —3x+2 19. y—arccos—zx
‘ x+1 1+x

y = arcsin <1g1%). 21, y = /sin2x.
Neka je f(x) = 2x*—3x*—5x*+6x—]0. Izralunajte
1 . 1
¢ (x) =7[f(X)+f(—X)] i y(x) =7[f(>f)—f(—x)]«
Funkciju f(x) definiranu u simetri¢nom podrudju —/<x</, nazivamo

parnom, ako je f(—x) = f(x), 1 neparnom ako je f (—x) = —f (x).
Istrazite koje su od zadanih funkcija parne, a koje su neparne:

) () = (a7

b) £(x) = V1+x+x = 1—x+x%;
c)fu)=vu+n2+y@_nz
8) £x) =12,

e) f(x)= 1g(x+\/1+x)

Dokazite da svaku funkciju f (x), koja je definirana u intervalu —/<<x<</,
mozemo predocit u obliku zbroja parne i neparne funkcije.

Dokazite da je produkt dviju parnih funkcija ili dviju neparnih funkcija
parna funkcija, a produkt parne funkcije s neparnom, da je neparna funkcija.
Funkciju f(x) nazivamo periodilnom, ako postoji takav pozitivan broj T
(period funkcije), da je f (x+T) = f(x) za sve vrijednosti x, koje pripadaju
podrugju definicije funkcije f(x).

Odredite koje su od nize navedenih funkcija periodiéne i za te periodi¢ne
funkcije nadite njihov najmanji period T

a) f(x) = 10sin3x; d) f(x) =sin’x;
b) /(x) = asin Ax+bcos Ax; e) f(x) = sin (V).
0 f(0) =igx;
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Izrazite duzinu odsje¢ka y = MN i povrdinu S lika AMN kao funkciju od
x = AM (sl. 1) te konstruirajte grafove tih funkeija.

) c
b
b e b
A B Ao m D s
-
<
a
Slika 1. Stika 2.

Linearna gustoda (tj. masa po jedinici duljine) linije AB =/ (sl. 2) na dije-
lovima AC =4, CD =1, i DB = Iy, (,;-+/;+1; =) jednaka je po redu
qys gy 1 gy Izrazite masu m varijabilnog odsjetka AM = x te linije, kao funk-
ciju od x. Konstruirajte takoder graf te funkcije.

Izradunajte @ [¥ (x)] i ¢ [@ (x)], ako je ¢ (x) = 2 i) =28

Izratunajte f {f [f (x)]}, ako je f (x) =

[—x
Izracunajte f (x + 1), ako je f (x — 1) = x2.
Neka je f (n) zbroj » ¢lanova aritmeticke progreeue Poka21te da je

f(n+3)=3f(n+2)+3f(n+1)—f(n) = 0.
Pokazite ako je
Sf(x)=kx+b

i ako brojevi x,, x,, x, Cine aritmetiéku progresiju, da brojevi f (x;), f (%) i
f (x3) takoder Cine aritmeti¢ku progresiju. .

Dokazite ako je f (x) poiencija, tj. f(x) = a*(a>0), i ako brojevi x;, x,, x4
¢ine aritmeti¢ku progresiju, da brojevi f (x;), f(x,) i f (x;) ¢ine geometrijsku
progresiju.-

Neka je

14+x
A f(x)= Ig —
Pokazite da je

FO+f () = f( "”)

Neka je o (x) =‘%(a*' +a™) i Y(x) =%(a"—a_x). Pokazite da je

Px+y) =)o (MNFY V()
W (x+y) =2y (W +e ()X
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Izracunajte f (— 1), f(0), f(1), ako je
arcsin x za — 1 <x <0,

ﬂ@=[ '
arctg x za 0<x<-+o0.

Odredite korijene (nule) te podrudja gdje je funkcija y pozitivna, odnosno

" negativna, ako je:

2) y=1+x; d) y=x*~-3x;
. [ 2

b) y=2+x—x% &) y=lg—.

1+x

c) y= l—x+x2;.

Za funkciju y izracunajte inverznu funkciju, ako je -
a) y=2x+3; d) y=lg§;

b) y=x*—1; e) y = arctg3x.
Q) y=v1-x%
U kojim podrﬁr‘;jirﬁa ée biti definirane ove inverzne funkcije?
Za funkciju
IED ako je x <0,
B { x2%, ako ie x>0,
odredite inverznu funkciju.

Zadane funkcije napidite u obliku lanca jednakosti u kojem svaka karika sa-
dr7i jednostavnu elementarnu funkciju (potenciju, eksponencijalnu, trigo-
nometrijsku itd.): :

a) y=(2x-5"'; c) y=lgtg§;
b) y = 2°*, d) y = arcsin(37%).
Slozene funkcije, zadane lancem jednakosti, napiSite u obliku jedne jednakosti:
a) y=u’  u=sinx;
b) y = arctgu, u=\/;: v=I1gx;

0 = {Zu, ako je u<0,
= 0, ako je u>0;

Napisite u eksplicitnom obliku funkcije y koje su zadane jednadibama:

u=x>—1.

a) xZ—arccosy ==;
b) 10%+10” = 10;
©) x+|[yl =2y.

Odredite' i podru¢ja definicije zadanih implicitnih funkcija.
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2. Grafovi elementarnih funkcija
Grafove funkcna y =f(x) konstruiramo tako da nadinimo dovoljno gustu mreZu talaka

M; (xi5 vi)s gdie je ;=1 (x) (i =0, 1, 2,...), i te tatke spojimo linijom, koja njima prolazi. Za
1zraéunavanjc preporuc¢amo sluZiti se logantamsklm ratunalom.

-—
~——
.
can

S A /
—'/‘\\ /
— ~ -
\>/'/
4T T~
— ~
Slika 3.

Konstrukciju grafova olak$ava poznavanje grafova osnovnih elementarnih fukcija (v1d1
prilog VI). Polazeéi od grafa

pomocu jednostavnih geometrijskih konstrukcija dobivamo ove grafove funkcija:
1.y, = —f (%) zrcaljenje grafa I’ na osi OX;
2. ya=f(—x) zrcaljenje grafa I' na osi OY';
3. ya=f(x—0a) graf T, pomaknut u smjeru osi OX za velidinu a;
4. y=b+f (%) graf I', pomaknut u smjeru osi OY za veli¢inu b (slika 3).

y=sin(x—£).
4

. . ”
Rjesenje. Trazena krivulja je sinusoida y = sin x, pomaknuta u smjeru osi OX udesno za 7 (sl. 4).

Primjer. Konstruirajmo graf funkcije

y=sinfx-F)

\ i /\
I l

Slika 4.

Konstruirajte grafove linearnih funkcija (pravei):

4. y=kx, ako je k=0, 1, 2,
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45. y=x+b, ako je b=0, 1, 2, —-1, —2.
46. y=1,5x+2.

Konstruirajte grafove cijelih racionalnih funl'<cija 2. stupnja (parabole):

47.  y=ax*, ako je a=1, 2, ?1, -1, =2, 0.
4. y=x>+c, akoje ¢=0, 1,2, —1.
49.  y=(x—x,)% ako je  x,=0, 1,2, —1.

50. y=y,+(x—1)% akoje y,=0,1,2, —1.

51, y=ax’+bx+c, akojer 1)a=1, b= -2, c=23;
2Ya=~-2, b=6, ¢c=0.

52, y=2+4x—x2 Odredite sjecidta te parabole s osi OX.

Konstruirajte grafove cijelih racionalnih funkcija videg stupnja:
53*. y = x* (kubna parabola). 54. y=2+(x-1)>
55. y=x>—3x+2. 56. y=x*

57. y=2x*—x"

Konstruirajte grafove razlomljenih linearnih funkcija (kiperbole):

1 1
58*. =— 59. = .
y x Y —x
x—2
60- = .
Y x+2
61%. y=y,+ m’ ako je xo =1, yo=—1, m=6.
X—Xq
62%, y=2x—3.
3x+2

. Konstruirajte grafove razlomljenih racionalnih funkcija:

63. y= x+—1. , 64. y= X
x x+1
1 1
65*. =, 66. ==,
y 2 y 2
10 . y .
67*. y=— (WVersieraw Marije Agnesi).

2 Demldovié: Zadacl
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68. y= 22 a (Newtonova serpentina).
x“+1 !
1
69. y=x+—.
X
70. y= x2+i + (Newtonov rrozubac).
x

! Konstruirajte grafove iracionalnih funkcija:

e y= Jx. 72, y=13/x
73*. y= Yx* (Neilova parabola).

74. y= +xVx (semikubra parabola).

75*. y=-|_-% 25—x2 (elipsa).

1

76. y = +x*—1 (hiperbola). 7. y= —
—X

. N
8% y= irX,/ a (Dioklova cisoida). 19y = txJ25—x%
—X

Konstruirajte grafove trigonometrijskih funkcija:

80*. y =sinx. 81*, y =cosx.

82%, y =tgx. 83*, y =cigx.

84*, y =secx. 85*, y = cosecx.

. . 1
86. y = Asinx, ako je A=1, 10, By -2.
. . A |
87*. y=sinnx, ako je n=1, 2, 3, ?

. n 3n 4
88. =sin(x—¢), ako je =0, — —, n, ——.
y (x—9) jie e > 2

89*. y=5sin(2x-3).

90*. y =asinx+bcosx, ako je a =6. b= —8.



91.
93*.
95.

97.

99*.

GRAFOVI ELEMENTARNIH FUNKCIJA

y = sinx+cos x.
y = x+sinx.

y= tg2 x.

. 1 .
y= smx——-? sin 3x.

bid
y = cos—.
x

92%*,
94*,
96.

98.

100.

19

y =cos? x.
y = xsinx.

y=1-2cosx.

1
y =cosx+ ;cogzx.

y= ++/sinx.

Konstruirajte grafove eksponencijalnih i logaritamskih funkcija:

101.

102*. y = log,x, ako je a =10, 2,

103*

y =a* ako je a =2, %,

1

—, e.

. y=shx, gdje je shx=%(e"—e")‘

104*. y =chx, gdje je chx =% (e¥+e™).
105%. y =thx, gdje'je thx _Shx

= » G T ehx 106.
107*%. y = e~ % (krivulja vjerojatnosti).
108. y=2 *. 109.
110. y=Ig’x. 111.
12, y=—— 113.

Igx

114. y=1g(—x). 115.
116. y = [g(cos x). 117,
Konstruirajte grafove ciklometrijskih funkcija:
118*, y = arcsin x. 119*,
120*. y = arctgx. 121%,

[
K

*) O broju ¢ detaljnije vidjeti na str. 23.

e(e=2,718..)%.

y=10",
y =lgx>
y =1g(lgx).
1
y=1lg—
X
y =log, (1 +x).
y =2 "sinx.
} = arccos x.
)y = arcctg x.
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122. y = arcsin —1 -123. y = arccos i
X X

124. y = x+arcctgx.

Konstruirajte grafove ovih funkcija:

125. y =|x|. 126. y = %(x+ [x]).

127. a) p=x|x|; b) y=logy;Ix|

128. a) y =sinx+|[sinx|; b) y=sinx—|sinx]|.
3—x? za |x|<1;

129, y= {

2
—  za |x|>1.
[x]

130. a)y = [x], b) y=x— [x], gdje je [x] mnajvece c11elo broja x, tj. najvedi
cijeli broj, manji ili jednak x.

Konstruirajte grafove funkcija u sistemu polarnih koordinata (7, ¢) (r =0) :

131, r=1 (krusnica). 132%, r = % (Arhimedova spirala).
133*. r = ¢* (logaritamska spirala)- 134%, r =~ (hiperbolna  spirala).
¢
135, r=2cos o (krusmica). 136. r=1" (pravac).
sin ¢
137. r ='secz% (parabola). 138*. r = 10sin 3¢ (rufas tri‘latice).

139%. r = a(l+cos¢p) (a>0) (kardioida).
140*. 2 = a’cos2¢ (a>0) (lemniskata).

Konstruirajte grafove funkcija koje su zadane parametarski:
141%, x = 3, y =1 (semikubna parabola).
142*. x = 10cost, y =sint  (elipsa).

143*. x = 10cos1, y=10sin*t  (astroida).
144*%, x = a(cost+1sint), y = a(sint—tcost) (evolventa kruznice).
3 2
t
145*. x = at y= a (Descartesov list).

1+ 142
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146, x= \/ﬁ y= \/% (polukrusnica).

147. x=2"+27", y=2'=27" (grana hiperbole).
148. x = 2cos?t, y=2sin*t (odsjelak pravca). .
149, x =1t—12, y=t2—1>

150. x = a(2cost—cos2r), y=a(2sint—sin2t) (kardioida).

Konstruirajte grafove funkcija koje su zadane implicitno.

151%, x* 4+ y2 =25  (Rkrugnica). 162, xy =12  (hiperbola).
: irabola) 5. X2 (elipsa)
153*. y "= 2x (parabola). 154, ——+=—=1 (elipsa).
Y * 100 64
2 2 2
155, y? = x*(100—x?). 156*. x3 +y3 =g3 (asiroida).
157*. x+y =10Igy. 158. x?=cosy.

159*. /27 2= P (oearitamska spirala).
160%. x>+ > —3xy =0 (Descartesov list).

161. Sastavite formulu za prijelaz od Celzijeve (C) skale na skalu Fahrenheita (F),
ako znamo, da 0 °C odgovara 32 °F i 100 °C da odgovara 212 °F.

Konstruirajte graf dobivene funkcije.

162. U trokutu, kojemu je baza ¢ = 10 i visina » = 6, upisan je pravokutnik

(sl. 5). Treba izraziti povr§inu y toga pravokutnika kao funkciju njegove
baze x.

Konstruirajte graf te funkcije i nadite njenu najve¢u vrijednost.

Slika-5. Slika 6.

163. Trokut ABC ima stranice BC = ai AC = b te promjenljivi kut ¥ ACB = x
(sl. 6). '

Izrazite y = povrsina A ABC kao fﬁnkciju_od X
Konstruirajte graf ove funkcije i nadite njenu najveéu vrijednost,
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164. Graficki rijedite ove jednadzbe:
a) 2x*=5x+2=0;
b) x*+x—1=0;
c) lgx=0,1x;
d) 107" =x;
e) x=1+0,5sinx;

f) ctgx =x (O<x<m).

165. Grafilki rijesite ove sisteme jednadZbi:

a) xy =10, x+y=T,

b) xy =6, x*+y? =13;

¢) x*—x+y=4, yr—2x =0;

d)y x*+y =10, x+y*=6;

e) -y =sinx, y=cosx (0<.x<2n)4

3. Limesi
1°. Limes niza. Broj a nazivamo limesom niza x4y xg... Xy, ... !

limx, = a,
n—wo

ako za svaki >0 postoji takav broj N = N (&), da je

Ix,—al<e za n>N.

Primjer 1. Pokazimo da je

L o 2n 4|
lim = 2. (1
nsoo + 1
RjeSenje. Tvorimo diferenciju .
In+ 1 B 1
n+1 - n+1"
Ocijeniv§i tu diferenciju po apsolutnoj vrijednosti imat ¢emo:
2n 41 |
-2 = <% @
n+1 n-+1

ako je

[
n>——1=N{().
€

l .
Prema tome, za svaki pozitivni broj e postoji takav broj N =——1 da.za n> N vrijedi
3

2n+1
nejednadzba (2). Slijedi, da je broj 2 limes niza x,= I
n

, 1j. ispravna je formula (1).
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2°. Limes funkcije. KaZemo, da funkcija f(x)>A kada x—a (4 i a su brojevi),
ilt daje lim f(x) = A,
x—a
ako za svaki £>0 yostoji takav §=28 (¢)>0, da je

|f(x)—A|<e za O<[|x—al<).
Analogno je :

lim f(x) = 4,
ako je |f(x)— Al<e za [x|>N ().
Dogovorno piSemo fim f(x) = oo,

3to znadi, da je |f (x)|>E za 0<|x—a|<38 (E), gdje je E po volji odabran pozitivan broj.

3°. Jednostrani limesi. Ako je x<ai x—a, tada dogovorno pi¥emo x—a—0; analogno,

ako je x>a i x—»a, pifemo to ovako: x—a-+0. Brojeve
fa—0)= lim f(x) i f(a+0)= lim f(x)
x~+g—0 - x—=a+0
nazivamo lijevi limes funkcije f (x) u ta&ki a i desmi imes funkcije f (x) u tacki a (ako ti brojevi po-
stoje). . .
Za postojanje limesa funkcije f(x) kada x—a nuZno je i dovoljno da vrijedi jednakost
f(a=0) =f(a+0).

Ako postoji lim f; (x) 1 lm f, (x), tada vrijede ovi reoremi:

x—ra x—a

1) im[f, 0)+/; ()] = lim f; () +lim f, (x);

2) lim [fl (x)- fi (X)] = li_'mfl (x) * lim f; (x);

x=a x=a

3y Hm[f (%) 5 f2(0] = limf(x) : limfy(x)  (limf, (x)#0).
Cesto primjenjujemo ove limese:
1msinx -1
x—=0
L

|im<1+i> —lim(l +a) —e=271828...

X= X 00

Primjer 2. Izradunajmo desni i lijevi limes funkcije
- 1
f(x) = arctg —
x

za x—0.

Rjesenje. Imamo:

1
f(+0)= lim (arctg —) =z
x—>+0 x 2

1 x
f(—=0)= lim (arctg—)=_?_

x—+—0 x

Limes funkcije f(x) kada x—0 u rtom slucaju, oligledno, ne postoji.
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166.

167.

168.

169.

170.

UVOD U ANALIZU I
Dokazite da je limes niza
11 1
1,——,...,—2,...
4 9 n

kada n— co jednak nuli. Za koje ¢e vrijednosti » biti zadovoljena nejednadzba

1

—<¢
n2

(¢ je po volji odabran pozitivni broj)?
IzraCunajte n ako je: a) e = 0,1; b)e = 0,01; ¢) € = 0,001.
Dokazite da je limes niza

x,,=1— m=1,2,..)

+1

kada n—> oo jednak 1. Za koje ¢e vrijednosti #>N biti zadovoljena nejed-
nadzba

[x,—1|<e
(¢ je po volji odabran pozitivni broj)?
IzraCunajte N, ako je: a) e =0,1; b)e=10,01; ¢)e = 0,00l.
Doka?ite da je

limx? = 4.
x=2

Kakav pozitivni bro; 8 treba odabrati za zadani pozitivni broj ¢ da iz nejed-
nadzbe

[x—2|<é
dobivamo nejednadzbu
|x?—4]<g ?
Izratunajte & ako je: a)e=0,1; b)e=0,01; c) e = 0,001.
Objasnite taéni smisao dogovornog pisanja:
a) limlgx= —oc0; b) lim 2= +ow; ¢) lim f(x) =
x=+0 x~+aw X= o

Odredite limese nizova:

n—1
a) 1, _i’ i) '—1_1 LI (1—)5 cee s
273 4 n
b)i,i,i,__, 2n :
5 n—1

9 V2, Vab2. 2 2pz, .

d) 0,2; 0,23, 0,233; 0,2333; C
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Izradunajte ove limese:

. 2 3 - '
171. llm(iz+—2+—2+...+n21>. 172. hm(n+l)(nt2)(n+3).
n-> oo \ N n n n no oo n
173, 1im[1+3+5+7+...+(2n—1)_2n+1]_
) n+1 2
—1)" . n+1 n+1
174, tim 2ECD" 175, lim> 1>
n-'uon—(—l)" neo 27437
176. 1im<l+i+i+...+—l),
mo\2 4 8 2"
—1y"~1
177. Iim[1~i+i_L+_“+(1—)}
n~o 3 9 27 3!
L P22 4324 4n? -
178*. lim e . 179. lim( /n-l-l—\/;).
n-w e
1 1
180, lim 20"
n-w n2+1

Pri traZenju limesa kvocijenta dvaju cijelih polinoma u x kada x—0co, preporudljivo je
oba ¢lana kvocijenta prethodno podijeliti sa x", gdje je n najvisa potencija tih polinoma.

Analogno postupamo { u mnogim sludajevima razlomaka s iracionalnim izrazima.

Primjer 1.
(2 3) 342 0(4 6)
m ZEm DO HUx—6) T ( ?)( x _234
oo Y it 1 -3 %
e %
Primjer 2.
L L
oo AT 10 oo.‘a/‘w
1+ oy
2
181, fim D7 182, lim 1000x
reoe x241 x=00 X7 —1
. 2 2 _
183, lim *—>X*1 184, lim 2 =X+3
x=oo  3x+7 x2o x3—8x+5
3 _ 2 2_ _
185, Jim (2XF3) (x-2)° 186. lim =X —%3—4

X=®© x5+5 x— 0 ,}x4+]_
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2x+3

x+3/;

a 2
189, pim XL
oo X+1

187,  lim
X~

razlomka

dobivamo direktno.

P
Ako je pak P(a)=Q (a) =0, tada se preporuca razlomak QE

koliko puta s binomom x—a.

Primjer 3.

UVOD U ANALIZU

188.

190.

P(x)
Q)

Iim
x=a

. x*—4
xl—bn;.xﬂ—3x+2
3
191 fim =1
x--1x"+1
2_
193, lim —~ 1
x~-1x"+3x4+2
3—
195 lim X —>Xt2
xo1x —4x+3
3.3
197, lim XA =X
h—0

Izrazi, kojt sadrZe iracionalnosti, dovode se &esto u

varijable,

Primjer 4. Nadimo

Rjesense. Ako stavimo

s 104 x/x

J3

lim

’f“’*w l/x+x/x+;/;.

Ako su P(x) i Q(x) cijeli polinomi, a P(a)7#0 ili Q (a)#0, tada limes racionalnog

x) . .
) skratit jedanput ili ne-
X .

x—2)(x+2) x4 2
— = lim =4
x—DZ(x_Z)(x_]) x—>2 X — ]
- 2
192, lim X —X*10,
x—=5 x =25
2_
194 limf*zx
s2X" —4x+4
2
196. ﬁmm,
x—a X3—03
198. lim (L 3
=t\]l~-x l—x

|/l—|—x—l

Iim 3 .
=0 Yl +x— |
1+ x=y8,

- dobivamo
i |/l+x—’l
im
x>0 Ylx—1
. oVx—1
199. lim .
=1 X—1

¥—1
= lim =
y—1 y’— 1 y—1
200.
202,

racionalni oblik uvodenjem nove

yY+y+1 3
y+1

3
lim x—8
x—~64 ~3/x—4.
Y -23Yx+1
lIm ——m.
x-1 (x—-1)2
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Drugi nadin odredivanja limesa iracionanlog izraza je taj da iracionalnost Jprebacimo iz
brojnika u nazivnik ili obrnuto iz nazivnika u brojnik.

Primfer 5.

 Vx=Va x—a . 1 |
lim = lim = lim =

x—+a x—g x+a (x — a) (V; +VZ) x~»a V; + Vz 2a
. 2—+x-3 x—8

im ———

3 . . 204, lim .
x=7 X —49 ' x-83 x—2

\/;__1 3—V5+x

208. lim

i/;—l' X"4'1—\/5—x‘
lim\,/1+x—\/1—x . x+h—\/;
- - ———h X

(a>0).

203.

205. 1im
x—=1

207. 208. lim

x=0 X h=~0

209. lim3——x+h_{/;. 210. Um\/x2_2x+6_Jx2+2x—6.
‘ h—0 h x~3 xt—4x+43

21 fim Wx+a—Jx). 212, lim [Vx(x+a)—x].

213, lim (Jx*—5x+6-x). 24 lim x (x2+1-x)

215. lim (x+¥1-x%).

Pri rafunanju limesa &esto se¢ koristimo formulom

. sinx
hm— =

x=+0 X

1

i pretpostavljamo kao poznato da su lim sin x=sin« i lim cos x=cos a.

x—v>a Xx—ra
Primjer 6.
. sin S5« . (sin 5x
lim =llm( ~5)=1-5=5.
x>0 X x—0 Sx
. sinx . osinx . sin3x
216. a) lim ; b) lim . 217. lim ——.
x=2 X x—© X x—0 X
- .. sin5x . sinmx
218. lm ———. 219. lim — .
x=0 Sin2x : x=1 sin 3nx
. . X . l-cosx
220. Ilim (n sm—). 221, lim ———.
-0 : n x=0 X
. sinx—sina . cosx—cosa
222, lim —— . 223. lim—

x=a xX—a x—a X—a
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224.

226.

228.

229,

231.

233.

235.

237.

239.

Iim tgmx .
x> -2 x+2

. sinx—cosx
lim ————
n 1-tgx

.
x—

lim(l~x)tg%.

x=]1

x=+0

lim ctg2xctg (% - x) .

 1—2cosx
im 1 cosx‘ /

tgx —sin
m 8% s; Xy
x=0 X [

. arctg2x . -
lim——— =

x=0

sin 3x

. X —sin 2x )
lim ————
x>0 X+S8in3x v

1—+/cosx Vi

2 v

lim
x=0 X

Pri odredivanju limesa oblika

UVOD U ANALIZU

225.

227.

230.

234.

< 236.

- 238.

240.

lim[o(x)]** = C

xX=a
treba imati u vidu ovo:
1) ako egzistiraju konadni limesi
limg (x)=A i lim ¥ (x)
X=a x=a

tada je C= AB;

Tl (x+h)—sin x

h=0

. 1
a) limxsin— ;"
x—=0 X

b) limxsin i
x— @ pe

l—sini
. 2
lim

x=n

mT—X

COSmMx —Ccosnx

Iim 3

"x~=+0 X

. arcsinx

lim—.

x=0 X
1—x?2

sin x

lim

x—+1
»a
cos—
lim 2
x—=1 l—Jx
lim\/l +smx—\/1—smx'

x=0 X

(3

= B,

2) akojelim ¢ (x)=4 # | i lim 4 (x) = 4 oo onda pronalazimo limes (3) neposredno;

x—>a
1 prema tome

Xx—>a

1

gdje je e=2,718... Neperov broj.

Primjer 7. Nadimo

. (sin 2x\1+x
lim .
x~>0 X

— lim g (x)y (x)
C=lim{[1+a(x)JFP ¥ E) — px=a
xX—a

. x—~+a x—a
3) akoje lim p(x)=1ilim ¢ (x)= oo onda stavljamo ¢ (x) =1 +o(x), gdje « (x)—=0 kada x—a

lim [0 (x)= 1]y (x)
— ex-*a

>
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Rjetenje. Ovdje je

. sin 2x), . , '
hm( )=2 1 lim(l4+x)=1;

=0\ . X x—>0

i prema tome

x—0 x

) sin 2x\! + x
llm( =20=2,

Primjer 8. Nadimo

i x+1 )x’
lim
x—»m(zx + 1
Rjelenje. Imamo
1+ —
x 41 . * 1
1 = lim = —
x>0 2% 41 x—>00 2
24—
x

Prema tome je

1 4 x2
lim (=21 o
x>0 \ 2% + |

. x— 1\x
lim .
x—»co(x-‘r I)

Primjer 9. Izralunajmo

Rjelenje. Imamo

1
1——
x—
lim — lim 1
x—+oo X + x—+00
X

Ako provedemo naprijed pokazanu pretvorbu, dobivamo

x — 1\* . x—1 I
lim( ) =1lm[1+(———l)J =
xsoo\x+ 1 X~ 00 x4+ 1

x+1 2x
—2

—a ) TEs lm P
= lim [1 —(—( | =X 7> =2,
x>0 x—l—l/

U zadanom primjeru, ne slufeéi se opéim postupkom, moZemo naéi limes jednostavnije

1 \x 1 \—x7]—1
1 —— Iim|| [ ——
i (x~ l)x . x x—>00 x e—1
Iim [——| - lim

= —— = ¢~2,
— 1\x 1 e
* °°(1+_) lim(l-!-—)x
x X—~>00 X

29
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Opéenito je korisno upamtiti da je

lim (1 +£> = e,
x= o X

x x+1

241, lim (2 +") \ 242, lim ) '

x-»0\3—x x=1\x2—1

2x sin x

. x+ 1 —2 3
243. 'lim (%) . 244, (" X+ )

x= \ X x-»o x2—3x+2

" 2 x2

245. lim (" +2) . 246. lim (1 )

x—+on 2x2+l , 5 = )

4 Ty
_ 2 \* '

247. lim (1+—> . ¥ 248. hm( )

x= X 17 x—~® x+l

e . _.)T_! L r

249, lirr (" ;) ‘ 7 250. lim (1 )

x~o \ X+ n= e

1

251, lim (1 +sinx)> . 252**, a) lim (cos x)x ;

x—0 x=0

1
b) lim (cos x)** .

x—~0

Pri izratunavanju ni%e navedenih limesa korisno je znati, ukoliko egzistira i pozitivan
lim f(x), da je
X—a
lim [In f(x)] =In [lim f(x)].
X—a x=a

Primjer 10. DokaZimo da je

™

In(l + x)
m =

x—+0 X

Rjefenje. Imamo

In (1 < .
m O On(l+x)"]=In[lim (1 +x) ]=Ine=1.
X () x—=0

x—0 X

Formulom (*) &esto se koristimo pri rjefavanju zadataka.

. f+10x)
253, lim [In(2x+1)—In(x+2)]. 254, 1im BLH100)
x— x=0 X
255. lim(iln ’l+x). 256. lim x[In(x+1)—Inx].
x=0\ X 1—x x~+e
957, lim (€0 X) 258*, lim~—

x—+0 X2 x=0 X



250%, lim %L (a>0).

x=0 X n—w
ax _  bx e
261. lim 262. lim1—°
x=0 X x~0 sinx
263. 2) lim Slf X b lim B i L (vidi br. 103 i 104).
" x=0 X x~-0 X
Izraéunéjtc ove’jednostrane limese:
X b
264. a) lim ; b) lim .
x-—ao‘ x2+1 x-+m,/x2+1
265. a) limthx; b) lim thx, adie je thx = e"—e—x.
x= - x—++ o ex_'_e—x
. 1 . 1
266. a) lim ; b) lm ——.
x—+—-0 L x=+0 L
l1+e” l+e*
' X | x
267, a) lim nUFE) iy D)
x——® X x=+w X
268. a) lim 250X, by lim 151X
x=+=0 X x=+0 X
269, a) 1 b) lim .
x~1-0 |x—1]| x=1+0 [x—1|
. . x
270. a) lim ; b) lim g
x=2-0 X—2 x=2+0 X—2
Konstruirajte grafove funkcija:
271**. y = lim (cos *"x). 272%, y = lim (x=0).
n— a0 ) n~>00 l -l—x
273. y=limJx*+a*. 274. y =lim (arctgnx).
a-o : o
275, y=lim Y14+x" (x=0). .
n—a
276. Pretvorite u obi¢an razlomak zadani mjeSoviti periodski razlomak

LIMESL

260*. lim n(&/a—1) (a>0).

a=0,13555...,

razmatrajuéi ga kao limes konaénog razlomka.

31
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2717.

278,
279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

UVOD U ANALIZU b

Sto se de$ava s korijenima kvadratne jednadzbe
ax*+bx+c=0,

ako koeficijent a tezi k nuli, a koeficijenti b i ¢ su konstantni, pri éemu je
b#0?

Izradunajte limes unutarnjeg kuta pravilnog n-terokuta kada n— co.

Nadite limes opsega pravilnih n-terokuta upisanih kruZnici polumjera R i
njoj opisanih, kada n— oo,

Izracdunajte limes zbroja ordinata krivulje

y =e *cosmx,
u tatkama x = 0,1, 2, . .., n, kada n— oo.
Izratunajte limes zbroja povr$ina. kvadrata konstruiranih na ordinatama
krivulje

) y = 21-.\:
kao bazama, gdje je x =1, 2, 3, . . ., #, uz uvjet da n—oo.
Izratunajte limes kada n — oo duljine lomljene linije M M, . .. M,, upisane
u logaritamsku spiralu
r=e "
ako vrhovi te linije imaju polarne kutove
7

=0, =—, ...,
Po P 3

Slika 7. ‘ . Slika 8. "~

OdsjeCak AB = a (sl. 7) podijeljen je na»n jednakih dijelova, a na svakom od
tih dijelova kao bazi konstruiran je istokra¢ni trokut s kutovima uz bazu jed-
nakim « = 45°. PokaZite, da se limes duljine dobivene lomljene linije razli- .
kuje od duljine odsjecka AB bez obzira na to §to se u limesu lomljena linija
ngeometrijski stapa s odsjeckom AB«.

Tacka C, raspolavlja odsjetak 4B = /; tatka C, raspolavlja odsjetak AC,;
ta¢ka C, raspolavlja odsjecak C,C;, tatka C, raspolavlja odsjedak C,C, itd.
Odredite graniéni poloZaj tatke C, kada n — oo.

Kateta a pravokutnog trokuta razdijeljena je na » jednakih dijelova, a na

dobivenim odsje¢cima konstruirani su upisani pravokutnici (sl. 8). Odredite
limes povrdine dobivenog stepenastog lika, ako n— co.



4 NEIZMJERNO MALE I NEIZMJERNO VELIKE VELICINE 33

286. Izratunajte konstante & i b iz jednadZbe

: 3
fim <kx+b—x +1):o. (1)

2
x—

x“+1
Objasnite geometrijski smisao jednadzbe (1).

287*. Neki kemijski proces rako tee da je prirast koli¢ine materije u svakom vre-
menskom razmaku 7 iz beskona¢nog niza vremenskih razmaka (i7, i+ 1)t) (i =
=0, 1, 2, .. .) proporcionalan koli¢ini materije u poéetku tog vremenskog
razmaka i velitini vremenskog razmaka. Pretpostavivdi da je u pocetku
kolitina materije bila Q,, odredite koli¢inu materije O, nakon vremena

cys . . PR 12
1, ako se koli¢ina materije povetava svaki »n-ti dio vremena r = — .
n

Izratunajte . Q, = lim OW™.
n—>o0

4. Neizmjerno male i neizmjerno velike velidine
1°. Neizmjerno male veliéine. Ako je

limo(x) =0,

x—a
tj. ako je |a (x)| <& za 0<|x—a|<3 (c) rada funkciju « (x) nazivamo neizmjerno malom velitinom
kada x-»a. Analogno se definira neizmjerno mala veli¢ina o (x) kada x—co.

Zbroj i produkt konagnog broja neizmijerno malih veli¢inakada x —a takoder je neizmjerno
mala veli¢ina kada x—a.

Ako su o (x) i B(x) neizmjerno male veli¢ine kada x—a i

.o o(X
th) =
x=a ﬂ (X)
gdje je C neki broj razlicit od nule, onda funkcije « (x) i B (x) nazivamo neizmjerno malim velii-
nama istoga reda; ako je pak C =0, onda govorimo da je funkcija « (x) neizmjerno mala veli¢ina

vieg reda u odnosu na B (x). Funkciju « (x) nazivamo neizmjerno malom velicinom n-toga reda
u odnosu na funketju g (x) ako je

3’

. o(x
lim — ( )n =
x=a [A(x)]
gdje je 0 < |C| <+ oo0.
Ako je
. (X
lim L =1,
x=a f(x)
onda funkcije a (x) i B(x) nazivamo ekvivalentnim neizmjerno malim veli&inama kada x—»a:
& (x)~ B (x).

Na primjer, kada x—0, imamo:

sinx~x; tgx~x; In(l+x)~x
itd. o
: Zbroj dviju neizmjerno malih veli¢ina razti¢itih redova ekvivalentan je sumandu nifeg
reda.

3 Demidovi¥: Zadaci
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Limes kvocijenta dviju neizmjerno malih veli¢ina ne mijenja se ako &lanove kvocijenta
zamijenimo ekvivalentnim veli¢inama. U skladu s ovimn teoremom pri izracunavanju limesa razlomka

[im 2
x—a B (X)

gdje a (x)~>0 i B (x)~0 kada x—>a, u brojniku i nazivniku razlomka mozemo oduzimati ili prib-
rajati neizmjerno male veli¢ine visih redova, tako odabrane da veli¢ine koje ostaju budu ekvivalentne
prija§njim.

Primfer 1.
Vxdroad i Ve 1

im =lim .
x>0 M (I42x) x>0 2% 2

2°. Neizmjerno velike velid¢ine. Ako za po volji odabrani veliki broj N postoji
takav & (N), da je za 0<ix—a|<5(N) zadovoljena nejednadzba

If(x)|>N,

funkciju f(x) nazivamo neizmjerno velikom veli¢inom kada x—a.

Analogno se definira neizmjerno velika veli¢ina f(x) kada x—co. Sli¢no tomu kako je
udinjeno za neizmjerno male veli€ine, uvodi se pojam neizmjerno velikih velifina razli¢itih redova.

288. Dokazite da je funkcija
sin x

foy ="
X

neizmjerno mala veli¢ina kada x—oco. Za koje je vrijednosti x zadovoljena
nejednadzba

()<,
ako je € po volji odabran broj?
Izradunajte x za: a)e = 0,1; b)e = 0,015 )= = 0,001.

289. Dokazite da je funkcija

S =1-x
neizmjerno mala veli¢ina kada x—1. Za koje vrijednosti x vrijedi nejed-
nadzba
lf(x)f<e,

"ako je ¢ po volji odabran pozitivni broj. Izraéunajte x ako je: a) e = 0,13
b) e = 0,01; ¢) = = 0,001

299. Dokazite da je funkcija

1
f(x)_x——_?.

neizmjerno velika veli¢ina kada x— 2. U kojim okolinama |x—2[<3$ je
zadovoljena nejednadzba

|f()[>N,

ako je N po volji odabran pozitivni broj?
Izratunajte 8, ako je: a) N = 10; b) N = 100; c) N = 1000.
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291. Odredite red velitine: a) oplo3ja kugle, b) volumena kugle, ako je polumjer
kugle r neizmjerno mala veli¢ina I-og reda. Kakvi ¢e biti redovi veliine
polumjera kugle i volumena kugle u odnosu na oploje te kugle>

292. Neka sredidnji kut o kruznog isjecka ABO (sl. 9) polumjera R tezi k nuli.
Odredite redove neizmjerno malih veli¢ina, u odnosu na neizmjerno mali «:

a) tetive AB;  b) visine CD trokuta ABD; c) povriine trokuta ABD.
293. Odredite za x—0, red veli¢ine u odnosu na x funkcija:
[)
2x
T M | 5

¢

b) '\/X'l'\/;;
c) W—\/x 3, x

d) 1—cosx; 0

e) tgx—sinx. Slika 9.

294. Dokazite da je duljina neizmjerno maiog luka kruznice konstantnog polum-
jera ekvivalentna duljini tetive.

295. Jesu li ekvivalentni neizmjerno mali odsje¢ak i neizmjerno mala polukruz-
nica, konstruirana na tom odsjedku kao promjeru?

Upotrebom teorema o kvocijentu dviju neizmjerno malih veli¢ina izracunajte :

‘ i Sin3x-sinSx arcsin ——
296, lim —— —
0 (x=x%)” 297. lim — Y1=X
0 In(l—x)
298. lim nx d 299, limw
x=11—x 220 1—cosx

N x .
300. Dokazite da su, kada x—0, velicine Py i |/ T+x—1 medusobno ekvi-

valentne. SluZeci se tim rezultatom pokazite da pri malom |x| vrijedi prib-
lizna jednadZba

«/1+xz1+§ %))

Primijenom formule (1) odredite priblizno:

2) V1,065 b) V0,97 ¢ V10; d) /120

i usporedite dobivene vrijednosti s podacima iz tablice.

3=
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301. Dokazite da za x—0 s taéno$éu do Elanova reda x* vrijede priblizne jed-
nadzbe: '

a) —~1-x;

b) \/a2+xza+2i (a>0);
a
¢) (1+x)"~1+nx (n je prirodan broj);
d) Ig(l+x) = Mx, gdje je M =lge =0,43429 ...
Polazedi od tih formula izracunajte priblizno:

L; 2) L; 3) _1_; 4) J15; 09 1,04%; 6) 0.93%; 7)1g 1,1
1,02 0,97 105

Usporedite dobivene vrijednosti s podacima iz tablica.

1

302, PokaZite, da je cijela racionalna funkcija
P(x) = apx"+ax" '+... +a, (ao#0),
kad x— 0o, neizmjerno velika veli¢ina ekvivalentna najviSem clanu-a.x".

303. Neka x—oo. Uzevéi x kao neizmjerno veliku veli¢inu prvog reda odredite
red porasta funkcija:

a) x2—100x—1000; . c) \/x+\/;;

5

b) —— d) ¥x—2x>.

x+2’

5. Neprekinutost funkcija

1°. Definicija neprekinutosti. Funkeiju f(x) nazivamo neprekinutom za x=E (ili
»u tacki £¢) ako je:
1) 1a funkcija definirana u tagki &, tj. egzistira broj f (€)s
2) egzistira konalni limes lim f(x);
X

3) taj limes jednak vrijednosti funkcije u tacki £, tj.

lim f(x) = £(&). M
Stavimo i e
X = f‘l‘Aé!
gdje A¢—~0, moZemo uvjet (1) napisati ovako:
lim Af(&) = lim [f(¢+A8H~f()] =0, 03
AE=0 AZ=0

tj. funkcija f (x) je neprekinuta u taki ¢ onda i samo onda ako u toj tatki neizmjerno malom pri-
rastu argumenta odgovara neizmjerno mali prirast funkeije.
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Ako je funkcija neprekinuta u svakoj tatki nekog podrulja (intervala, segmenta itd.),
tada se naziva neprekinutom wu tom podruu.

Primjer 1. DokaZimo da je funkcija
y = sin x
neprekinura za svaku vrijednost argumenta x.

RjeSenje. Imamo

. Ax
sin —
. . . Ax Ax "7 Ax
Ay = sin (x+Ax) — sinx = 2sin ~— cos | x+— | = -cos| x4+ — | Ax.
2 2 Ax 2
2
Buduéi da je
- Ax
S [EN—
- in ‘ Ax
lim =1 1 cos(x+—) <1,
Ax—0 Ax 2
2
to za svaki x imamo:
limAy = 0.
Ax—0

Prema tome, funkcija sin x neprekinuta'je za — oo <x< 4 oo.

2°. Tacke prekinutosti funkcije. Govorimo da funkcija f (x) ima prekinutost za vrijednost
x =x, (jli u talki x,), koja pripada podrucju definicije funkcije, ili je grani¢na za to podruéje, ako
u to) tacki nisu ispunjeni uvjeti za neprekinutost funkdcije.

Primjer 2. Funkcija f(x) = ﬁ

—x
tatki x = 1, i kako god bismo izabrali broj f (1), dopunjena funkeija f (x) ne bi bila nepre-
kinura za x = 1.

(sl. 10,a) prekinuta je za x = 1. Ta funkcija nije Vdefinirana u

Ako za funkciju f (xj postoje konalni limesi:

lim f(x) =f(x% —0) i lm f(x)=/(%+0)

x=>x,—0 >rx+0
pri cemu nisu sva tri broja f (x,), f (xo—0), f (x,+0) medusobno jednaka, onda x, nazivamo
tackom prekinutosti prve vrsti. Posebno ako je
F(xo—0) = f (% +0),
tada x, nazivamo uklonjivom talkom prekinutosts.
Da bi funkeija f (x) bila u ta&ki x, neprekinuté\ nuzno je i dovoljno da je

fxo) =S (% — 0) = f(x + 0).

.. . sinx
Primjer 3. Funkcija f(x) = l
x

s

ima prekinutost prve vrste za x —=0.

Doista je ovdje

sin x
F(+0) = lim =1
. x—=++0 X
1
F(=0)=lim 22X

x>—0 — X
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Primjer 4. Funkcija y = E (x), gdje E (x) oznalava najvece cijelo broja x (tj. E (x) je.cijell broj,
koji zadovoljava jednadzbu x — E (x) -+ g, gdje je p <g< 1), prekinura je (sl. 10,6) u svakoy
cjelobojnoj tacki: x =0, =1, +2,..., pri &emu su sve tatke prekinutosti prve vrste.

Zaista, ako je r ¢io broj, onda je E (n—0) = n—1 1 E (n+0) = n. U svim drugim ra¢kama
ra funkcija je, oligledno, neprekinuta,

Sve tacke prekinutosti funkcije koje nisu talke prekinutosti prve vrsti nazivamo
tatkama prekinutosti druge vrsti.

U tacke prekinutosti druge vrsti spadaju takoder tacke neizmjerne prekinutosti, tj. one
tacke x,, za koje je bar jedan od jednostranih limesa f (xo—0) ili f (x,+0) jednak oo (vid-

jetl primjer 2).
Y Y
|
I
} - Elx)
= =L{X,
| o4 (1-x} 2F————-=—- ..'y_.‘
| .
| 1
| .
0 1 2 3 X —Ii 0 ! 2 3 X
1
a) -1 b)

—la <
T

)

Vs

3

a

|

c)

Slika 10.

ks
Primjer 5. Funkcija y =cos — (sl. 10,c) u tacki x = 0 ima prekinutost druge vrsti jer ovdje ne po-
x
stoje oba jednostrana limesa:
- ™ - . Tr
Iim cos — 1 lim cos —.
x—+—0 x x—++0 x

3°. Svojstva neprekinutih funkcija. Pri razmatranju funkcija s obzirom na neprekinu-
tost moramo imau na umu ove teoreme:

1) Zbroj i produkt konaénog broja funkeija, koje su u nekom podruéju neprekinute, jest funk-
cija, koja je neprekinuta u tom istom podru&ju.

2) Kvocijent dviju funkcija neprekinutgh u nekom podrudu neprekinuta je funkcija za
sve vrijednosti argumenta iz tog podrudja za koje divizor nije jednak nuli.

3) Ako je funkcija f(x) neprekinuta u intervalu (a, b) pri emu je skup njenih vrijednosti
sadrZan u intervalu (A, B), a funkcija ¢ (x) neprekinuta u intervalu (4, B),ondaje sloZena
funkcija ¢ {f(x)] neprekinuta u intervalu (a, b).
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Funkcija f (x), koja je neprekinuta na odsjecku [a, b], ima ova svojstva:

1) f(x) ogradena je u [a, b] tj. postoji neki broj M takav, da je |f(x)| <M za a <x <b;-

2) f(x) ima u [a, b] najmanju 1 najvecu vrijednost;

3) f(x) poprima sve vrijednosti izmedu dvije zadane, tj. akoje f(x) =Ai f(8) = B (a <u<B <b)
i A#B, tada za bilo koji broj C izmedu A4 i B postoji barem jedna vrijednost
x=y (x<y<§B) za koju je f(»)=C.

Posebno pak ako je f(a)f(B)<0, jednadzba
f(x)=0

ima u intervalu («, 8) barem jedan realni korijen.

304. DPokazite da je funkcija y = x® neprekinuta 2a bilo koju vrijednost argu-
menta x.

305. Dokazite da je cijela racionalna funkcija
P(x)=apx"+a,x""'+.. +a,
neprekinuta za bilo koju vrijednost x.

306. Dokazite, da je razlomljena racionalna funkcija

Ty +b,

neprekinuta za sve vrijednosti x s izuzetkom onih koje pretvaraju njen naziv-
nik u nulu.

307*. Dokazite da je funkcija y = V;ncprekinuta zax = 0.
308. Dokazite da je funkcija

F(x) = Vf{x)

neprekinuta u intervalu (a, b) ako je funkcija f (x) neprekinuta i nenegativna
u tom istom intervalu.

309*, Dokazite da je funkcija y = cos x neprekinuta za svaki x.
310. Za koje vrijednosti x su neprekinute funkcije: a) tg x 1 b) ctg x?
311*. Dokazite da je funkcyja y = |x| neprekinuta. Konsrtruirajte graf te funkcije.
312, DokaZite da je apsolutna vrijednost’ neprekinute funkcije neprekinuta funk-
cija.
313. Funkcija je zadana formulama
x*—4
f(x)=1x-2
A 22 x=2.

Kako treba izabrati vrijednost funkcije 4 — f (2), da bi tako nadopunjena
funkcija f (x) bila neprekinuta za x = 2?
Konstruirajte graf funkcije y = f (x).

Za X # 2,
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314. Desna strana jednadzte

315.

316.

gubi smisao za x = 0. Kako treba izabrati vrijednost f (0) da funkcija f (x)

UVOD U ANALIZU

flx) = 1—xsi1ni
X

bude neprekinuta za x = 0?

Funkcija

gubi smisao za x=2. Je li mogude odrediti takvu vrijednost f (i), da dopunje-

1
f(x)= arctg—2

X —

na funkcija bude neprekinuta za x = 2°?

Funkcija f (x) nije definirana za x = 0. Odredite f (0) tako da f (x) bude nepre-

kinuta za x = 0 ako je zadano:

(n je prirodan broj);

a) s =41
X
l1—cosx’
b) f(x)=T;
9 10 =In(1+x)—ln(1—x);

X

Razmotrite s obzirom na neprekinutost funkcije:

317.

319.

321.

324,

326.

328.

330.

2

y = X
x—2
_NT+x-3

x*—4
a) y=sin£;

X

b) y =xsini.
X

y=ln

g =
2

T
y = +x)arctg

—X

_{xz za x<3
Y= ox41 za x>3.

P

" "318.
320.
322,

323.

325.
327.

329,

d) fx)=2=5
X
2 . 1
e) f(x)=x*sin—;
X

f) f(x)=xctgx.

_ 1+x3
1+x
x
y=—
|x]
- *
sinx
y = In(cos x).
y=arctgi.
X
1
y = ex+1
1
y= 1
1+el-x

Konstruirajte graf ove funkcije.
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331. Dokazite da je Dirichletova funkcija y(x), koja je jednaka nuli kada je x
iracionalan i jednaka 1ako je x racionalan, prekinuta za svaku vrijednost x.

Istrazite s obzirom na neprekinutost j konstruirajte grafove ovih funkeija:

332. y= lim

(x =0).
n—eo 1 +x"

-

333. y = lim (xarctg nx).

n—=>ow

334. a)y=sgnx, b)y= xsgn,  ¢)y = sgn, (sin x) gdje je funkcija sgn x
definirana formulama:

+1, ako je x>0,
sgnx = 0, ako je x=0,
—1, ako je x<O0.

335. a)y=x—E(x), b)y=xE (x), gde je E (x) najvece cijelo broja x.

336. Navedite primjer koji ¢e pokazati da zbroj dviju prekinutih funkcija moze
biti neprekinuta funkcija. :

337*. Neka je.a pravi pozitivni razlomak koji tezi k nuli (0 <a<l). Da 1i se
mozZe u jednadZbi

E(l+a)=E(l—a)+1,
koja vrijedi za sve vrijednosti velicine o, uvrstiti limes veli¢ine «?
338. Pokazite da jednadzba
x*=3x+1=0
ima u intervalu (1, 2) realni korijen. Izradunajte priblizno taj korijen.

339. Dokazite da svaki polinom P (x) neparnog stupnja ima barem jedan realni
korijen.

340. Dokazite da jednadzba
tgx =x

‘ima neizmjerno mnogo realnih korijena.
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GLAVA II

DERIVIRANJE FUNKCIJA

1. Neposredno izrafunavanje derivacija

1°. Prirast argumenta i prirast funkcije. Ako su x i x; vrijednosti argumenta x, a
y:=f () i y,=f(x,) odgovarajuée vrijednosti funkcije ¥ :f(x), onda

Ax =x,—x
nazivamo prirastom argumenta x u intervalu [x, x], a
Ay =y, -y
Ay = fx)~f(x) = f(x+Ax)—f(x) (H
prirastom funkcije ¥ u istom intervalu [x, x] (sl 11, gdje su Ax=MA i Ay=AN). Kvocijent
A
2y tga
Ax

predstavlja koeficijent smjera sekante MN grafa funckije y =/ (x) (sl. 11) i paziva se sredniom
brzinom mijenjanja funkcije y u intervalu [x, x+ Ax}).

ili

Y

Nixy,yy)

y=Fix) 4y

Ny Mixyl |
A
Ax
14 =3
T 0 X X, X

Slika 11.
Primger 1. Za funkciju
y=x>—5x+6
izealunajmo Ax i Ay, koji odgovaraju promjeni argumenta:
a)od x=1 do x=1,1;
b)od x=3 do x :2.
Rjesense. Imamo
a) Ax = 1,1 — 1= 0,1,
Ay =L —=5-1L,1+6 ~-(U*~5.1: 6)=—0,29;
b) Ax =2 -3 = —1,
Ay = —-5-2+6-3—-5-346 =0.



44 DERIVIRANJE FUNKCIJA 8!

Primjer 2. Za hiperbolu y = — nadimo koeficijent smjera sekante koja prolazi tatkamas apscisama
x

x=31 x,=10.
1 1 \ 1 7
Rjeienfe. Ovdje je Ax=10—3=7, ==, =—— 3 Ay=—0— — = ——,
e YT T YT 3T T
A 1
Prema tome je k= 2 — .
Ax 30

d - .
2°. Derivacija. Derivacijom 3y’ =d_j funkcije y =f(x) po argumentu x nazivamo limes

A
kvocijenta -Ag, kada Ax teZi k nuli, tj.
x

ako ta) limes egzistira.

Vrojednost derivacije daje koeficijent smjera tangente M7 na graf funkcije y=f(x) u
tacki x (sl. 11): : .

y =tgo.

Odredivanje derivacije 3" nazivamo deﬁviranfem funkcije. Derivacija y’ =f (x) predstavlja
brzinu mijenfanja funkcije u tacki x.

Primjer 3. Tzratunajmo derivaciju funkcije
y = x%
Rjefenje. Po formuli (1) dobivamo:
Ay = (x + Ax)? — x% = 20 Ax + (Ax)?

A A
E—— X,

Prema tome je

A
vy = lim 4 = lim (2% + Ax) = 2x.
Ax—0 AX  Ax—0

3°. Jedmostrane derivacije. Izraze

= lim LEFAOF)

. Ax- -0 Ax
1
Fl0= lim Sx+Ax)—f(x)
) * Ax— +0 Ax

nazivamo Itfjevom, odnosno desnom derivacijom funkcije f (x) u tacki x. Za egzistenciju derivacije
f"(x) puino je i dovoljno da bude

f2 () =1

Primjer 4. Izrafunajmo derivacije f—(0) i f.(0) za funkciju

@) = |x].
Rjesenje. Imamo po definiciji _
[ Ax| . 1Ax|
0= 1 = —1, (0) = lim =]
120 Ao Ax Lo Ax—>+0 Ax
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4°. Beskonaéna derivacija. Ako u nekoj taZki imamo

im LA —FC)
Ax—0 Ax

3

tada kazemo, da neprekinuta funkcija f (x) ima beskona¢nu derivaciju u tacki x. U tome je slu¢aju
tangenta na graf funkcije ¥ =f(x) okomita na os OX.

Prinjer 5. Izra¢unajmo derivaciju f’(0) za funkciju
L
y = Vx
Rjesenje. Imamo:
1

70) = lim = lim —— = o,
Ax—>0 AX Ax—>0 YV Ax2

341. IzraCunajte prirast funkcije y = x* koji odgovara promjeni argumenta:
a) od x =1 do x, = 2;
b) od x =1 do x, = 1,1;
c) od x =1 do x, = 1+4h

342, Izracunajte 4y za funkciju y = i/;, ako je:
a) x=0, Ax=0,001;
b) x=8, Ax=-9;

¢y x=a, Ax=h.

343. Zadwo za funkciju y = 2x+3 moZemo odrediti prirast Ay znajuéi samo da je
doti¢ni prirast Ax = 5, a za funkciju y = x2 to ne moZemo?

. . . A ..
344. Izracunajte prirast Ay i kvocijent A_y za funkcije:
x

1

a) y=—-— za x =1 1 Ax=04;

) y (3(:2—2)2

b) y=x/; za x=0 1 Ax =0,0001;
c) y=lgx za x=100000 1 Ax= —90000.

345. Izracunajte Ay 1A—y koji odgovaraju promjeni argumenta od ¥ na x-4Ax
X

za funkcije:
a) y=ax+b;  d) y=x;
b) y=x% e) y=2%5
c) y=i2; ) y=Inx.

X
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346.

347.
348.

349.
350.
351,
352,
353.

354.
355.

356,

DERIVIRANJE FUNKCIJA I

Izracunajte koeficijent smjera sekante parabole
v=2x—x%
ako su apscise presjecnih tacaka:
a) x, =1, x,=2;
b) x, =1, x,=09;
) x, =1, x;=1+h

Kojem limesu tezi koeficijent smjera sekante u posljednjem primjeru, ako
h—0?

Koja je srednja brzina mijenjanja funkcije y = x® u granicama | <x<4?

Zakon gibanja tacke je s = 212+ 3145, gdje je put s zadan u centimetrima,
a vrijeme ¢ u sekundama. Kolika je srednja brzina ta¢ke u vremenu ode 1=1
do r=5?

Izracunajte srednji uspon krivulje y = 2¥ u intervalu | <x <5.
Izracunajte srednji uspo&krlvuhe y = f{x) u intervalu [x, x+Ax].
Sto se razumijeva pod uspofiom krlvalje y —= f (x) u zadanoj tacki x?
Definirajte: a) srednju brzinu vrtnje, b) trenutnu brzinu vrinje.

Zagrijano tijelo smje§teno je u okolicu niZe temperature i hladi se. Sta znadi:
a) srednja brzina ohladivanja; b) brzina ohladivanja u danom trenutku?

Sta se razumijeva pod brzinom reagiranja tvari u kemijskoj reakciji?
Neka je m = f (x) masa nehomogene $ipke na dijelu [0, x). Sto se razumijeva

pod: a) sredn)om linearnom gustoc¢om $ipke na dijelu [x, x+Ax]; b) line-
arnom gustoéom $ipke u tacki x?

. . A . 1 . .
Izracunajte kvocijent A_y za funkciju y = — u tacki x =2, ako je:
X x

a) Ax=1; b) Ax=0,1; ¢c) Ax=0,01.
Kolika je derivacija y' za x=2>

357**, IzraCunajte derivaciju funkcije y ='tg x.

358.

359.
360.
361.

A
Izradunajte y’ = lim =Y 2a funkciju:

Ax—»OAx
a) y=x% o) y=1x;
- 1
by y=-3; d) y=ctgx.
X

Izracunajte f' (8), ako je f(x) = /x.
Nadite ' (0), f' (1), f'(2), akoje f(x) = x(x—1)?(x—2)

U kojim tackama se derivacija funkcije f (x) = x® brojéano podudara sa vri-
jednosc¢u same funkcije, tj. kada je f(x) = f'(x)?



2 TABLICNO DERIVIRANJE 47

362. Zakon gibanja tacke je s = 5:2, pri ¢emu je put s zadan u metrima, a vrijeme
¢ u sekundama. Izratunajte brzinu gibanja v trenutku r = 3.

363. Nadite koeficijent smjera tangente na krivulju y = 0,1 x* u tacki kojoj je
apscisa x = 2.

364. Nadite koeficijent smjera tangente na krivulju y = sin x u tacki (=; 0).
365. IzraCunajte vrijednost derivacije funkcije f(x) = —u tacki x = x, (x, 5 0).
x
366+. Koliki su koeficijenti smjerova tangenata na krivulije y = — i y = x¥ u
X

njithovu sjeci§tu? Izracunajte kut koji zatvaraju te tangente.

367+*, Pokazite da ove funkcije nemaju konaénih derivacija u zadanim tackama:
a) y=3x? u tacki x = 0:

b) y=3¥x—1 u taéki x = 1;

2kl ko 41, 42 ),

¢) y=|cosx| u tatkama x =
2. Tabliéno deriviranje

1°. Osnovna pravila deriviranja. Ako je ¢ konstanta, a « =g (x), ¥ = ¥ (x) su funkcije
koje imaju derivacije, onda je

1 (¢) =0: 5) (uvY =u'v+v'u;

) () =1; 6) (i> =122 w2 0);
v v

3) (utv) =u'+0v'; 7) (L> = _c_t: (v #£0).
v v

4y (cu) = cu’;

2°, Tablica derivacija osnovnih funkcija

Io(x") =nx""". V. (tgx) = -
cos *x
. (Vxy = i; (x>0). V1. (crgx) = —sirigx
III. (sinx)" = cos x. VII. (arcsinx) = . (Ix] < 1).
—x
IV. (cosx)' = — sinx. VIII. (arccosx) = — ! (x| < D).

Vi1-x?
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IX. (arctgx) = .
(arctg x) 1+x?

1
x2+1

X. (arcctgx) = —

XI. (@) =d"lna.

XII. (€7) = ¢&*.

XL (nx) =+ (x>0).
P
XIV. (log,x) = - = %8¢
xlna X

XV. (shx)’ = chx.

XVI. (chx) =shx.

XVII (thx) =
(thx) ch?x

1
sh?

XVIIL (cthx) = ———.
X

1

J1+x2

X1X. (Arshx) =

XX. (Archx) = (Ix|>1).

1
xP-1
XI1X. (Arthx) =1—1 (Ix]<1).

(x>0, a>0).

XXIL (Arcthx) = —%1 (x| >1).
x —

3° Pravilo deriviranja slo¥enih funkcija. Akojey=/f(u) i u= o (x) tj. y=/[p(x)], a

funkcije y i 4 imaju derivacije, tada je

Ve = Valdy (1
ili drukd&ije pisano '
dy _dy du
dx du dx

To pravilo primjenjuje se na »lanac« bilo kojega kona¢nog broja funkcija koje deriviramo.

Primjer 1. Izrac¢unajmo derivaciju funkcije

y=(x*—=3x - 3

Rjesenje. Stavivii y = u®, pri Cemu je u = x*—2x+ 3, Imat ¢emo prema (1):

Y= @ (= 2+ i = 51t (20 — 2) = 10 (x — 1) (x% — 2x 4 3,

Primjer 2. Izralunajmo derivaciju funkcije

» = sin3 4x,

Ryjelenje. Stavivsi
¥y =

dobivamo

u = sinv;

v = 4x,

y = 3u? . cosv -4 = )2sin24x cos 4x.
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Izracunajte derivacije ovih funkcija (u br. 368 do 408 ne primjenjuje se pravilo

368.

370.

372,

374.

376*,
378.

380.

382.
384.

386.

388.

390.
392.
394,

396.

deriviranja sloZenih funkcija):

A. Algebarske junkcije

i 1
y=x"—4x>+2x-3. 369. y=—— —x+x2—0.5x"
4 3
3
y=ax*+bx+c. 371. y=—5i.
a
+ ax®+b
y=arm+bm", 373, y=
a’*+b?

P 2 =N
y=T+MZ 375. y=3x—2x*+x "
2 3/ 2 a b
y=x"3x" 377, y=-—mm

3/? ij
Iy
=a+bx. 379. _ 7-.X+3 _
c+dx X*=5x+5
2 L 1+Vz

- 381, y=

B. Trigonomerrijske i arkus-funkeije
y = 5sinx+3cos x. 383. y=tgx—ctgx.

"~ sinx4cosx .
y=L 385. y=2ssint—(*—2)cos!.

sinx—cosx

y = arctg x +arcctg x. 387. y=xctgx.
. 1+ x? -
y = xarcsin x. 389, , - U*tX )azrctg x—x
C. Lksponencijalne 1 logaritamske funkcije
y=x¢ 391,y =(x—1)¢~
x 5
y== 393, y="_
x" &~
f(x) = e“cosx. 395. y = (x*-2x+2)e"
2
y = e‘arcsin x. 397, y="—.
In x

4 Demidovié: Zadaci
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3

308. y = xllnx—>, 399, v = 4 20nx— "X
3 X X
400. y =Inxlgx—Inalog,x.
D. Hiperbolne 1 area-funkcije
X2
401. y = xshx. 402, y=—-.
chx
403. y—thx—x. 204, y—2Shx
In x
405. y = arclgx— Arthx. 406. y = arcsin x Arshx.
07 y= Archx' 408, y= Arcthzx»
x 1—x

E. Slozene funkcije

Izra¢unajte derivacije ovih funkcija (u br. 409 do 466 treba uportrijebiti pravilo
deriviranja slozenih funkcija s jednim meduargumentom):

409%*. y = (1+3x—5x).
Rjesenje. Oznadimo da je [+3x—5x*=u; tada je y =u*. Dobivamo:

y;=30u”) u;=3 -10x;
Yo=30u-(3 - 10x)=30 (| + 3x —5x2)- (3— 10x).

3
410. y=(‘”+b>. M1 (y) = Qa+3by)".

c
412. y = (3+2xH*%

3 { 1
Y Seax—1)7  24(2x—1°  40(2x—1)°

414, y=\/l—x2. 415. y =3Ja+bx>

413.

416, y = (a?® —x¥)2, CoM7. y=(-2sinx)

Rjesenje.y’ =5(3—2sin x)* - (3—2sinx)’ =5(3—2sinx)* - (=2 cos x) = — 10 cos x (3—2 sinx)i.
| _

418. y=tgx——;tg3x+? tg® x. 419. y = Jetgx—Jetga.

420. y=2x+5cos’x. 421*%, x = cosec® t+sec’ 1.
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1 1 1

422, f(x)= = ————— . 423. y = - .
« 6(1—3cosx)? 3cos’x  cosx
24, y= J"M‘ 425. v =sin? x+ 13 .
S cos” x
426. y =+/1+arcsin x. 427. y= \/é-rctgx— (arcsin x)°.
1 -
428. y=- . 429. y=/xe"+x.
arctg x
430. y=3/2e"— 2"+ 1+InSx. 431. y=sin3x+cos%+tg\/x—,
Rictenje. 3/ = cos 3% - (3x)' — si x fxY | V=3 Jx_i R 1
JeSenje. y' = cos 3x - (3x)” — sin 3 (?) + C—032V; x)'= 3 cos 5 sin 5 + ——2 = cos? Va_c .
432 -y =sin(x*=Sx+ 1) +tg 2 . 433, f(x) = cos(ax+ ).
X
434. f(1) =sintsin({+¢). 435. = W.
: 1—cos2x
X 1 4 1 2
436. f(x)=actg—. 437, y= — —cos(5x”) — —cos x*.
a 20 4
438. y =arcsin2x.
Ristonie. o e 2
yesenje. y' = VTZX)Z - (2x) = Vl—_4x’
. O ' -
439. y =arcsin . 440. f(x) = arccos \/x,
X
441. y = arctg L 442, y = arcctgﬂ.
X 1—x
e 1
443. y=5¢"". 444. y=5—x2.
445. y = x*10%. 446. f(t) =tsin2".
447. y = arccose™. 448. y=In(2x+7).
449. y =lgsinx. 450. y =In(1—x%).
451. y =In’x—In(Inx). 452. y = In(e*+5sinx—4arcsin x).

453. y = arctg(Inx) + In(arctg x). 454, y=Inx+1+In(/x+1).

4%
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F. Razne funkcije

X 11

4
455%*. y = sin’® 5xcos’— 456, y = — —
3 Ax—2)? x-2
4(x=3)* 3(x=3)° 2(x-3)
x°® J2xP—2x 41
458, y=— - 459, y=YT "7
8(1—x%) X
X ' x3
460, y=— - 461, y=——"
az\/a2+x2 3Ja+x%)?
462, y— >3 2+18xf+ TR
2 7 13
[
463. =—8\3/(1+x __\/(14-‘6
4
464. y=—4 x—1 465. y=x*(a-2x")"%
3 Nx+2
466. y=("+bx),
a—bx"
467 y—-— 3 —+ 2 - ! -
5(x+2)°  (x+2)*  (x+2)°  2(x+2)
468. y— (a+x)Ja—x. 469. y = ~/(x+a)(x+b)(x+0).
470, z = Jy+Jy. 471, (1) = Qt+1)(31+2)3/31+2.
472 x=
V2ay—y?

473. y=In{1+e' =) —In(V1+e*+1).
474. y = liscos3 x(3cos? x—5).

(g x—1)(tig*x+10tg’x+ 1)

475.
3tgdx

< L.
- 476. y =tg*5x. A 477. y=—25m(x2).
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478. y = sin? (13). 479. y = 3sinxcos? x +sin’ x.
| R cosx 4

480. y=—1tg x—tgx+x. 481. y= - + —ctgx.
3 3sin*x 3

482. y = Jasin? x+fcos? x. 483. y = arcsin x” +arccos x>
1 . 2 . x2—1

484. y = —2—(arcsm X)~arccos x. 485. y = arcsin—

X

487. y= arccos x

X
N Jl—x?

488. y=Larcsin<x\/E>4 489. y a?—x*+aarcsin > .
N a a

486. y = arcsin

490. y=xJa?—x*+a’arcsin . 491. y =arcsin(1—x) + V2x—x*
a ‘
1 . 1
492. y = x——i— arcs!n\/;+? x—x2.
493. y = In(arcsin 5x). 494, y = arcsin(In x).
xsino . S'tgi +4
495. =arctg———— . 2
Y & 1—xcosa 496. y=—arctg
3 3
497. y = 3blarctg /b Y (Bb+2x)Vbx—xP.
—-x
498. y= — \/2arcctgt—gi— X. 499. y =./e™.
V2 :
500, y =" 501, Ftx) = 2ma™ + b)’.
(o sin fx— fcos fx) ™
502. F(1) = e“cos ft. 503. y= :
(1) = e“cos § o+ p?
1 .., .
504. y =I(—)e (351 3x —cos 3x). 505. y = x"a~*".
vCOSX R 1

306. y=+/cosxa 507. y = 3"%x,
508. y =In(ax?+bx+c). 509. y =In(x++/a®+x?).

510 y=x—2/x+2In(1+x). 511 y = In(a+x+2ax +x?).
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512, y=——. 513. y=lncosx_1.
In“x X
_ ;S — 13 (x—-
514+, y— in > 2)3. 515, y= =D (x=2)
(x+1) x—3
516. = — +Intgx.
Y 2sin® x £
2 -
517. y=i\/x2—az—a—ln(x+\/x2—a2).
2 2
518. y=Inln(3—2x%). 519. y = 5In®(ax+b).
x*+at+x m n, x—a
520, y=ln—. 521. y=—In(x*—a%)+~In .
\/x2+az—x 2 20 x+a
522 y—x-sin<1nx—£) 523. y= LlnigX - L COX
4) ) 2 2 2sin’x
2 2
524. f(x)= x2+1_]n1+\/7x+l‘ 525. y=inx__-%x_+_l'
x 3 x x4+l
i S| sin®
526. y = 2" 3% 4 (1 _arccos 3x)”. 527. y=3cosbry N0 AX
3 cos® bx
x
. tgz‘+2—\/3—
528. y=—In——— 529. y = arctglnx.

V3 tg%+2+ﬁ

. 1 .
530. y =Inarcsinx+ 71n2 x +arcsinIn x. 531. y = arctgin ]—

pd
V2 X 1, x—1
532. =——arctg—+ —In .
YT gﬁ 6 x+1
533. y=1Ip I+ sinx +2arctg~/sin x.

1—{sinx

2 _ .
534. y=-3—lnx2+1+ilnx 1+larctgx.
4 x*—-1 4 x+1 2

2x—1

N

535. f(x)= ;—ln(l +x) —%ln (x*—x+1) +‘—1—arctg

NG
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536. f(x) = 22X L nJ1—xA 537. y = sh®2x.
1—x
538. y = e"chfix. 539, y =th32x.
2

540. y = Insh2x. 541. y = Arsh’.

a
542. y = Archlnx. 543. y = Arth(tgx).
544. y = Arcth(secx). 545. y = Arth 2x .

I+x
) S 1 -
546. y=—(x"—1)Arthx+ —x.

2 2

1
547. y=(lx2 + —) Arshx — —x /1 +x2.
2 4 4

548. Izralunajte y’, ako je A
a) y=|x|;  b) y=x|x|.
Konstruirajte grafove funkcija y i y'.
549. Izracunajte y’, ako je
y=In|x] (x0).
550. Izratunajte f'(x), ako je

l—x za x <0,

f(X)=[ —x

e za x>0.
551. Izralunajte f'(0), ako je
f(x) = e “cos3x.

Rjeienje. f'(x) = e *(—3sin3x) — e cos3x; f(0) =e°(—3sin0) —e®cos0= —1.

552. f(x) =In(l +x)+arcsin%_ Izracunajte f'(1).

583. y = tg‘”‘n—x. Izracunajte [fi—}i] .
6 dx),_,

554. Izracunajte f,(0) i 2.(0) za funkcije:

2) f(x) = Vsin(x); d) f(x) = x*sin-, x £0; f(0) = 0;
x
2_ 2
b) j’(x):arc:sina2 xz; . e) f(x)=xsini, x#0; f(0)=0.
a +x X
x

9 fW=—"1, x#£0; JO)=0;
14+ex o
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935.

556.

557.

558.

559.

560. .

561.

562.

.563.

DERIVIRANJE FUNKCIJA

Za funkciju f (x) = ¢~ izraunajte f(0)+x f(0).

Za funkciju f(x) = |[1+x izratunajte f(3)+(x—3)f (3).
Zadane su funkcije f(x) =tgx i @ (x) = In (1 —x), inlaéunajtc J%
' ¢
e'(l

£y

Za funkcije f(x)=[—x i p(x)= [—sm; lzracuna]te

184

Dokazite da je derivacija parne funkcije neparna funkcua, a derivacija ne-

parne funkcije parna funkeija.

Dokazite da je derivacija periodi¢ne funkcije takoder periodi¢na funkcija.

Pokazite da funkcija y = xe™* zadovoljava jednadibu xy’ = (1—x)y.

x2

Pokazite da funkcija y = xe™ 2 zadovoljava jednadibu xy’ = (1 —x2)y.

Pokazite da tunkcija y=; zadovoljava jednadibu

1+x -+ Inx
xy =y(ylnx—1).

G. Logaritamska derivacija

Logaritamskom derrvacijom funkeije y = f (x) nazivamo derivaciju logaritma te funkcije, t;.

(nyy =2 L)

y fx)

Primjena prethodnog logariumiranja funkeije ponekad pojednostavnjuje izratunavanja derivacije.

Primjer.

Nadimo derivaciju sloZene eksponencijalne funkcije
Yy = uv,

ako je u=¢g (x) 1 v= (x).

Rjesenje. Logaritmiranjem dobivamo:

Iny =vlnu.
Derivirajmo obje strane posljednje jednadZbe po x
(ny) = v Inu+ v (Inwy,

ili

1 1

—y' =vInut+v—u,

y u
odakle je

v
y’=y(v’lnu+ —u’ ),
u
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ili

o
y’=uv(v’lnu+—u’).
u

564. Jzracunajte y* ako je,

1—x
y= 3x 251n x cos® x.

2
Rjesenje: Iny = 0 Inx+ In(1—x) —In(l + x?) + 3 Insinx + 2Incos x;

1 21 (=D 2x { 2 sin x
-y =—=—+ - ——Ccosx - .
y 3 x | -x [+ x? sin x cos x
dakle j ’ 2 ! x + 3ct 2
odakle je =y|l—-—— = — - ctgx — 218X
' Y Y 3x  1—x 1+4x? & &

565. Izracunajte y' ako je y = (sin x)*.
L. . 1 .
Rjesenje: Iny = xlInsinx; —y = Insinx + xcigx;
y

¥ = (sin x)* (Jn sin x + x ctg x).

[zratunajte »’ primjenom prethodnog logaritmiranja funkcije y = f (x):

NS S
(x+1)* (x+3)*

— 3 x2
568, y— |X=D 569. y=x .
x—2 x*+1

566. y = (x+1)(2x+1)(3x+1). 567

J— 9 —
570, y = (x=2) 4 571 y=- x=1
J(e=1)° (x=3)"" Jx+2) J(x+3)°
572, y=x". 573. y=x".
574, y="Yx. 575 y=x'*
576. y=x. 577. y=x""%
578. y = (cosx)"™. 579. y = (1 + l) .
X

580. y = (arctgx)™.
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3. Derivacije funkcija koje nisu eksplicitno zadane

1°, Derivacija inverzne funkeije. Ako je za funkciju y = f (x) derivacija y,’ #0, onda je
derivacija inverzne funkcije x =f"1(y)

. 1
xy =—
Y
ili
dx 1
dy dy
dx
Primjer 1. lzratunajmo derivaciju x,” ako je
y=x+Inx
. . ’ 1 x+1 R ’ X
Rjesenje. Imamo yy=1+4— = 5 prema 1ome je x, = o
x

2°. Derivacija funkcije zadane parametarski. Ako je zavisnost funkcije y i argumenta
x zadana pomodu parametra ¢

{x= e (1),
y =y(1),

tada je

ili drugim oznakama

d
Primjer 2. Izratunajmo d—y, ako je ’
x

{x=acosz,

y =asint.
S . .oodx . . dy
Rjesenje. Nalazimodaje — = —asinz i — = gcost.
de dr
Odatle je
dy acost

dx —asint
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3° Derivacija implicitne funkcije. Ako je zavisnost medu x i y zadana u implicitnom
obliku

F(X, ,V)=0; (n

. . . ’ . . v - . .
onda je za izraCunavanje derivacije y, =y’ u jednostavaijim sluajevima dovoljno:
1) izratunati derivaciju po x lijeve strane jednadzbe (1), smatrajuéi y funkcijom od x;

2) izjedna&iti tu derivaciju s nulom tj. staviti da je

d .
EF(X’ y)=0; (2

3) rijeSiti dobivenu jednadZbu po y’.
Primjer 3. Nadimo derivaciju y, ako je
2 +y®—3axy=0. . 3)
Rjesenje. Izralunavsi derivaciju lijeve strane jednadibe (3) i izjednalivsi je s nulom, dobivamo:
3x2 + 3y* — 3a(y + x») =0,
odakle je
x* —ay

ay ~ y*

’

581. Izratunajte derivaciju x, ako je ) (U.'Wm];, o'mr, 7/

1
_ 3. eyt ein . x
a) vy=3x+x7; b) y=x 2smx, ¢) y=0,ix+er.
Odredite derivaciju v’ = j—i za funkcije y, zadane parametarski:
1
=211 T
582. {x T 583. s
y="r. ‘ y=<t_> ,
t+1/
x =22 » Lo dat
1+t 1+13’
584. 585. 5
_a(l-1?) y= 3at
YTTe 140
. x=+t*+1,
x=\/t, .
586. { 2/—-— 587. —1
y=J/t y=—.
[ Vi1
x = a(cost+1sinl), x =acos’t,
588, { (c ‘ 589. { 2
y=a(sint—tcost). = bsin“t.
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‘= 0s” t
= 3 cole‘
590 {x a c.os3 { 591
y=bsin" 1 sin31

X = arccos ,
Vi4r? fx=e,
592, / 593. ly=e”
y = arcsin . .
[+1?

{ .
x = a(lntg—+ cost—smt>, )
594. 2
y=a(sint+cost).

595. Treba izracunati dy pri t=2£, ako je

dx
{x =a(t—sint),
y=a(l—cost).
. s
. sin —
. . dy asin ¢ sin ¢ . dy 2
Ryesenje. — = = — = =1
dx  a(l —cosr) 1 —cost (dx) - T
21— cos —
2
dv x=tInt,
596. Izracunajte Y oza = 1, ako je Int
dx y=—.
14
. d n . I x=¢écost,
597. [Izracunajte Y za | = —, ako je { .
dx 4 y=eésint

598. Dokazite da funkcija y, zadana parametarski jednadzbama
{x =2t 431,
y =142

zadovoljava jednadzbu

2 3
()
dx dx

599. Za x = 2 vrijedi jednadzba

11



3 DERIVACIJE FUNKCIJA KOJE NISU EKSPLICITNO ZADANE 61
Da li odatle slijed) da je
() = (2x)
zax = 27?
600. Nekaje y=/a>—x% Moze li se ¢lan po ¢lan derivirati jédnadzba
4 y?=a”?
. . . , dy . e .
Izracunajte derivaciju y = d— implicitnih funkcija y:
x
2 2
601. 2x—-5y+10=0. 602. ?+F=1,
603. x*+)’=a’. 604. x4+ x’y4y?=0.
605. /x+y=a. 606. x4y =¥a2
x—
607. > =2 608. y—03siny = x.
X+y )
609. acos’(x+y)=bh. 610. tgy = xy.
X
611. xy = arctg—. - 612, arctg(x+y) = x.
- y
. oy
613. &' = x+y. 614. Inx+e x =c.
1
615. Iny+i =c. 616. arctgl = —In(x*+y?).
y x 2
617. [i? 4% = carctg 618. = )~
! X
619. Nadite v’ u racki M (1; 1), ako je
2y = L+xy°.
Rjefenje:  Deriviranjem dobivamo 2y" = »® + 3 xy?y’. Stavivii x = ) 1 y = 1, dobivamo
2y =14 3y’,a odatle je y' = — |
620. Izracunajte derivacije y' zadanih funkcija y u navedenim ta¢kama:

a) (x+y)?=27(x—y) za x=2 i y=1;

by ye!=e*"' za x=01 y=1;

o) yr=x+lnd za x=11i y=1.
X
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4. Primjena derivacija u geometriji i mehanici

1°, Jednadibe tamgente i normale. Iz geometrijskog smista derivacije slijedi da ¢ée
Jednadiba angente na krivulju y =/ (x) ili F(x, y)=0 u tacki M (x,, ¥,) biti

Y=o = yo(x—xo),

pri &emu je y, vrijednost derivacije 3’ u tadki M (xg, ¥o). Pravac koji prolazi diralitem i okomit je
na tangentu nazivamo normalom na krivulju. Za normalu dobivamo jednadibu

X—Xo+yo(y—yo) =0.

2°, Kut medu krivuljama. Pod kutom medu krivuljama
y=fi(%)
y=1(x)

u njihovoj zajednickoj taCki M, (xy, ¥,) (sl. 12) razumijevamo kut w medu njihovim tangentama
MeA 1 M,B u tacki M,.

Poznatomn formulom iz analititke geometrije dobivamo:
_ 3 (x0) = f1(x0)
1411 (x0) " f2 (x0)

tgw

Slika 12. Slika 13.

3° Duljina tangente i normale kada je krivulja zadana u pravokutnom koordi-
natnom sistemu. Tangentu i normalu odreduju ova etiri odsjecka (sl. 13):
t = TM wv. duljina tangenye,
S, = TK suptangenta,
n = NM duljina normale,
S, = KN subnormala.

Kako je KM =|y,| i tgp=y,"s to je

t=TM = | 2201400 [i n=NM =y, J1+00) ;
Yo

§$,=TK = y—lo; Sn=|y0y6|'
Yo
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4°. Duljina tangente i normale kada je krivulja zadama u polarnim koordina-
tama. Ako je krivulja zadana u polarnim koordinatama jednadibom r=f(9), tada kut wx koji
¢ine tangenta M1 i polarni radijus r = OM (sl. 14) odredujemo ovom formulom:

d r
tgu = r—q) =
dr r
Tangenta MT i normala MN u ta¢ki M zajedno s polarnim radijusom diralita i okomicom na po-
larni radijus, povuc¢enim kroz pol O, odreduju ova etiri odsjeéka (vidi sl. 14):

t = MT dulpina polarne tangente,

n = MN duljyina polarne normale,

S; = OT polarna suprangenta,

S, = ON polarna subnormala.

135°
45°

X 0 ?' I\X

Slika 14. Slika 15.

Ti odsjeéc izraZeni su ovim formulama:

1= MT=—Jrr+(); S,=0T="—;
G 7
n=MN=r’+(r')?; S, =ON =1r].

621. Kakve kutove ¢ zatvaraju s osi OX tangente na krivuljuy = x—x2 u tatkama
s apscisama: a)x = 0; b)x = —2-; Ax=12?
Rjes'enje:‘s Imamo 3" = f — 2x. Odatle je: a) tgg=1, ¢ =45°; b)ige =0, p =0°%
Q) go= —1, ¢ =135 (sl 15).

622, Pod kojim kutovima sinusoide y = sinx i1 3y = sin 2x sijeku os apscisa u
ishodi§tu koordinatnog sistema?

623. Pod kojim kutom tangentoida y = tg x sijeCe os apscisa u ishodistu koordi-
natnog sistema.

624. Pod kojim kutom krivulja y = ¢%5% sijeCe pravac x = 2°?

625. Nadite tatke u kojima su tangente na krivulju y = 3x*+4x3—12x2420
paralelne s osi apscisa.
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626. U kojoj 1acki je tangenta na parabolu

y=x>=Tx+3

paralelna s pravcem S5x-l-y—3 = 0?

627. Nadite jednadzbu ‘parabole y—x%--bx+c koja u tacki (I; 1) tangira pra-
vac x = y.

628. Odredite koeficijent smjera tangente na krivulju

tacki (13 2).

629. U Kkojoj je tacki krivulje y? = 2x® tangenta okomita na pravac

630. Napisite jednadzbu tangente 1 normale na parabolu

dx—3y+2=0?

y=+x

u tacki s apscisom x = 4.

1
Rjesenje: Imamo y’ =—3=; odartle je koeficijent smjera tangente k=[y'],—, =
2%

k4 yi—xy—7 =0 u

T -

Buduéi da . diralidte ima koordinate x =4, v =2, jednadzba tangente je

1
y—2= Z(x—4)) ili x—4y+4=0.

Iz uvjeta okomitosti koeficijent smjera normale je

odakle je jednadiba normale

ko= — 4,

y—2=—4(x—4), ili

4x+y—18=0.

631. Napisite jednadzbu tangente i normale na krivulju y = x*4-2x2—4x -3
u tacki (—2; 3).

632, Nadite jednadzbu tangente i normale na krivulju

u tacki (1; 0).

633.  Odredite jednadzbe tangente i normale na krivulje u zadanim tatkama:

a) y = tg'2x u ishodi$tu koordinatnog sistema;

b) v

<y

arcsin u sjecidtu s osi OX;

arccos 3x u sjeci$tu s osi OY;

d) y = In x u sjecidtu s osi OX;

e) y = e'™* u sjecidtima s pravce =1
y= jecidtl pravcem y .

634. Napisite jednadzbe tangente i normale u tacki (2; 2) na krivulju

_I+t
X—T,
)= 3 1

22 2t



635.

636.

637.
638.

639.

640+,

641.

642.

643.
644.

645.

646.

647,

648.
649.

650.

651,
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Napisite jednadzbe tangente na krivulju

x =tcost, y=tsint

u ishodistu koordinatnog sistema i u ta¢ki z = — .
4

Napisite jednadzbe rtangente i normale na krivulju x343242x—6 =0
u tacki kojoj je ordinata y = 3.

Napisite jednadzbu tangente na krivulju x®*+3®—2xy = 0 u taéki (l; 1).

Napisite jednadzbe tangenata i normala na krivulju y = (x— 1) (x— 2) (x— 3)
u sjeci§tima krivulje s osi apscisa.

Napisite jednadzbe tangente i normale na krivulju
y* =4x*+6xy u tacki (1; 2).

Pokazite da diralidte tangente na hiperbolu xy = a? raspolavlja odsjecak te
tangente medu koordinatnim osima.

Pokazite da odsjetak tangente na astroidu x23-4-y2/3 = 23 medu koordi-
natnim osima ima stalnu veliéinu i 1znosi a.

PokaZite da su normale na evolventu kruznice
x =a(costi+tsint), y=a(sint—1cost)
tangente na kruznicu x*4-% = a2
Nadite kut pod kojim se sijeku parabole y = (x—2)2 { y = —4+6x—x%
Pod kojim kutom se sijeku parabole y = x* i y = x??

Pokazite da se krivulje y=4x?42x—8 i y=x3- x4-10 tangiraju u tacki
(3; 34). Hoce 1i 10 biti i u tatki (—2; 4)?

Pokazite da se hiperbole
xy=a’ i x*—y’=0b? sijeku pod pravim kutom.

Zadana je parabola y* = 4x. Izratunajte duljinu tangente, normale, suptan-
gente i subnormale u tacki (1; 2).

Nadite suptangentu krivulje ¥y = 2* u nekoj njeno) tacki.

Pokazite da je za istostranu hiperbolu x?—3% = @* duljina normale u nekoj
tacki jednaka polarnom radijusu te tacke.

Pokazite da je subnormala hiperbole x2—3? = a? u nekoj njenoj tacki jed-
naka apscisi te tacke.
.. . 2 2 . )
Pokazite da su suptangente elipse = + E = 1 i kruZnice x*+3y*=a®u
a
tackama jednakih apscisa medusobno jednake. Kakav nalin konstruiranja
tangente na elipsu iz toga proistice?

5 Demidovi&: Zadaci
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657.

658.
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Nadite duljinu tangente, normale, supstangente i subnormale za cikloidu

[x = a(t—sint),

y=a(l—cost)

u nekoj tacki ¢ = 1,

Nadite kut medu tangentom i polarnim radijusom dirali§ta za logaritamsku
spiralu

&
r=ae"

Nadite kut medu tangentom i polarnim radijusom diraliSta za lemniskatu
r? = a? cos 2. ‘

Nadite duljinu polarne tangente, normale, suptangente i subnormale, a ta-
koder i kut medu tangentom i polarnim radijusom dirali§ta za Arhimedovu
spiralu

r=ag

u tacki s polarnim kutom ¢ = 2.

Nadite duljinu polarne suptangente, polarne subnormale, polarne tangente i
normale, a takoder kut medu tangentom i polarnim radijusom za hiperbolnu

. a .. A
spiralu » = — u po volji odabranoj tacki ¢ = @y; 7 = r,.

Zakon gibanja talke po osi OX je:
x=31—1.

Nadite brzinu gibanja tac¢ke u ovim trenucima: ¢, =0, 7, =1 i ,=2
(x je zadan u centimetrima, ¢ u sekundama).

Duz osi OX gibaju se dvije tatke p;) zakonima gibanja

x=100+5¢ i x=%!2,

pri &emu je ¢ =0.
Kojom se brzinom medusobno udaljuju te taéke u trenutku susreta (x je za-
dan u centimetrima, ¢ u sekundama)?

Krajevi duzine 4B = 5m klizu po medusobno okomitim pravcima OX i
OY (sl. 16). Brzina gibanja kraja A iznosi 2 m/s. Kakva je brzina gibanja
kraja B u onom trenutku, kada je kraj 4 udaljen od ishodista koordinatnog
sistema za OA4 = 3 m?

Zakon gibanja materijalne tacke, bacene u vertikalnoj ravnini XOY (sl. 17)
pod kutom e prema horizontali s poetnom brzinom 2, dan je formulama
(zanemaren je otpor uzduha)

R g12
X = pglCOSa, y=vpptsSine — >

pri ¢emu je ¢ vrijeme, a g ubrzanje sile teZe.
Nadite stazu gibanja i domet. Odredite takoder brzinu i smjer gibanja.
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Tacka se giba po hiperboli y = 10 tako da njena apscisa x raste jednoliko
X

brzinom od 1 jedinice u sekundi. Kojom brzinom se mijenja njena ordinata
kada tacka prolazi kroz polozaj (55 2)?

U kojoj 1acki parabole y* = 18x ordinata raste dvostruko brze od apscise?

Jedna strana pravokutnika ima konstantnu veli¢inu a = 10 cm,  a druga b
raste konstantnom brzinom 4 cm/s. Kojom brzinom rastu dijagonala i po-
vrsina tog pravokutnika u trenutku kada je 4 = 30 cm?

Polumjer kugle povecava se jednoliko brzinom od 5 cm/s. S kojom se brzinom
povecava povrdina kugline plohe i volumen kugle u trenutku kada polumjer
postaneé jednak 50 cm?

Tacka se giba po Arhimedovoj spirali t=a¢ (a = 10 cm) tako da je kutna
brzina rotacije njenog polarnog radijusa konstantna i iznosi 6° u sekundi.
Odredite brzinu povedavanja polarnog radijusa r u trenutku kada je r=25 cm.

0 3 A X 0 A X

Slika 16. Slika 17.

Nehomogena Sipka AB dugacka je 12 cm. Masa njenog dijela AM raste pro-
porcionalno kvadratu udaljenosti pomi¢ne tatke M od kraja A4 i iznosi 10 g
pri AM = 2 cm. Nadite masu citave Sipke 4B i linearnu gustoéu u nekoj
njenoj tacki M. Kolika je linearna gustoca $ipke u takama A i B?

5. Derivacije viSeg reda

1°. Definicija derivacija viSeg reda. Derivacijom drugog reda ili drugom derivacijom

funkcije y =f (x) nazivamo derivaciju derivacije, tj.

5«

N7
O
Drugu derivaciju oznacavamo sa
2

dy, il f(x).

dx?

¥y il
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d2x
Ako je x=f(¢) zakon pravocrinog gibanja tacke, tada je an ubrzanje tog gibanja.
. 2

Opéenito, derivacijom n-tog reda funkcije y =f(x) nazivamo derivaciju derivacije reda
(n—1). Za n-tu derivaciju upotrebljavamo oznaku

dn
M i Y , il f™Mx,
X"

Primjer 1. Nadimo drugu derivaciju funkcije

y=In(l — x).

— 1 —1Y 1
Rjesenje. ) o= : o — .
Jesen 2 ’ Y (1 —x) (1 —x)2

2°, Leibnizova formula. Ako funkcije # = ¢ (x) 1 v =4 (x) imaju derivacije do ukljucivo
ri-tog reda, tada nam za racunanje n-te derivacije produkia moZe posluZiti Leibnizova formula

n (n _l)u(n—2)v//
1-2

(uo)™ = uPp4+nu" D + +. 4w,

3°. Derivacije viSeg reda parametarski zadanih funkcija. Ako je
[ x =o(1),
y=y @,

) L . dy ., dYy
onda derivacije y, = —, yyy =

3 T moZemo redom izratunatl po formulama
x x
, , o o
’ Ye ’’ N (yx)ls 7 (yx )1 :
Y= yxx=(yx)x=_;s yxx-x= _:x id.
X, X, - X,
Za derivaciju drugog reda vazi formula
Yo = XY= Xu s
xx — 3
(x;)
Primjer 2. Nadimo y”’ ako je
Xx = acosi,
y =bsint.
Rjefenje. Imamo
, (bsing, b-cost b
= = = — —cig!
(acost),” —asint &
; .
b ’ b —1
— —ctgt —_—— =
a . a si?r’ b

y = = A = N
(acos )’ — asin¢ a?sin®z
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A. Derivacije viseg reda eksplicitno zadanth funkcija

Nadite druge derivacije ovih funkcija:

667.
669,

671.

673.

675.

676.

677.

678.

679.
680.
681.
682.
683.

684.

685.

686.

687.

Nadite f(0), /'(0), /" (0) i /"' (0), ako je

y=x3+7x*~5x+4. 668. y =e*.

y = sin’x. 670. y =1n3/1+x2

y=1In (x+\/mz). 672. f(x)=(1+x? ar-ctgx.

y = (arcsin x)% A 674. y=a ch%.

Pokazite da funkcija y = —x2—|-2x+2 zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
Ly =29y, ?

Pokazite da funkcija y =-;—x2ex zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
Y=ty =

Pokazite da funkcija y = C;e™*+Cype™® za bilo koje konstante C, i C,
zadovoljava jednadzbu v'' +3y' 42y = 0.

PokaZite da funkcija y = e?* sin 5x zadovoljava jednadzbu

y'—4y" 429y = 0.

Nadite yV’ ako je y = x3—5x24+7x—2. y
Nadite f*" (3) ako je f (x) = (2x —23)°.

Nadite y¥ funkcije y = In (1 +x). . :H
Nadirte y¥! funkcije y = sin 2x. . i
Pokazite da funkcija y = e~ cos x . 0 My My X
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

YW+4y = 0.

X : Slika 18.
S(x) = ¢"sinx.

Jednadzba gibanja tacke po osi OX je  x = 100+ 50,001 1>.
Izratunajte brzinu i ubrzanje tacke u trenucima r, = 0; 1, = 1; ¢, = 10.

Po kruznici x2+y* = a® giba se tatka M konstantnom kutnom brzinom w.
Nadite zakon gibanja njene projekcije M; na os OX, ako u trenutku : = 0
tatka ima polozaj M, (a, 0) (sl. 18). IzraCunajte brzinu i ubrzanje tacke M,.
Kolika je brzina i ubrzanje tacke M, u pogetnom trenutku i u trenutku
prolaza kroz ishodiste koordinatnog sistema?
Koje su maksimalne vrijednosti apsolutne veli¢ine brzine i apsolutne
veli¢ine ubrzanja tatke M,?

Nadite derivaciju n-tog reda funkcije y = (ax+5b)" (n je prirodan broj).
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688. Nadite derivacije n-tog reda funkcija:

a) y= ! ; b) y=x.

1—x

689. Nadite n-tu derivaciju funkcija:

) 1

a) y =sin x; e) y=——:
1+x

b) y =cos 2x; f) y=1+x;
1—x

) y=e - g) » = sin’x;

d) y=In(1+x); h) y=In(ax+b).

690. Primjenom Leibnizove formule nadite y™, ako je:

a) y =xe’; d)y=1+x;
JIx

b) y =x’e”

¢) y=(1-x")cosx; e) y=x’lnx.

691. Nadite f™(0), ako je f(x) = In
—X

B. Derivacije viseg reda funkcija zadanih parametarski, odposno implicitno
2

. d . ..
Izracunajte Y ovih funkeija:
dx?

x =Int, x = arctgt, x = arcsin?,

y=In(1+1%); y=\/1.—tz.

.

= =a(t—sint
693. 2) X = acost, 9 Jx a(t—sint),

y =asint; ly:a(l—cost);

y =asin’t; ly:a(cost+tsin1).
X

x = arctgt,
2 695. a) {y:%tz;

694. 2)

b) {x:acos:‘t, " jx=a(sint—rcosx),

x=e 9, {x=1nt,
= ™ 1
y=e" b) y=—.

1—t
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2 : — o
696. Izracunajte -d—x, ako je {x e oSt
dy? y =e¢'sin .
d2 = 14¢2),
697. Izraéunajte—y za t =0, ako je [x In (1425
dx? y =1
698. DPokazite da v kao funkcija od x, definirana jednadzbama x = sin I3
_\'=ae'V?+be"V2_, za bilo koje konstante a i b, zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu
2
1= Wy
dx dx
43
Nadite 3" = Y ovih funkcija:
dx?®
~t
— = L.
699, [x sect, 700, {x e_‘cF)s
y=tgtL y=e sint.
=e! Sdy o =Int
701. {" ¢ 702. Treba naci 90, ako je {x b
y=r. dx" =1"

703. Poznavajuci funkeiju v = f (x) izradunajte derivacije
cije x = f71(y).

704. Izracunajte y”, ako je x24v? = |.
Rjesenje: Na osnovu pravila deriviranja sloZenih funkcija imamo
R x\ y—xy’ PR . )
V== 1y =—|—=| = — ~—- Supstituirajuéi umjesto  y
3 ) Y /x Y
nost, konaéno dobivamo:
y: 4+ x2 t
= - e = — ; .

x", x'’" inverzne funk-

2x + 23y’ = 0; odatle je

njenu vrijed-

Odredite derivacije y’ ovih funkcija y = f (x), zadanih implicitno:

X2 yZ
705. y* = 2px. 706. -+ ? =1. 707. y = x+arctg y.
a
dQ 2
708. Na temelju jednadbe v=x-+Iny nadite -2 ; X
dx? dy?

709. Nadite ¥ u tacki (1; 1), ako je

710. Nadite v’ u tacki (0; 1), ako je ~ x*—xy+y*=1.

711. a) Funkcija y zadana je implicitno jednadZbom

x*42xy+y*—4x+2y—2=0.
dS
2w racki (15 1).
x3

Nadite

d3y
b) Nadite —=—, ako je x2414% = 42.
) 0 j v

X2+ 5xy+ 2 —2x+y—6=0.
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6. Diferencijali prvog i viSeg reda

1°. Diferencijal prvog reda. Diferencijalom (prvog reda) funkcije y=f(x) nazivamo
glavni dio njenog prirasta koji je linearan s obzirom na prirast Ax = dx nezavisne varijable x.
Diferencijal funkcije jednak je produktu njene derivacije s diferencijalom nezavisne varijable

Y dy = y'dx.
Odatle je
,_dy
y = Az

Ako je MN luk grafa funkcije y =/ (x) (sl. 19),
MT tangenta u taki M (x, ¥) 1 '

PQ = Ax = dx,

onda je prirast ordinate tangente

AT =dy
Slika 19. i odsjecak
AN = Ay.
Primjer 1. Nadimo prirast 1 diferencijal funkcije y = 3x*—x.
RjeSenje. Proi nadin:
Ay =3(x+ Ax)? — (x + Ax) — 3x2 + x
ili
Ay = (6x - 1)Ax + 3 (Ax)2
Slijedi da je
dy = (6x — 1) Ax = (6x — 1) dx.
Drugi naéin:
v =6x—1; dy=3 dx= (6x — |)dx.

Primjer 2. Izraunajmo Ay i dy funkcije y =3x*—x kada je x=1 i Ax=0,01.
Rjesenje.
Ay = (6x~1) - Ax + 3 (Ax)2 = 5. 0,0l + 3 -(0,01)2 = 0,0503

dy = (6x — 1)Ax =5 - 0,01 = 0,0500.
2°. Osnovna svojstva diferencijala:
1) de =0, gdje je ¢ = const.
2) dx = Ax, gdje je x nezavisna varijabla.
3) d(cu) = cdu.
4) d(u+v) = du+do.
S) d(uv) = udv+vdu.
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6) d(ﬁ) - ”d_”__z_’ﬂ (v # 0).

v v

7y df (u) = ' (u)du.
3°. Primjena diferencijala u pribliZnim radunima. Ako je prirast Ax argumenta
x malen po apsolutnoj vrijednosti, tada su diferencijal dy funkcije y =/ (x) i prirast Ay funkcije
priblizno jednaki

Ay 'z dy,
Jx+Ax) — f(x) = [ (x) Ax,
Jx+Ax) =~ f(x) + f(x)Ax. (1)

Primjer 3. Koliko se priblizno promijenila stranica kvadrata ako se njegova povriina poveéala od
9 m? na 9,1 m?22.

1.

odakle je

Rjesenje. Ako je x povrSina kvadrata a y njegova stranica, tada je
y=x.
Prema uvjetima zadatka imamo; x=9; Ax=0,].

Prirast Ay stranice kvadrata izradunamo priblizno:

1
Ay~dy=y'Ax= —- 0, =0,06m.
29

4°. Diferencijali viSeg reda. Diferencijalom drugog reda nazivamo diferencijat diferencijala
prvog reda:

d’y = d(dy).

Analogno se definiraju diferencijali treéeg itd. reda.
Ako je y —f(x), a x nezavisna varijabla, onda je

d%y = P (dw’,
&y =y (dx),

d"y — y(n) (dx)"
Ako je y=f(u) pri Cemu je u=g (x), onda je
d’y =y (du)’ +y' d*u,
d*y =y (du)® + 3y du - d*u+y d*u
itd. (Ovdje crticama oznacavamo deriviranje po u).

712, Nadite prirast Ay i diferencijal dy funkcije y = 5x4-x%* za x=2 |
Ax = 0,001. -

713. Ne izracunavii derivaciju nadite d(1—x%) za x=1 i Ax= — ;_
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714. Povrdina kvadrata S sa stranicom x izraZena je formulom S = x2. Nadite
prirast i diferencijal te funkcije i razjasnite geometrijsko znalenje diferen-
cijala.

715. Dajte geometrijsku interpretaciju prirasta i diferencijala ovih funkcija:
a) povrdina kruga S = #x?; b) volumen kocke 2 = x3.

716. Pokazite da je za Ax—0 prfrast funkcije y = 2%, koji odgovara prirastu
x za Ax, za svaki x ekvivalentan izrazu 2*Ax In 2.

717. Za koju vrijednost x diferencijal funkcije y = x? nije ekvivalentan prirastu
te funkcije kada Ax—0?

718. Ima li funkcija y = |x| diferencijal za x = 0?
719. DPosluZivsi se derivacijom nadite diferencijal funkcije
y=1c0s x za x=_ Ax = &
6 36
720. Nadite diferencijal funkcije

y= 2 za x=9 i Ax= —00l
NES
721, IzraCunajte diferencijal funkcije

y=fgx 78 x=2 i Ax=__,
3 180

Nadite diferencijale ovih funkcija za po volji odabrane vrijednosti argumenta i nje-
gova prirasta:

722, p=-L. 723, yp=—.
x™ 1—x
724. y = arcsin > . 725, y= arctgi .
a a
726. y=e"". 727. y=xInx—x.
728,y = I 720
- V=1 1% . r =ctgge+cosece.

730. s = arccge’.
731. Nadite dy, ako je x> +2xy—yp° = a’.

Rjesenje. Koriste¢i invarijantnost oblika diferencijala dobivamo

2xdx+2(y dx+xdy) —2ydy= 0.
QOdatle je
dy= - T4
X —3
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Nadite diferencijale ovih funkcija zadanih implicitno:

732 (x+y)(2x+y)° =1 733, y=e .
734. In</x?+y? =arctg 7.
X

735." Nadite dy u tacki (1; 2), ako je y>—y = 6x2
736. Nadite pribliznu vrijednost od sin 31°.

T b

Rjesenje. Uz pretpostavku da je x =arc 30° -3 i Ax=arc1°= 80’ iz formule (1) (vidi 3°)
T . " o H o T o __ 3 —
imamo sin 31° ~ sin 30° 4 136 cos 30° = 0,500 + 0,017 _tz = 0,515.

737. Zamijenjujuli prirast funkcije diferencijalom, priblizno izracunajte:

a) cos61°; c) e
b) tgd4°; d) 1g0,9; e) arctg1,05.

738. Za koliko se priblizno pove¢a volumen kugle, ako se njen polumjer
R = 15 cm produlji za 2 mm?

739.  Izvedite pribliznu formulu (za |Ax| malo u usporedbi sa x)

\/ X+ Ax =~ \/; + Ax
2/x
i pomocu nje nadite priblizne vrijednosti za V?; 1/]‘7 l/76; |/ 640.
740. Izvedite pribliznu formulu
3 ' Ax
x4+Ax ~ 3 x+
Viracs e 02
i nadite priblizne vrijednosti za }/10, /70, 3/200.
741. Nadite pribliZzne vrijednosti funkcija:

a) y=x"—4x*+5x+3 za x=1,03; c) f(x)=3/i_x za x =0,1;
+Xx

by f(x)=VIi+x za x=02; d) y=e!™* za x = 1,05.
742. Nadite pribliZzne vrijednosti od tg 45°3'20".

743. Izracunajte priblizno arcsin 0,54. 744. Izracunajee priblizno 4/17.
: E
745. DPokazire, na osnovu formule Ohmova zakona J — = da se mala pro-

mjena jakosti struje uvjetovana malom promjenom otpora moze nadi prib-
blizno po formuli

Al = L AR.
R
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746. Pokazite da relativna pogreska od ]9/, pri odredivanju duljine polumjera
povlaci relativnu pogresku od priblizno 2°/, pri racunanju povriine kruga i
oplo§ja kugle.

747. Izracunajte d?y ako je y = cos 5x.
Rjesenje. d?y=y” (dx)?= —25 cos 5 x(dx)2.

C748. u=<1-x? treba naé¢i d2u. 749. y = arccos x. treba nadi d?y.
) ,. 3" lnx .. 2
750. y =sinxInx, treba nadi d*y. 751. z=—— treba nadi d°z.
. x
4
752. z = x%e”*, treba nadi d3z. ‘753, z = , lreba nadi d*z.

754. u

3sin(2x+5), treba naéi d"u.

755. y = e " “"sin(xsina), treba nadi d"y.

7. Teoremi srednje vrijednosti

1°. Rolleov teorem. Ako funkcija f(x), neprekinuta u intervalu a <x <b, ima derivaciju
. . . . p
f’(x) u svakoj talki unutar tog intervala i

f(a) = f(b),

tada za argument x postoji najmanje jedna vrijednost ¢, gdje je a<£<b, rakva da je

f'@=0.

2°. Lagrangeov teorem. Ako je funkcija f(x) neprekinuta u intervalu a <x <b i ima
derivaciju u svakoj talki unutar tog intervala, tada je

f(b) —f(a)=(b—a)f'(§), edicjea<t<b.

3°. Cauchyjev teorem. Ako su funkcije f(x) i F(x) neprekinute u intervalu a <y <b i
za a<x<b imaju derivacije koje nisu istodobno nula, pri &emu je F (6)#F (a), onda je

fb) = f(a) _ (&
F(b) = F(a)  F(&)

756. Pokazimo da funkcija f(x) = x—=x® u intervalima —1<x<0 i 0<x<I
zadovoljava uvjete Rolleova teorema. Nadimo' odgovarajuce vrijednosti ¢.

, gdie je a<E<b.

Rjesenje. Funkcija f (x) neprekinura je i derivabilna za sve vrijednosti x; pored toga f (— )= f(0) =
= f(})=0. Prema tome je Rolleov teorem primjen)jiv u intervalima ~ | <x <0 i 0 <x <I.
Da nademo broj £, tvorimo jednadibu: f'(x)=1—23x*=0.

Odatle je ¢, = — /%; £ = |/% pri emu je —|<£,<0; O<£,<1.

757. Funkcija f (x) = i/(—.x_—2)2 na krajevima intervala {0, 4] ima jednake vri-
jednosti  f(0) = f(4) = 4.
Da li je na tu funkciju primjenljiv Rolleov teorem u intervalu [0, 4]?

'758. Da li su ispunjeni uvjeti Rolleova teorema za funkciju f(x) = tgx

u intervalu [0, »]? \
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759. Neka je f(x) = x(x+1)(x+2)(x+3).
Pokazite da jednadzba f'(x) =0 ima tri realna korijena.

760. Jednadzba e*=1-+x ocigledno ima korijen x = 0.
Pokazite da 1a jednadzba ne moze imati drugog realnog korijena.

761. Provijerite da su ispunjeni uvjeti Lagrangeova teorema za funkciju

f(x)=x-x3

u intervalu [—2, 1] i nadite odgovarajuéu meduvrijednost ¢.

Rjesenje. Funkcija f (x) = x— x® neprekinuta je i derivabilna za sve vrijednosti x, pri ¢emu je f/ (x) =
= | —3x% Odatle po Lagrangeovoj formuliimamo f (1) —f(—2)=0—6=[1—(—=2)]/(§),
1. f/(§) = —2. Prema tome je [ —3¢2= —21 {= 4 1; odgovara samo vrijednost &€ = — |
za koju vrjjedi nejednadiba —2<é<1.

762. Provijerite da su ispunjeni uvjetl Lagrangeova teorema i nadite odgovarajucu
medutaéku £ za funkciju f (x) = x*3 u intervalu [—1, 1].

763. Za odsjecak parabole y = x? zatvoren medu tackama A4 (1; 1) i B(3; 9),
nadite tacku u kojoj je tangenta paralelna s tetivom AB.

764. Primjenom Lagrangeova teorema dokazite formulu

sin(x+h) —sinx = hcos¢,
gdje je x<<é<x+h.

765. a) Za funkcije f(x) = x*+2 i F(x) = ¥*—I1 provjerite da su ispunjeni
uvjeti Cauhyjeva teorema u intervalu [1, 2] i nadite ¢;

byistoza f(x) =sinx 1 F(x) = cos x u intervalu |0, %] .

8. Taylorova formula

Ako je funkcija f(x) neprekinuta i ima neprekinute derivacije do ukljuéivo (n— 1)-tog
reda u intervalu g <x <b (ili b <x <a), i ako u svakoj tafki unutar tog intervala postoji konaéna
derjvacija f0 (x), onda u tome intervalu vrijedi Taylorova formula.

2 3
1) =10 + (x—a @+ S @ CT D 4
(in—a)l)l f("'”<>+( Do),

gdieje E=a+08(x—a) 1 O0<b<].
Napose za a=0 1mamo (Maclaurinova formnula):

n=1

(n—1)!

. 2
J(x) = f(0) + xf'(0) +% 7O+ + 700 + f‘") (92

gdje je E=0x, 0 <0 < L.
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' 766. Polinom f(x) = x3—2x243x+5 razvijte po cijelim pozitivnim poten-
cijama binoma x—2.

Rjesenje.  f'(x)=3x>* —4x +3; ["()=6x—4; [ (x)=6; [N =0 za n>4.
Odatle je  f(y=11; f/2)=7; f°(D=8; f*(2)=6.
Prema ctome je,

— oy Y
(x 2).8+(x 2).6

B2 L35 =1+ (x—2).7+ 5 T

ili

B2 3 4 S =11 47 (x—2) +4(x — 2+ (x — D°

767. Funkciju f (x) = ¢* razvijte u red po potencijama binoma x+1 do ¢&lana koji
sadrzi (x++1)3

. 1 .
Rjesenje. f0)(x)=e* z2a sven, f)(—1)=—. Prema tome je
e

{ 2 B !
ex=_+(x+l>1_+(x+l)i+(x+)_+fx+)e;’
e e 2! e 31 e 4!

gdie je L=~1+8(x+1), 0<B<l.

768. Funkciju f (x) = In x razvijte u red po potencijama od x—1 do ¢&lana sa
(x—1)2

769. TFunkciju f (x) = sin x razvijte u red po potencijama od x do Clana sa x8 i
do ¢&lana sa x°.

770. Funkciju f (x) = ¢* razvijte u red po potencijama od x do ¢lana sa x"~1.
771. Pokazite da s€ sin (a+A) razlikuje od sina+hcosa za najvise § A2

772. Objasnite porijeklo pribliznih formula:

a) Vi+x=1+ %x— %xz, x| <1,

1
b) Y1+x~1+ ;—x - -9—x2, x| <1,
i ocijenite njihove pogreske.

773. Ocijenite pogre$ku u formuli
ex 2+ 2z + 1 + i
21 31 41

. . x
774. Teskanit pod djelovanjem vlastite teZine visi u obliku lanéanice y = a ch—.
a

Pokazite da je za male |x| oblik niti priblizno izraZen parabolom

2
=a+ —.
Y 2a
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775.  Pokazite da za |x|<<a s ratno¥éu do (x/a)? vrijedi priblizna jednadzba
= a+x

es ~ | .

a—x

9. L’Hospital-Bernoullijevo pravilo za neodredene oblike

0 o
1°. Neodredeni oblici tipa E i — . Zadane su jednoznaéne funkcije f(x) i 9 (x) deri-
co

vabilne za O0<|x—a|<% pri &emu se derivacija ¢’ (x) ne pom‘étava-.
Ako su f(x) i ¢ (x) obje beskona&no male ili obje beskonaéno velike kada x—a, tj. ako

0 o
razlomak predstavlja u toj tatki x=a neodreden .oblik tipa o ili —, tada je
oo

lim& = lim&)
‘x—-acp(x) x—mq)l(x)

pod uvjetom da limes kvocijenta derivacija egzistira (L’ Hospiral — Bernoullijevo pravilo). Pravilo
je primjenljivo i u sluaju kada je a2 = co.

,

Ako razlomak iznova daje neodreden oblik u tadki x =a jednog od dva navedena

’

tipa i f'(x) 1 ¢’ (x) udovoljavaju svim ranije formuliranim uvjetima za S (x) i ¢ (x), tada se moze
prije¢i na kvocijent drugih derivacija itd.

- . f(x N . .
No treba napomenuti da limes kvocijenta L)) moZe egzistirati i tada kada kvocijent de-
X

rivacija ne tezi nikakvom limesu (vidi br. 809).

2°. Drugi neodredeni oblici. Da se nade vrijednosti neodredenog oblika 0-co pret-
varamo odgovarajuéi produkt f, (x) - f, (x), gdje je lim f, (x)=0 i lim Jf2 (x) =00, u razlomak

X—a X—>a
01
10 (oblik —) i (oblik °—°)-
1 0 | )
fo(x) h®)
U slucaju neodredenog oblika oc— 5o treba pretvoriti odgovarajucu razliku f, (x) ~—f, (x)
H07 . PV . o J2 () o fa
u produke f; (x)|1— 1 najprije rijediti neodredent oblik 5 ako je lim =1,
Si(x) S () x—+afi (x)

onda izraz dovodimo u oblik

_ fa(x)
ﬂ (oblik 2) R
1 0

f1 ()
Neodredene oblike =, 0°, 0o® rjefavamo pomodu prethodnog logaritmiranja i odredivanja
limesa logaritma potencije [f, (x)] /(=) (510 iziskuje odredivanje neodredena oblika 0 - ©0),

U nekim je sluéajevima korisno kombinirati L’Hostpial-Bernoullijevo pravilo s odredi-
vanjem limesa elementarnim sredstvima.

Primjer 1. Izraéunajmo lim
x=0 Ctg X

oo
( neodreden oblik —).

o0
Rjesenje. Primijenivii L’Hospital-Bernoullijevo pravilo imamo
Inx i (Inx)y’ . sin?x

Ihm = lim - = — lim
x~0CIBX  x—0(CIgX) x—>x X




80 DERIVIRANJE FUNKCIJA 11

0
Dobili smo neodredeni oblik -6, pa primjena L’Hospital-Bernoullijeva pravila nije pot-

rebna, jer je
. sin?x . sinx
lim = lim ssinx=1-0-=0.
x—0 X x—>0 X

Na taj nacin konaéno dobivamo:

. Inx
lim =0
x=>0Clg x
Primjer 2. Izradunajmo
1 1
lim ( - - —-) (neodredeni oblik oo— o).
x>0 \Sin% x x?

Rjesenje. Svedimo razlomke na zajednidki nazivnik

. 1 1 . x* — sin%x . -0
lim | — — — | = lim ———— | neodredeni oblik — |.
x—0 \sin% x x2 x—0 Xx2sinZx 0

Prije nego §to primijenimo L’Hospital-Bernoullijevo pravilo, zamijenimo nazivnik raz-
lomka ekvivalentnom beskonaéno malom veli¢inom (gl. I, 4) x?sin?x ~ x*.

Dobivamo
i 1 1 . x*—sin?x . .0
lim | — ~ —}=1m —————  neodredeni oblik —|.
x»0\sin?x  x2 X0 x4 0
Po L’Hospital-Bernoullijevu pravilu je
R 1 1 . 2x —sin2x . 2—2cos2x
lim | — = — [=1lim =lim .
x—-0\ sin®x  x® x>0  4x3 ) 12x?

Dalje nalazimo elementarnim putem:

. 1 ] .1 —cos2x . 2sintx 1
lim | — — — ] =1lim = lim = —
s=0\sin?x  x%¥/ .0 6x? x>0 O6x% 3
Primyer 3. lzratunajmo
3
lim (cos 2x)*® (neodredeni oblik 1%).
x=>0

Rjefenje. Logaritmiramo i primijenimo L’Hospital-Bernoullijevo pravilo, pa dobijemo

. 2 3lncos2x .o1g2x
lim In (cos 2x)** = lim ——— = — 6 lim =—6.
x>0 x—=0 x? x—=0 2x

2

Iz toga slijedi lim (cos 2x)3 = e~6,
x>0

Potrazite ove limese funkcjja:

3 2
L XT=2x"—x+2
776. llmsh.
x»1 X —Tx+6
L X2 —x+2 o 3x2—4x—1 1
Rjesenje, lim = lim =—.
Y1 P —Tx+6 x> 1 3x2—17 2
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777, lim 222X S0 778. lim ——*
x=0 X x—+1 . X
- - 1—sin—
2
779, fim SRX=1 780, lim BX—MX
x=01—C0s x 120 X—SInX
2 —
781, lim S X 218X 782. lim 18X
.= l+4cosdx =z tg5x
x 2 X >
x
783. lim— 784, limnX
x—>a X X {/;
z 786, lim IR
785. lim_* x-0 Insinx
x>0 ctg ™ -787. lim (1 —cos x)ctg x.
x=0
L . . (I —cosx)cosx
Rjesenje. lim (1 —cosx)ctgx = lim ———— =
x>0 x=0 sSin x
= limm, lim cos x= lim sin x -1=0.
=0  sinx %0 x—~0 COS X
. X . .
788. lim (1—x) th 789. lim arcsinxctgx.
x=1 x=0
790. lim (x"e™), n>0, 791. . lim x sin——.
x=0 X= oo X
792, lim x"sinZ, n>0. 793. lim Inxin(x—1).
X~ oo X x=1
794. lim (L - l).
x-1\x—=1 Jnx
. R . 1 1 o oxhnx—x+1
Rjefenje. lim ( - —) = _ =
x=>I\x—1 Inx x>1 (x—Dlnx
. ! 1 1
I Ak N 3
= lim = lim = lim = —.
x—1 1 x=1 1 =11 1 2
Inx +—(x—1) Inx—— +1 -+
X x X X
1 5 1 1
795. lim ( - ) 796. lim |: — ] .
e3\x—3 x*—x—6 —1200=vVx) 3(1-¥x)

6 Demidovi&: Zadaci
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797. lim <L— a ) 798. lim x*.
a\Ctgx 2cosx x=0
.
2
Rjefenje. Imamo x* =y; Iny = xlnx; limlny = limxInx =
x—=>0 x—0
1
. Inx 3 . . N .
= lim —— = lim —— =0, odakle je limy=1, t. lim x*=1.
x—0 x>0 ] 1 x>0 x—0
X x2 '
L 3
799. lim x*. 800, lim x**'"*.
x— + o x=0
nx
1 i €os
801. lim x™"". 802. lim(1—x) 2-
x=0 x=1
1 1
803. lim (1+x%)*. 804. lim x'™~.
x=0 x=1
TX
ax\ "2 L
805. lim|tg— . 806. lim (ctgx)"™.
x= 1 4 x=0
1 tgx
807. lim <—> : ‘ 808. lim (ctgx)" ™.
x-0 N\ X x=0
809. DokaZite da se limesi
.1
x?sin —
. X
a) im —=0;
x=0 sinx
. x—sinx
b) lim ——=1;
x-wX+SInx
ne mogu nadi primjenom L’Hospital-Bernoul- 0
lijeva pravila. Nadite te limese izravno. Stika 20.
810*, DPokazite da je povrSina segmenta kruga s malim sredi$njim kutom e, te-

tivom 4B = b i visinom CD = £ (sl. 20) pribliZzno’ jednaka
S~ =bh
3

s po volji malom relativnom pogre$kom kada «—0.



GLAVA III

EKSTREMI FUNKCIJA I PRIMJENE DERIVACIJA U GEOMETRIJI

1. Ekstremi funkcije jednog argumenta

1°. Uzlazna i silazna funkcija. Funkcijuy = f (x) nazivamo uzlaznom (silaznom) u nekom
intervalu (odsje¢ku), ako za po volji odabrane talke x, i x, koje pripadaju zadanom intervalu (od-
sjetku) iz nejednadzbe x, <x, slijedi nejednadiba f (%)) <f (x,) (sl. 21,a) (f (x1)> f () (sl. 21,6).
Ako je funkeija f (x) neprekinura na odsjedku [z, 5] i f'(x) > 0 (f(x)< 0) za a<x<b, tada je f (x)
uzlazna (silazna) na odsjetku [a, b}

U jednostavnim sluéejevima podrudje definicije funkcije f (x) mofemo rastaviti na konaéan
broj intervala u kojima je funkeija vuzlazna ili silazna (intervali monotonost). Ovi intervali omedeni
su kritickim tatkama x (gdje je f'(x)=0 ili gdje f'(x) ne postoji).

Y
Y Y 5
y=fix) 1\
y:f{X) :
|
fixp) :
fin) :
)
fixy) flxz) {
i D S
0 Xy Xz X 0 Xy Xz X 0 1 X
a) b)
Slika 21. Slika 22.

Primjer 1. IstraZimo s obzirom na uzlaznost i silaznost funkciju y = x* — 2x + 5.
Rjesenye. Nadimo derivaciju
Yy =2x—-2=2(x~—1). n

Odatle je y" =0 za ¥ = |. Na brojevnom pravcu dobivamo dva intervala monotonosti:
(- ©0, 1) i (I, +00). Iz formule (1) imamo: 1) ako je —oco<x<1, tada je y’ <0, pa je pre-
_ma tome funkcija f (x) silazna u intervalu (— oo, 1); 2) ako je 1<x< -+ oo, tada je y’>0
pa je prema tome funkcija f(x) uzlazna u intervalu (1, +o0) (sl. 22). -
Primyer 2. Odredimo intervale uzlaznosti i silaznosti funkcije
1

x+2°

Rjesenje. Ovdje je x = —2 tatka prekinutosti funkcije, a 9’ = _W<0 za x4 - 2. Prema tome
-

je funkcija y silazna u intervalima —oo<x<<—2 { - 2<x< -t co,

6*
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Primjer 3. Razmotrimo s obzirom na uzlaznost i silaznost funkciju

[ . 1

= — x5 — — x%,
Y 5 3
Rjesenje. Ovdje je
¥y =x4— 52, (2)
RijeSimo li jednadZbu x*—x2? =0, dobivamo rtatke x,=--1, x,=0, x,%= | v kojima se

derivacija y’ poniStava. Buduéi da y’ moze promijeniti predznak samo pri prijelazu kroz
tacke u kojima se poni§tava ili se prekida (u zadanom primjeru ta¢ke prekinutosti za y’
nema), to u svakom intervalu (—oo, —1), (—1,0), (0, 1) i (1, + o) derivacija zadrZava
stalni predznak, pa je prema tome u $vakom od tih intervala razmatrana funkcija mono-
tona. Da bismo ustanovili u kojim je od naznaenih intervala funkcija uzlazna, a2 u kojima
je silazna, nuzno je da znamo kakav predznak ima derivaaija u svakom od tik intervala.
Da bismo saznali kakav predznak ima 3’ u intervalu (— oo, — 1), dovoljno je da ustanovimo
kakav je predznak y’ u jednoj po volji qdabranoj tadki tog intervala; uzmemo li na primjer
daje x = —2, dobijemo iz (2) da je »' =T12>0, pa je prema tome ¥ >0 u intervalu
(—oeo, —1) i funkcija je u tom intervalu uzlazna. Analogno nalazimo da je ¥’ < Ou intervalu

(=1, 0) [ za provjeravanje mozemo na primjer uzeti x = —7) 5 ¥ <0 u intervalu (0, 1)
(ovdie se mozemo posluZiti sz x=5) 5 >0 u intervalu (I, + co).

Prema tome je razmatrana funkcija uzlazna u intervaiu (—oo, —1), silazna u inte-r
valu (—1, 1) i ponovno uzlazna u intervalu (I, + oo).

Y
Y
y=rix) \
f(X')
1 —e]
flxo) {
0 Xo Xy X 7 -1 [ X
Stika 23. - Slika 24.

2°. Ekstremi fankcije. Postoji li takva okolina tacke x;, da za svaku tacku x = x, 1e oko-
line vrijedi nejednadzba f (x)>f (x,), tada talku x, nazivamo tackom minimuma funkcije y = f ()
a broj f (xo) minimumom funkcije y = f( x). Analogno, ako za svaku taku x 7 x,, neke okoline tacke
x, vrijedi nejednadba f(x)<f(x,), tada x, nazivamo tackom maksimwna funkcije f(x), a f (x,)
maksimumom funkcije (sl. 23). Tacku minimuma ili maksimuma funkcije nazivamo njenom.zac-
kont ckstrema, a minimum ili maksimum funkcjje nazivamo ekstremom funkeije. Ako je x, tacka
ekstrema funkcije f (x), tada je f'(x,) - O (stacionarra tacka) ili pak f’(x,) ne postoil (nuZni uvjet
za postojanje ekstrema). Obrnurta tvrdnja nije tana: take u kojima je f’(x) =0 ili pak f’(x) ne
postoji (kriticke racke), nisu uvijek tacke ekstrema funkcije f (x). Dovoljni uvjeti da postoje odnosno
ne postoje ekstremi neprekinute funkcije f (x) dani su ovim pravilima:

|. Postoji li takva okolina (x,—38, x,+8) kriticke tacke x,, da je /" (x)>0 za x, —3<x-<x,
i fi(x)<I0 za xp<<x<.x,+8, tada je x, tatka maksimurna funkeije f(x); ako je pak f'(x)<O 7a
Xo—8<x<xp 1 f/(x)>0 za x,<x<x,+8, tada je x, tatka minimuma funkcije f(x).
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Ako pak na posljetku nademo takav pozitivan broj 8, da f'(x) zadriava nepromijenjen
predznak za 0<|x—x,[ <8 onda tacka %o nije talka ekstrema funkceije f(x).

2. Akoje [ (x,),=0 1 f"(x)<0,ondaje X, tatka maksimuma funkcije f(x); ako je f(xy)=0
1 f"(x,)>0, onda je x, 1acka minimuma funkeije f(x): ako je pak S =0, f"(x)=0, a I (x,)#0
onda talka x, nije ratka ekstrema funkcije f(x).

U opcenitjem obliku: neka prva u nizu derivacija funkcije f(x) koja u tagki x, nije jednaka
nuli bude reda k. Tada je, ako je k paran, tadka x, tacka ekstrema i to tatka maksimuma ako je
S® (x,)<c0, i tatka minimuma ako je S (x)>0. Ako je pak k neparan, onda taka x, nije racka
ekstrema.

Primjer 4. Nadimo ekstreme funkcije

y=2x+4+3 V;l
Rjesenje. -Nadimo derivaciju
2 2
=24 =(Vx+ 1. 3
x }/?c

Izjednaéimo li derivaciju y’ s nulom, dobivamo:

Vx+1=0.

Qdatle nalazimo stacionarnu radku x, = —1. Iz formule (3) imamo: ako je x=—(—p,
gdje je h po volji odabran malen pozitivni broj, onda je ¥’ >0; akoje pak x = —1 4/, onda
ey < 0%),

Prema tome je x, = —[ tatka maksimuma funkeije y, pri éemu j© Ymax = 1.

Izjednaéimo li nazivnik izraza za " iz (3) s nulom, dobivamo:

V;=0;

odatle izraunamo kriticku tacku.za funkciju x, = 0, gdje derivacija y’ ne postoji. Za x = — 4
otigledno imamo da je y'<0; za x=A imamo vy’ >0. Prema tome je x; =0 tatka mini-
muma funkcije 3, pri é&emu je ymm = 0 (sl. 24). Razmatranje toka funkcije u tacki x, = —1
moZemo provesti takoder pomoéu druge derivacije

2
3x i/;

Ovdje je y"<0za x,=—1 i prema tome je x, = — [ tatka maksimuma funkcije.

3°. Najmanje i najvede vrijednosti. Najmanja (najveca) vrijednost neprekinute funkcije

f[(gx')br]la zadanom odsje¢ku [a, 5] dobije se iti u kritickim tackama funkciie ili na krajevima odsjecka
, b).
Primjer 5. Nadimo najmanju i najvecu vrijednost funkcije
y=x'—3x+3
na odsjecku —1i <x <2 —1 .
2 2

Rjesenje. Bududi da je

Yy =3x2—3,

*) Ako je odredivanje predznaka derivacije y’ tesko, onda se moZe izvesti aritmeticki raéun,
uzevsi za & dovoljno malen pozitivni broj.
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kriti¢ke su tacke funkcije ¥, x; = —1 1 x, = 1. Ako usporedimo vrijednosti u tim tatkama
s vrijednostima funkcije na krajevima zadanog odsjelka

(= D=5 1)=1; ( ll)—4l‘ 21 lll
Y =5 yL=1 ¥ 2‘;3 y( 2)— _8‘

zakljuéujemno (sl. 25), da najmanju vrijednost m =1 funkeija ima u ta¢ki x=1 (u tacki

- o 1 . 1 .
minimuma), 2 najveéu M =11 3 ima u tacki x=2 5 (na desnom kraju odsjecka).

Qdredite uzlazne i silazne intervale funkcjja:

811, + y = 1—dx—x°. Y

1l
812. y=(x—2)% g

813. y = (x+4)".
814. y = x*(x—3).

x
815. =
Y x—2"
1
816. =,
P 1y
X
817. =
Y x?—6x—16
818. y=(x—3)Vx.
Slika 25.
X 3 ‘
819. y = 3 x. 820. y = x+sinx.
821. yl = xlnx. 822. y = arcsin(1+x).
x2—4x L
823, y=2¢e . 824, y =2%-a.
825. y ="
X

IstraZite s obzirom na ekstreme ove funkcije:

826. y==x’+4x+6.

Rjesenje. Nademo derivaciju zadane funkcije 3’ = 2x+4. Izjednadiv§i v’ s nulom, dobivamo kri-
ti¢ku vrijednost argumenta x = - 2. Bududi da je y' <0 za x<—21y >0 za x>—2,
to je x = —2 tacka minimuma zadane funkecije, pri Cemu je ymin = 2. Ovaj isti rezultat
dobivamo ako iskoristimo predznak druge derivacije u kriti¢koj tacki: y”=2>0.

827. y=2+x—x%
828. y=x"—3x*+3x+2. 829. y=2x>4+3x*—12x+5.
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Rjesenje. 1zratunamao derivaciju

830,

832.
834.
836.
838.

840.

842.
844.

846.

848.

Y =6x+6x— 12=6(x2+x — 2).

Izjednadivii derivaciju " s nulom dobivamo kriticke radke x=—21 x,==1. Za odre-
divanje karaktera ekstrema izradunamo drugu derivaciju y” =6 (2x+1). Buduéi da je
V' (—~2)<0, to je x, = —2 1acka maksimuma funkcije v, pri &emu je ymax = 25. Analogno
imamo y” (1)>0; prema tome je xy=1 tatka minimuma funkecije 3 i ymin = — 2.
y = x*(x—12)2 831l y=x(x—1)?(x-2)"
3 2

x x“—2x+2

y=—. 833, =2 _°Xt2
x“+3 x—1
(x—2)(8—x) 16
Y= 835. y= — .
x x(4—x7)
4 x

y= . 837. y=—1—vo,

x*48 Ux*—4
y =¥ -1 839. y = 2sin2x+sindx.

X X

y=2cos;+3cos;. 841. y=x—In(1+x).
y=xlnx. 843. y = xIn?x.
y =chx. 845. ) = xe".

2 - : el
y=xe % 847, y ==

X

y =Xx-—arctgx.

Odredite najmanju i najveéu vrijednost funkcije na oznadenim odsjeccima

849.

851.

853.

855.

856.

(ako odsjetak nije oznalen, tada treba izralunati najmanje i najveée vrijed-
nosti funkcije u cijelom podrudju postojanja):

X
850. y=+x(10-x).

y = .
1+x?

= sinx+cos® x. 852. y =arccosx.

854. y=2x 43x2—12x+1:
a) na odsjecku [—1, 515
b) na odsjecku [—10, 12].

Pokazite da za pozitivne vrijednosti x vrijedi nejednadzba

y=x na odsjetku [—1, 3].

1
xX+—=2.
x
Odredite koeficijente p i ¢ kvadratnog trinoma y = x*4-px+-q tako, da
taj trinom ima minimum y = 3 za x — |. Objasnite dobiveni rezultat geo-
metrijski.
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857. Dokazimo nejednadzbu

> 1+x za x #0.

Rjesenje. Razmotrimo funkciju

f(x)=ex— (I +x).
Obi&nim naéinom halazimo da ta funkcija ima jedan minimum f(0) - 0. Prema tome je
S > [(0) za x#0,
4.
ec>1+x za x F#0,

ito je 1 trebalo dokazati.

Dokazite nejednadzbe:

858.

860.

861.

862,

863.
864.

865.

866.

867.
868.
869.

870.
871.
872,

3 . A
X . X~
x—z <sinx<x za x>0. 859. cosx>1—— za x#0.
2

2
x—x—2 <In{l+x)<x za x>0.

Zadani pozitivni broj a rastavite na dva pribrojnika tako da njihov produkt
bude najvedi.

Komad zice zadane duljine / svinite u pravokutnik tako da njegova povrsina
bude najveca.

Koji od pravokutnih trokuta sa zadanim opsegom 2p ima najve¢u povrsinu?

Treba odabrati pravokurni teren tako da s tri strane bude ograden 7icanom
mrezom, a s ¢etvrte strane da je primaknut kamenoj stijeni. Kakav je najpo-
voljniji oblik terena (s obzirom na povr§inu) ako imamo / duzinskih metara
mreze.

1z kvadratnog kartona kojemu je stranica a treba naciniti otvorenu pravokutnu
kutiju koja bi imala najvec¢i volumen, tako, da na vrhovima izrezemo kvadrate
i savijemo izdanke dobivenog lika koji ima oblik kriZa.

Otvorena limena posuda s kvadratnom bazom mora primiti » litara. Pri
kojim dimenzijama trebamo za izradu posude najmanju koli¢inu lima?

Koiji od valjaka zadanog volumena ima najmanju ukupnu povréinu?

Zadanoj kugli treba upisati valjak najveceg volumena.

Zadanoj kugli upisite valjak s najve¢om povrSinom plasta.

Zadanoj kugli upisite stozac najveceg volumena.

Zadanoj kugli upidite uspravan kruZni stoZac s najvecom povrsinom plasta.

Zadanom valjku opisite uspravan stoZac najmanjeg volumena (ravnine i
sredidta njihovih kruznih baza se poklapaju).



873.
874.

875.

876.

877.

878.

879.

880.

881.

882.

883.

884.
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Koji od stozaca opisanih zadanoj kugli ima najmanji volumen >

Limenu traku $irine 2 morate saviti u otvoren zlijeb (sl. 26). Koliki mora biti
sredi$nji kut @ da bi sadrzina Zlijeba bila najveéa?

Iz okruglog papira izrezite rakav sektor da dobijete lijevak najveée sadrzine
ako rtaj sektor savinete.

Otvorena posuda sastoji se od valjka koji dolje zavriava polukuglom ; debljina
stijena je svugdje jednaka. Kakve moraju biti dimenzije posude da pri zadanoj
sadrzini na nju potro$§imo najmanje materijala?

Odredite najmanju visinu 4 = OB vrata uspravnog tornja ABCD, da se kroz
ta vrata u toranj moze unijeti kruti stup MN duljine /, kojemu zavrietak M
klizi po horizontalnom pravcu AB. Sirina tornja d </ (sl. 27).

Slika 26. Slika 27.

Na koordinatnoj ravnini zadana je tacka M, (x,, v,) koja leZi u prvom kvad-
rantu. Povucite kroz tu tacku pravac koji s pozitivnim poluosima tvori tro-
kut najmanje povrsine.

Zadanoj elipsi upisite pravokutnik najvece povrsine kojemu su stranice pa-
ralelne s osima elipse.

Odsje¢ku parabole y* = 2px, odsjeenom pravcem x = 2a, upidite pravo-
kutnik najveée povriine.

Na krivulji y = —— nadite tacku u kojoj tangenta s osi OX tvori po apso-
+x

[utnoj vrijednosti najvedi kut.

Glasnik mora doci iz tacke A4 s jedne obale rijeke do tacke B na drugoj obali.
Znaju¢i da je brzina kretanja kopnom % puta ve¢a od brzine kretanja po vodi
odredite pod kojim kutom glasono$a mora presjeéi rijeku da bi do3ao u ratku
B u najkrace vrijeme. Sirina rijeke je 4 a udaljenost izmedu tacaka A i B (duz
obale) je 4.

Na odsjecku AB -: a pravca, koji spaja dva izvora svjetla A4 (intenziteta p)
i B (intenziteta ¢) nadite tatku M koja je najmanje osvijetljena (osvijetljenost
je obrnuto proporcionalna kvadratu udaljenosti izvora svjetlosti).

Lampa visi iznad sredidta okruglog stola polumjera . Pri kojoj ¢e visini
lampe iznad stola osvijetfjenost predmeta, poloZzenog na kraj stola biti naj-
bolja? (Osvijetljenost je direktno proporcionalna kosinusu kuta upada zraka
svjetlosti i obrnuto proporcionalna kvadratu udaljenosti od izvora svjetia).
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885, Iz okruglog trupca kojemu je promjer d treba izrezati gredu pravokutnog
presjeka. Kakva mora biti $irina x i visina y tog presjeka da greda ima naj-
vedi otpor: a) na tlak, b) na savijanje?

Napomena. Otpor grede s obzirom na tlak proporcionalan je povr§ini njenog poprenog presjeka,
a s obzirom na savijanje produktu Sirine tog presjeka i kvadrata njegove visine.

886. Homogeni Stap AB se moze okretati oko tacke A4 (sl. 28). Optereéen je te-
retom O kp na udaljenosti @ cm od.tatke 4. U ravnotezi je djelovanjem ver-
tikalne sile P na njegovom slobodnom kraju B. TeZina §tapa po centimetru
duljine 1znosi ¢ kp. Odredite duljinu $tapa x tako da sila P bude najmanja i
ﬂadite Pmin.

. P
A 8
a
a
W
Slika 28.

887* SrediSta triju potpuno elasti¢nih kugli 4, B i C postavijena su u praveu.
Kugla 4 mase M brzinom v udari u kuglu B, koja, dobiv&i izvjesnu brzinu,
udari u kuglu C mase m. Kolika mora biti masa kugle B da brzina kugle C
bude najveta? ’

888. Imamo li N jednakih galvanskih elemenata, moZemo na razli¢ite nadine od
njih sastaviti bateriju, spajanjem » elemenata serijski, a zatim dobivenih

N -grupa paralelno. Struja koju daje takva baterija odredena je formulom
n .
___Nn&

NR+n%’

gdje je & elektromotorna sila jednog elementa, r njegov unutarnji otpor i R
vanjski otpor. Odredite pri kojem » ¢e baterija dari najjadu struju.

1

889. Posuda je napunjena vodom do visine H. Iz malog otvora u vertikalnoj
stijeni posude istjeée horizontalno mlaz vode, koji pod utjecajem sile teze
pogada horizontalnu podlogu posude u udaljenosti x od stijene. U kojoj
visini y treba da se nalazi otvor, da x bude maksimalan?

890. Ako su x;, %5 ,. .., %, rezultati jednako ta¢nih mjerenja veli¢ine x, tada je
njena najvjerojatnija vrijednost ta pri kojoj je suma kvadrata pogreSaka

o= § oy

najmanja (metoda naymanjih kvadrara).

DokaZite, da je najvjerovatnija vrijednost x aritmeti¢ka sredina rezultata
mjerenja.
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2. Smjer konkavnosti. Talke infleksije

1°. Konkavnost grafa funkcije. KaZemo da je graf derivabilne funkcije y -~ f(x) konkarvan
naodolje u intervalu (a, b) (konkavan nagore u intervalu (ay, b)), ako se za a<x<b luk krivulje
nalazi ispod (ili pak iznad za a,<x<b,) fangente povucene u po volji odabranoj tacki intervala
(a, ) (ili intervala (ay, by)) (sl. 29). Dovoljan je uvjet za konkavnost nadolje (nagore) grafa v =/ (x)
da su zadovoljene nejednadzbe

f'(®<0 (f'(x)>0)
u odgovarajuéem intervalu.

Umjesto da kaZemo da je graf konkavan nadolje, govorimo takoder da je konveksan nagore.
Analogno graf, koji je konkavan nagore, nazivamo takoder konueksnim nadolje.

2% Takke infleksije. Tacka (xq, f (%)) u Kojoj se mijenja smjer konkavnosti grafa funkcije
naziva se tacka infleksije (sl. 29),

Za apscisu talke infleksije x, grafa funkcije y =f(x) vrijedi f"(xs) =0 ili f’(x,) ne postoji.
Tatke u kojima je f”(x)=0 ili f”(x) ne postoji nazivaju se kriticke tacke druge wvrste. Kriticka
tacka druge vrste s apscisom x,je tacka infleksije, ako f”(x) zadrava konstantne predznake u inter-
valima x,— 8 <x <o 1 Xo<x< X+ & gdje je 8 neki pozitivni broj, pri demu su ti predznaci suprotni,
dok u toj tacki nema infleksije, ako su predznaci f7"(%) u spomenutim intervalima jednaki.

Y
Y
|
i
I
I :
|
: ! I | | { L:
| | ! : ! ! Ve |
0 a b g a4 b X 77 0 75 X
Slika 29, Slika 30.
Primjer 1. Odredimo intervale konkavnosti i konveksnosti, a takoder i tacke infleksije Gaussoue
krivulje .
—X
Yy =e
Rjesenje. ITmamo:
o= —2xe "

= (4x2 — 2)e”X"
Izjednatimo li drugu derivaciju y** s nulom, nalazimo kriti¢ke tagke druge vrsti
1 1
R
Ove tacke dijele brojevni pravac — co<x< -+ 00 na tri intervala: I(—oo; x0), I (xy, x2)

1 IT1 (x,, -+ oo). Predznaci 3" bit ¢e +, —> 1 (u to se moZemo uvjeriti ako na primjer
odaberemo po jednu taéku iz svakog od navedenih intervala i supstitwiramo dotiéne vri-

!
jednosti x 1 y"). Prema rome je: 1) Krivulja konkavna nagore za —oo<x< — 7—.5 1

1 1 1 +1 1 .
= <x< ; 2) konk dolj — o= F=. Tatke |T=; += tack
V_Z x<+o0o; 2) konkavna nadolje za 1'/f<x< V; acke (V.Z_ V?) su tacke

infleksije (sl. 30).
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Primijetimo da je zbog simetrije Gaussove krivulje s obzirom na os OY dovoljno
ispitati predznak konkavnosti te krivulie samo na poluosi 0<x< + co.

Primjer 2. Nadite tacke infleksije grafa funkcije

v = aV)r -+ 2.
Rjesenje. Imamo

-2

2 -
e LA m

9 Vixt+27 -2 0 X

Otito se y” nigdje ne ponistava.

Ako nazivnik razlomka izjednadimo s des-
nom stranom jednadZzbe (1), dobivamo day”
ne postoji za x=—2. Budu¢i daje y”’>0za
x<—21y"<0za x>—2, toje (—2, 0) tatka
infleksije (sl. 31). Tangenta u toj talki paralelna je osi ordinata jer je prva derivacija v’ za
x= —2 neizmjerna.

NIUI

Slika 31.

Nadite intervale konkavnosti i tacke infleksije grafova funkcija:

891. y=x>—6x2+12x+4. 892. y=(x+1)*
3

893. y= 1. 894, y=——.
x+73 x2+12

895. y =3/4x>—12x. 896. y =cosx.

897.

X —sin X. 898. y=x’Inx.

899. y =arctgx—x. - 800. y=(1+x?)e"

3. Asimptote

1°. Defimicija. Ako se tatka (x, ) neprekinuto pomige po krivulji y =/ (x) tako, da ba-
rem jedna koordinata talke tezi k neizmjernosti, a pri tome udaljencst tacke od nekog pravca tezi
k nuli onda se taj pravac naziva asimptotom krivulje.

2°, Vertikalne asimptote. Ako postoji takav broj a da je

limf(x) = eo,
N X-=a
onda je pravac x = g asimptote (vertikalna asimptota).

3°. Kose asimptote. Ako egzistiraju limesi

im Z9

X+ X

lim [f(x)-=kx]=b,,

=+

tada je pravac y = k,x+b, asimptota (desna kosa ili u sluéaju kada je k, = 0, desna horizontaina
astmiptota).
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Ako egzistiraju limesi

- J(x)

x-—w X

=k,

lim [f(x)— kox] = b,

X = o0

tada je pravac y = k,x+b, asimptota (lijeva kosa ili u slucaju k, =0, lijera horzzontalnalaszmpmza)
Graf funkcife y = f (x) (pretpostavljamo da je funkcija jednozna¢na) ne moze imati vife od jedne
desne (kose ili horizontalne) niti vide od jedne lijeve (kose ili horizontalne) asimprote.

Primjer /. Nadite asimptote krivulje

XZ
J!=
x2—1
Y
7 \
S ¢ N 4
N
;\\ 7 \ //:*
\\\\\ § //‘5
+\ 7
fé\\ /§
I 7N
RN 7N
-1 0 1 X
Slika 32.

Rjesenje. Ako nazivnik izjednaimo s nulom, dobivamo dvije vertikalne asimptote:
x=- 11 x=1.
Trazimo kose asimptote. Kada x-» i-co dobivamo:

2

"
B - lim 2= lim —— 1,

x—>+o00 X x—>+mx|/x2_]
2—xle =1

b= lim (y—x)= lim ———— =0,

x>+ 00 X >0 x2 — 1
pa je prema tome desna asimptota pravac y =x. Analogno za x—— oo imamo:
. y
ky= lim — = —1,
x——00 X

by= lim (y+2x)~

X+ oo

Lijeva asimptota je dakle y = —x (sl. 32). Razmatranje zadane krivulje s obzirom na
asimptote pojednostavnjuje se ako uzmermo u obzir simetriju te krivulje.

Primjer 2. Nadimo asimptote krivulje

y=x-+Inx.
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Rjesenje. Buduéi da je

lim y=— 00,
x—++0

to je pravac x =0 vertikalna asimptota (donja). Razmatraymo krivulju samo s obzjrom
na kosu desnu asimprotu (buduéi da je x>0).

Imamo:.
k= lim z:l,
x—>4too X
b= lim (y —x)= lm Ilnx= oo.
x—> 400 x—> 40

Prema tome kose asimptote nema.

Ako je krivulja zadana parametarskim jednadZbama x =¢ (¢); y =4¢ (¢), najprije
istrazujemo nema li takvih vrijednosu parametra ¢, pri kojima jedna od funkcija ¢ (2)
il o (r) tezi k beskonacnosti, adruga ostaje konacna. Za @ () = oo i ¢ (¢;) = ¢ krivulja ima
horizontalnu asimptotu y =c¢. Za i (£,) = 00, i ¢(t,) = ¢ krivulja ima vertikalnu asimptotu
x=c.

Ako je @ (t)) =y ()= o0 1 pri tome

13
lim w= ky  lim [y () — Rp (1)) =0,

1, @ (D) 1>ty

onda krivulja ima kosu asimptotu y = kx+b.

Ako je krivulja zadana polarnom jednadZzbom r = f (¢) onda moZemo nadi njene asim-
ptote prema prijadnjem pravilu, pretvorivii jednadibu krivulje u parametarski oblik po-
mocu formula: x=r cosp=f(¢) cosp; ¥y =7 sinqp=f(p)sin ¢.

Nadite asimptote ovih krivulja:

901.

903.

905.

907.

909.

911,

913.

915.

1 x
y=——. 902. y— A
(x—2)° x2—4x+3
2 3
x X
= —. 904. = .
Y x2-4 Y x2+9

y=~Jx -1 906, y=—=

x2+1 x2
y=——. 908. y=x-2+-——.
Vx?-1 VX349
—x2 1
y=e T 4+2 910. y =
1-e”
L sin x
y=e". 912, y=—r-.
X
y=In(1+x). 914. x=1; y=rt+2arctgt.

Nadite asimptotu hiperbolne spirale r = £,
¢
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4. Konstrukcija grafova funkcija prema Karakteristiénim taékama

Pri konstrukeiji grafa funkcije treba prije svega naéi podrudje definicije te funkcije i istra-~
Zju kako se funkcija pona$a na granici njenog podruéja definicije. Korisno je takoder prethodno
votiti neke osobine funkcije (ako postoje), kao npr. simetrija, periodinost, stalnost predznaka,
monotonost 1 t.sl:

Nadalje je poLrébno nadi tacke prekinutosti, tatke ekstrema funkcije, talke infleksije,
asimptote itd. Nadeni elementi nam pomaZu da uocimo opéi karakter grafa funkcije i dobijemo
njegovu matematic¢ki ispravnu skicu.

Primjer /. Konstruirajmo grafl funkcije

x
e —
V2 —1

Rjesenje. a) Funkcija egzistira svagdje, osim u tatkama x = +1.
Funkcija je neparna pa je prema tome graf funkcije simetrian s obzirom na taku
O (0;0). Ova okolnost pojednostavnjuje konstruiranje grafa.

b) Tacke prekinutosti su x=—11 x=1, pri demu je fim y=F oo i lim =7 oo,
A x—>1F0 x>—1F0
pa su pravei x = +1 vertikalne asimptote grafa.

¢) PotraZimo kose asimptote. Imamo:

B = Lm 2 =0,
x—>+00 X

b, = lim y = oo,
x— + 00

pa prema tome desne kose asimptote nema. Iz simetrije grafa slijedi da lijeve kose asimp-
tote takoder nema.
d) Nadimo kriticke tacke prve i druge vrsti, tj. talke u kojima se prva ili druga deri-
vacija zadane funkcije poniitava ili pak ne postoji.

Imamo:
, x%—3
=2 m
3 (xz — 1)4
2x(9 — x2
¥ = 202 @

9V =1y

Derivacije y” i y”” ne egzistiraju samo za x= £1 tj. samo u onim tatkama gdje ne
egzistira ni sama funkcija ¥, pa prema tome kriticke ta&ke ée biti samo one u kojima se
»" 1l »” pomistava. Iz (1) i (2) slijedi

Yy =0 za x=i]/_;
=0 za x=0 i x=4+73.

Prema tome y” zadrzava stalni predznak u svim intervalima (— oo, —V3—), (—V3_) -1,
(=1, 1), (1, 3 i (3,+ 00), a " u svim intervalima (— oo, —3), (—3, — 1), (—1, 0), (0, 1),
(1, 3) i (3, +o0).

Da bismo ustanovili kakvi su predznaci y* (ili pak 3’*) u svakom od navedenih inter-
vala, dovoljno je odrediti predznak »’ (ili ") u po volji odabranoj jednoj tatki svakoga
intervala. . _

Rezultate takva razmatranja zgodno je svrstati u tablicu (tablica I), izratunavsi tako-
der 1 ordinate karakteristi¢nih 1adaka grafa funkcije. Primijetimo da je s obzirom na ne-
parnost funkgije y dovoljno provesti ratun samo za x >0; lijeva polovica grafa konstruira
se prema principu neparne simetrije.
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Tablica 1
x 0 o1 I V| VBB=113 | 33 3|3 +o0)
3
y 0 + 00 + %% ~ 1,37 + 1,5 -+
, . ne eg- _
4 - zistira 0 + + ,+
. _ ne eg- _
Y 0 zistira + + + 0
Funkeija ‘Fu’nkcija ) Funkcija Funkcija
ggi.'e AT;A;:E(a je gs;;?z;l:a; p;l;ifi:ﬁi ) e gs:iafzjr}:a 5 mli.ianiia )c;rz:fazil;a; Tia’fa |e;rz;?ziga;
) fleksije | konkavan tosti konkavan ! ma | yonkavan | fleksije | konkavan
nadolje nagore nagore nadolie

¢) Koriste¢i se rezultatima razmatranja konstruiramo graf funkcije (sl. 33).

Y

|
-
o

'(h____

Slika 33.

In x

Primjer 2. Konstruirajmo graf funkcije y=—.

X

Rjeienje. a) Podrugje definicije funkcije je: 0<x <+ oo.

b) U podruéju definicije talaka prekinutosti nema, ali kad se priblizavamo granicnoj
tacki (x = 0) podrucja definicije, imamo:

Inx

im y = lim —

x—0

x—0 X

= — o0,

QW fm—m——

Prema tome je pravac x =0 (os ordinata) vertikalna asimptora.
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¢) Potrazimo desnu kosu ili horizontalnu asimptotu (lijeve kose asimptote nema, jer
je nemoguée da x—— o0):
. ¥y
k= lim = =0,
x—>+00 X

b= lim y=0.
X% +00

Prema tome je desna horizontalna asimptota os apscisa: y =0.
d) Nadimo kriti¢ke tatke. Imamo:

, l1—Inx
Y =—_x2—)
_ 2Inx—3
= = ;

”

¥

¥’ 1y’ egzistiraju u svim talkama podru&ja definicije zadane funkcije pa je
¥ =0 za lnx=1, t. za x=¢e;
C
” 3 =
¥ =0 za lnx=5 Y. za x=e%2,

Sastavimo tablicu koja sadrZi ka-
rakteristiéne tatke (tablica IT). 7 tnx
Pri tome osim nadenih karakte- f= X

risti¢nih tadaka korisno je nadi ta- /——r—\'_\
koder i sjecidta grafa s koordinat- 4 )

nim osima. Stavimo li ¥ =0, na- 0 1 e o2 X
lazimo da je x=1 (sjecidte kri-
vulje s osi apscisa); os ordinata
graf ne sijece.
e) Koristeéi se rezultatima
razmatranja konstruiramo  graf
funkcije (sl. 34). Slika 34,
Tablica 11
| 3 k1 3
x 0 ©, 1) 1 (0, &) | e~2,72 | (e, €2) €2 ~4,49 |(e2, 4+ o0)
0 + ! 0,37 + > 0,33
— 0 — — —T= R
y . R 2Ve3 s +
, ne
4 egzistira + + + 0 - - -
’” ne
Y egzistira o - - o - 0 +
Granicna
tatka pod-| Funkcija | . .. | Funkcija . Funkcija Funkcija
. | rudja de- |jeuzlazna; Sjecid je uzlazna; Tack_a jesilazna; jesilazna;
Deri- P L7 tegra- - maksi- . Tacka p
vacije finicije graf je fas graf je mums graf je infleksiie graf je
funkcije. | konkavan, 0si OX konkavan funkci?e konkavan ) konkavan
Vertikalna| nadolje nadolje J nadolje nagore
asimptota

7 Demidovi&: Zadacl
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Konstruirajte grafove nize navedenih funkcija, odredivii za svaku funkciju
njeno podrudje definicije, tatke prekinutosti, tacke ekstrema, intervale
uzlaznosti i silaznosti, talke infleksije njenog grafa, smjer konkavnosti
i asimptote grafa.

6x%—x*
916. y = x —3x2 917. y=— o
(x—=2)*(x+4
918. y = (x—1)*(x+2). 919. y= 74-—)—.
23 2_
920, y= X 921, y— X X2
125 x—1
4_ 4
922, y=X 22 923, ;=X +3
2 X
924, y‘=x2+3. 925, y= 21
x x“+3
8 ‘ 4x
926. y = 927. y= .
YTy 44x?
928, y =212 929. y= "
(x—2) x*—4
4
930, y= -0 931, y= 7!
x> (x—4) x
932. y = Vx+/4—x. 933. y=+/8+x—/8-x.
934. y=xx+3. 935. y = Vx>—3x.
936, y=31—x2 937. y=Y1-x°.
938. y = 2x+2-33(x+1) ' 939, y=Yx+1—Yx—1.
9040. y = Y(x+4)* — Y(x—4) 941, y=Y(x—2 + Y(x—4)*
4 8
942, y= . 943. y=—> —.
' Ja—x? xx2-4
X X
«3/x2_1 g/(x—2)2
x?\ %
946. y =xe " 947. y=<a+ :)e“-
948, y = BT, 949, y=(2+x)e
Inx

950, y=2[x]— x> 951. y=T—-
X
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2

952, y=""In-". 953, y=-" |
2 a In x
1
954. v =(x+1)In?(x+1) 955. y=llr1(x’—1)+x—2 T
wyrl

956, y = n VX HLZT 957. y =In(l+e™).

X

1
958. v=1In e+—: . 959. y =sinx+cosx.

sin 2x

960. y =sinx + 961. y = cosx—cos®x.

1
962.: y =sin®x+cos® x. 963, y=———.
sin x +cos x
964, y = — X o
. ( n) 965. y =sinx - sin2x.
s x4+ —
4
966. y = cosx-cos2x. 967. y = x+sin x.
arcsin x
. - 969. y = .
968. y = arcsin (1 —¥/x?). y ‘/l—xz
970. y =2x-—tgx. 971. y = xarctgx.

1
972. y=xarctg =22 x20 973. y = x—2arctgx.

1y=0 za x=0.

X

974, y = 2—+ arctg x. 975. y =Inshx.

1 .
976. y = Arch{x+ —|. 977, y =M%

X
978. y = earcsin V; 979. y = earctgx‘

T X
= Insi 981. y=Intgl ———).
980. y =Insinx. y .g< 4 2)
982. y=Inx-—arctgx. 983. y =cosx—Incosx.
984. p =arctg(lnx). 985. y = arcsinln(x2+1).
L :

986. y = x~. 987. y=x*.

Preporucamo takoder da konstruirate grafove funkcija iz zadataka br. 826—848.

7
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Konstruirajte grafove funkcija koje su zadane parametarski:
988. x =t>—-2t, 'y=1t>42t.
989. x =acos’t, y=asint (a>0).

990. x =té', y=te "

I

t

991. x=1t+e’, y=2+e 2.

992, x=a(sht—t), y=a(cht—1) (a>0).

5. Diferencijal luka. Zakrivljenost

1°. Diferencijal luka. Diferencijal luka s ravninske ktivulje zadane jednadZbom u Des-
cartesovim koordinatama x i y izraZen je formulom

ds = V(ds)” + ()’
pri tome, ako jednadZba krivulje ima oblik:

. dy‘ 2
a) y=f(x), ondaje ds= [1+ 4 dx;

X

. dx\?
b) x=f(y), onrdaje ds= [I+ & dy;
y

) x=g(), y=y(@), ondaje ds= \/(d—)c)z + (cl)))z de;
dt dt

N
T YT e

Ako sa a oznalimo kut koji &ini pozitivni smjer tangente (tj. smjer u stranu porasta luka
krivulje s) s pozitivnim smjerom osi OX, dobivamo:

d) F(x, y)=0, ondaje ds

7
sl

dx
cosa = — ,

ds
sine = Q

ds

U polarnim je koordinatama

T2, 2 dr\?

ds =/(dr)* + (rde)* = J P+ (—) de.
de
Ako s B oznafimo kut izmedu polarnog radijusa tatke krivulje i tangente na krivulju u
toj tacki, imamo:
dr . d

cosff=—, smB=r—¢.
ds ds
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2°. Zakrivljenost krivulje. Zakrivljenoséu K krivulje u njenoj raéki M nazivamo limes
kvacijenta kuta izmedu pozitivnih smjerova tangenata u tatkama M i N krivulje (kut kontingencije)

i duljine luka MN = As, kada N—M (sI. 35), 1j.

b
as~0 As ds

gdje je o kut medu pozitivnim smijerovima tangente u tatki M i osi OX.

Polumjerom zakrivljenosti R nazivamo veli€inu, reciproénu apsolutnoj velidini zakrivljen osti,
1.

1
K]
1
Linije jednake zakrivljenosti su kruZnica (K= — , gdje je a polumjer kruZznice) i pravac
a
(K=0).
Y
N
Ao
4s
N
/g o+ b
0 X
Slika 35.

Formule za izracunavanje zakrivljenosti u pravokutnim koordinatama su ove (s taénoséu
do predznaka):
1) ako je krivulja zadana jednadzbom u eksplicitnom obliku y = f (x), onda je

‘"

- Y .
(1+yr2)3/2
2) ako je krivulja zadana jednadzbom u implicitnom obliku F (x, ) =0, onda je

F; Fuy F,
Fy.v Fyv Fy
F. F, 0 |
2 273/2
(FS+FHY
3) ako je krivulja zadana jedrad?bama u parametarskom obliku x=¢ (1), y =y (¢), onda je

|x7 yl
IIY“ yl(
— *, N
o (x/2+y 2)3/2
gdje je

,  dx ,_dy o d?x , d?y
t dt dr?’ dr*

=
il
<
I
f
<
I
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U polarnim koordinatama, kada je krivulja zadana jednadibom r =f (), imamo:

rr42r’t—rr”

(r2+r'2)312 ?
gdje je

=2
de de?

3°. KruZnica zakrivljenosti. Kru¥nicom zakrivljenosti krivulje u njenoj talki M nazi-
vamo grani&ni poloZaj kruZnice, koja prolazi kroz taku M i dvije druge tatke krivulje P i Q, kada
P-M i QM. :

Polumjer kruZnice zakrivljenosti jednak je polumjeru zakrivljenosti, a sredi§te zakrivlje-
nosti kruZnice (sredite zakrivljenosti) nalazi se na normali na krivulju u totki M na strani kon-
kavnosti krivulje.

Koordinate X i Y sredidta zakrivljenosti krivulje raunamo prema formulama

41 12 1 12
X=x_y(_jr'y), Y=y X

Yy
Evolutom  krivulje nazivamo geometrijsko mjesto njenih srediSta zakrivljenosti.

Ako u formulama za odredivanje koordinata srediSta zakrivljenosti promatramo X i Y
kao pomine koordinate take evolute, tada te formule daju parametarske jednadzbe evolute s
parametrom «x ili y (ili ¢, ako je krivulja zadana jednadfbama u parametarskom obliku).

Primjer 1. Nadimo jednadZbu evolute parabole y = x>

Gy
5
¢
M
2
_._/
My
Slikd 36.
L 1+6x* - . .
Rjeferje. X=—4x%, Y= . Eliminiramo )i parametar x, nalazimo jednadzbu evolute
. . 1 X \s
u eksplicitnomn obliku ¥ = 3-1-3 -

Evolventom (involutom) krivulje nazivamo takvu krivulju za koju je zadana krivulja evolura.

Normala MC evolvente T je tangenta na evolutu I'y; duljina luka CC, evolute jed-
naka je odgovarajuem prirastu polumjera zakrivljenosti CC, =M,C,—MC, pa stoga
evolventu ', dobivamo odmatanjem zategnute niti namotane na T, (sl. 36). Syakoj evoluti
odgovara bezbroj. evolventi koje odgovaraju raznim pocetnim duljinama niti.
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4° Tjemena krivulje. Tjemenom krivulje nazivamo tacku krivulje u kojoj zakrivlje-
nost ima maksimum ili minimum. Za odredivanje tjemena krivulje postavimo izraz zakrivljenosti
K i pronademo njene tatke ekstrema. Umjesto zakrivljenosti K mo%emo uzeti polumjer zakrivlje-

i . o
nosti R = ml I trazimo njegove tatke ekstrema, ako je radun u tom slucaju jednostavniji.

x
Primjer 2. Nadimo tjeme lan&anice y=ach — (a>0).
a

1 . x
1 prema tome R =agach?—.
a

[ =

- . ’ x s x .
Rjefenje. Kako je y'=sh—~, a y”"= -ch —, toje K=
a a
ach?® —
a

2x . . . ... dR . 2x
Imamo — =sh — . Izjednadimo i derivaciju — s nulom, dobijjemo sh — = 0,
dx a dx a
. ; L . .o d*R .
odakle nalazimo kritiéku tacku x = 0. Izradunamo li drugu derivaciju 5 1 uvrsiimo u
d2R 2 2x 2 .
=—ch — =—>0. Prema tome je x=0
. . X x=o A d|x<o @ . .
tacka minimuma polumjera zakrivljenosti (ili maksimuma zakrivljenosti) lancanice. Prema

nju vrijednost x =0, dobivamo

X
tome je tieme lanéanice y =a ch — tatka A4 0, a).
a

Nadite diferencijal luka, a takoder kosinus i sinus kuta, koji zatvara s pozitivnim
smjerom osi OX tangenta, i to za svaku od ovih krivulja:

22
993. x*+y2=q?  (hrudnica). 994. 4 # =1 (elipsa).
995. »’ =2px (parabola). 996. x4+ 3 = 4 (astroida).

997. y=ach-— (lananica).

a
998. x=a(r—sint); y =a(l—cost) (cikloida).”
999. x=acos’t, y=asin’1 (asiroida).

Nadite diferencijal luka, a takoder kosinus ili sinus kuta, koji zatvara polarni
radijus i tangenta za svaku od ovih krivulja:

1000. r = ap (Arhimedova spirala). 1001, » =2 (hiperbolna spirala).
®

1002. r = g sec? % (parabola). 1003. » = cos zf (kardioida).

1004. r = a®  (logaritamska spirala). 1005. r* = a®cos2¢ (lemniskara).

Izracunajte zakrivljenost zadanih krivulja u oznadenim tackama:
1006, y = x* —4x*—18x?> u ishodistu.
1007, x*+xy+y* =3 uracki (I; 1.
2
pe

2
1008. — + Loy u tiemenima A4 (a, 0) i B (0, b).
a b?



104 EKSTREMI FUNKCIJA I PR{MJENE DERIVACIJA U GEOMETRLJI 111

1009. x =12, y=1¢> utacki (1; ).

1010. »2 = 2a%cos2p U tjemenima s polarnim kutovima ¢ =0 i ¢ = =.

1011. U kojoj ta&ki parabole y* = 8x zakrivijenost iznosi 0,128

1012. Nadite tjeme krivulje y = &*.

Izradunajte polumjere zakrivljenosti (u po volji odabranoj taCki) zadanih krivulja:

1013. y = x* (kubna parabola).

2 2 2 .
1014. = + y—2= 1 (elipsa). 1015, x =2 — Iny
a b 4

2

1016. x = acos’t; y = asin®t  (astroida).

1017. x = a(cost+tsint); y = a(sint—tcost) (evolventa kruénice).
1018. r = a® (logaritamska spirala).

1019. r = a(1+cosg) (kardioida).

1020. Nadite najmanju vrijednost polumjera zakrivljenosti parabole y? = 2px.

1021, Dokazite, da je polumjer zakrivljenosti lancanice y =a chi jednak duljini
odsjetka normale. a

Izracunajte koordinate sredidta zakrivljenosti zadanih krivulja u navedenim tatkama:

1022. xy = 1 u taéki (1; 1). 1023, ay? = x® u tatki (a, a).
Napisite jednad¥be kruZnica zakrivljenosti zadanih krivulja u naznalenim tackama:
1024, y = x> — 6x+10 u tacki (3; 1). 1025. y = ¢ u tacki (0; 1).

Nadite evolute krivulja:
1026. y* = 2px (parabola).

1027. ::—:—I- i—: =1 (elipsa).
1028, Dokazite da je evoluta cikloide
x =a(t—sint); y=a(l—cost)

pomaknuta cikloida.

1029. Dokazite da je evoluta logaritamske spirale
r=ae

takoder logaritamska spirala s istim polom.

1030. Pokazite da je krivulja (evolventa kruzZnice)
x =a(cost+tsint); y=a(sint—tcost)

evolventa kruZnice x = acost; y =asint.
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GLAVA IV

NEODREDENI INTEGRAL

1. Neposredno integriranje

1°. Osnovna pravila integriranja.

-

Ako je F'(x) = f(x) onda je | f(x)dx = F(x) + C,

gdje je C po volji odaberiva konstanta.

[Af(x) dx = AJ]‘(x) dx, gdje je A konstanta.

_[[fl () £ f2(x)]dx = Jfl (x)dx £ sz (x)dx.

Ako je If(x)dx =F(x)+C i u=gp(x), onda je '{f(u)du =F(u)+C.
Poseban sluéaj je

Y

Jf(ax+b)dx = lF(ax+b) + C (a#0).
a

2°. Tablicd jednostavnijih integrala.

s n+l
[. |x"dx =" +C, n# —1.
N n+1
1I. d—x=ln|x|+C.
J x
d‘A ] . B
I 3 a 2=—arctgi+C=—-]—arcctg£+C, (a #0).
JXx"+a a a a a ’
" dx [ xX—a
1V. 3 2=—ln +C (a#0).
JXx“—a 2a lx+ua
dx 1 a+x
— = =—1In +C (a#0).
Ja*=x* 2a la—x )
d )
V. 7x=ln|x+\/x2+azl+c (a #0).
\/.vcz-i-aZ :
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“

VL d—x=arcsini+C=—arccosi+Cl (a>0).
JVat—x? a a
VIL |adx =24 C (a>0); Je‘dx=e"+C.
J Ina
VIII. |sinxdx = —cosx+C.
I1X. |cosxdx =sinx+C.

A

X. dx =tgx+C.
Jcos®x
XI. .df = —ctgx+C.
Jsin” x
XII. |——=1In tg~x~|+ C = in|cosecx —ctg x| + C.
Jsinx 2
) X 7
XI1TL =In tg(—+—>‘+C=ln|tgx+secx| + C.
Jcosx 2 4

~

X1V. |shxdx =chx+C.

n~

XV. |chxdx =shx+C.

XVI. d—f=thx+c.
Jchx
" dx
XVII. = — cthx+C.
Jsh?x
Priwgjer 1. [(ax? + bx 4 ¢)dx = fax®dx + [bxdx + [cdx =

x® x?
=afx2dx+bjxdx+cfdx=a?+b3 + x4+ C.

Primjenom osnovnih pravila 1), 2), 3) i formula za integriranje izralunajte ove

integrale:
1031. [5a%x%dx. 1032. [(6x*+8x+3)dx.
1033. [x(x+a)(x+b)dx. 1034, [ (a+bx®)*dx.
— dx
1035. [/2pxdx. 1036. -l.?/?

2

1=n 2 2
1037. .[(nx) n dx. 1038. J(a3_x3)3 dx.
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al - _ , N 2 2_
1039 | (v/x+ 1) (x—Vx+1)dx. 1040, [ DT
J |
MM _ 1\2 L — =
1041, | =300, 042, (\/a—_\/x)“ i
S |
1043, |-9% toad |—9x
Jx?+7 Jx*=10
1045, | —3X 1046, | 9%
It JVB—x?
V2+x2-2-x2 1048%. a) [1g’xdx;
1047. ———" dx. P
- Va—xt b) [th?xdx. thc- ol o =/
1049. 2) [ctg’xdx; b) [ cth®xdx. 1050. [3%c*dx

3°. Integriranje prethodnim svodenjem na oblik diferencijala. Pravilo 4) znatno
profiruje tablicu jednostavnijih integrala. Naime, na osnovu toga pravila tablica integrala pri-
mijenljiva je neovisno o tome da li je varijabla integriranja nezavisna varijabla ili derivabilna funkcija.

Primjfer 2. .[L=i .(SX—Z)—%d(Sx—2)=
USx—Z 5.
1 1
O PO TP et AN Y
_5,[ =37 =3 —;VSx-2+c,
2 2

gdje smo stavili # = 5x- 2. PosluZili smo se pravilom 4) i integralom 1 iz rablice.

xdx 1 d(x? 1 .
Primjer 3. 1|A =~’( S8 =—ln(x2+|/l+x')+c.
Vi+x 2)y1+GHr 2
Sutke smo podrazumijevali da je # = 2%, pri ¢emu smo primijenili pravilo 4) 1 integral V
iz tablice.
1y 1
Primjer 4. [x’ e*dx = ?J e d ()= 3 e + C

na osnovu pravila 4) i integrala VII.

U primjerima 2, 3, 4 prije primjene bilo kog integrala iz tablice prethodno smo doveli
zadani integral u oblik

JI@ON ¢ ()dx = [f(w)du, gdie je u = p(x).
Takvu pretvorbu nazivamo dovodenjem pod zngk diferencijala.

Korisno je da spomenemo <&esto primjenjivane transformacije diferencijala, koje su
napose upotrijebljene u primjerima 2 i 3:

a) dx=—1d(ax+b) (a #0); b) xdx=%d(x2) itd.
a
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Primjenom osnovnih pravila i formula za integriranje, izralunajte ove integrale:

1051%*, J“’dx .

1053,
)

1055.

1057.

a—x

M1 —3x
3+2x

dx.

fax+b
ax+f
(x2+5x+7
x+3

dx.

dx.

1059.

1063*.

1065. J dx

\/l—y.
J X dx.
Ixre1

3x2+5

r 2
<a + L) dx.
x—a

1061. j bdy

1067. J dx

(a+b)—(a—b)x*

(O<b<a).

1069.

1071.

1073.

1075.

1077.

1079. | ————
‘ Jatx?+b?

J3x?-2

K
n
=
%
+
—

1078. J xdx

1052+*, JM’ dx.
2x+1

1054. J"dx

a+bx

2
1056. j" +1ix.
x—1

4 2
1058. JL)‘“dx.
x—1"

1060*. J X dx.
(x+1)

1062. |/a—bx dx.

Y

1064, M dox.
J X
[ dx

1066. .
J7x*—8

2
1068. J dx.
x2+2

~

2 fu—
1070. x"—5x+6

x*+4

1072. j _dx

\/7—5x2'

1074. J 372X .

dx.

5247

1076.J X+3 4y
x?—4

2x2+3

1080 J_x_@c_

at—x




S
2
X

J1+x8

1083. \/ aresnx ;.

1081. dx.

1—x?

v

(x — \/a_r;:tg 2x
J 1+4x2
1087. [ae™ " dx.
1088. (4> dx:

1085.

1090. J(e te de

dx.

1092. J
)ax

1094. Jx-7‘2dx.

V= dx
1096. IS —.
J

X

1098. | 5 a—be*dx.

1100*.J~ dx
243

1102. .[
1-

1104. [sm (a+bx)dx.

1106. [ (cos ax +sin ax)” dx.

1108. Jusin(lgx)(—j—xl
X
1110%. [cos” x dx.

1112, ‘ ctg®axdx.

NEPOSREDNO INTEGRIRANJE
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2
1082. J xdx
Jxb—1
X
arctg
1084. 2 dx
44x?
1086. J dx :
VA +x)n(x+4/1 +x2)

1089. [(c'—e ")dt.
x 2
1091. J (@=b9 4
a*b*

1093. [ e &0 ydx,
1

1095. Ji dx.
xl

1097.J ¢ _4x.

e*—1

x 1 x
1099¢ J\(ea + l)je"dx.

101, | -£9x
J14+a*

[ edt
JJ1—e

[ x
1105. | cos — dx.
J2

1107. fcos \/; d—i
v

X

1103.

1109*. (sinzxdx.

1111. fsec2 (ax+ b)dx.

« dx
1113. J —.
. X
sin —
a
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ot s Gim [E 42"
1114, ‘L‘
-
J 3cos<5x - —)
4
" xdx
1116. .
Jcos?x?
~ 1 2
1118. ( - — l) dx.
J\sin x \/2

J’ctgxdx.
dx
Jix
tg —
5

chtg(x2+‘l)dx.

1120.

1122,

1124,

m .
X . X

cos — sin— dx.

J a a

1126.

1128, |95 94X 4y

Jsin®ax

SIn X COS X

1130. :ﬂ'—dXA .

2 -2
v \/COS_.\’—SII'I X

~

1132, | tg® Zsec? X dn.
JT o3 3
.2
3
1134, | <8 ¥ gy,
v Slﬂ2X
. o
1136, (cos ax +sin ax) dx.
J sinax
1138. [(2sh Sx—3ch5x)dx.
1140. (-di.
Jshx
1142.J dx
shxchx

1144, [cthx dx.

NEODREBENI INTEGRALI

v

dx

1115, j—-
sin(ax+b)

1117. [ xsin(1—x%)dx.

1119. J’tgx dx.

"

1121, |ctg —— dx.
J a—b
1123. | tg/x &
J Jx
12s. |
J sinxcos x
1127, [ sin>6x cos 6x dx.
1129. Jﬂ dx.
3+cos3x

1131. ]'\/1 +3cos? x sin 2x dx.

1133.

1135.

o/

1137.

Vi,

COSZ_ X

[ +sin3x
> ~dx
cos” 3x

cosec? 3x
—— - dx.

b—actg3x

1139, fsh®x dx.

1141.

dx

chx

1143. jth x dx.



Izracunajte neodredene integrale:

1145,

1147.
1149.
1151.
1153.

1155.

1157.

1159.
1161.

1163.

1165.

1167.

1169.

1171.

1173.

T JV4-3x2
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J‘xs 5—x?dx.
s
JxP+5

(3 - V2432
J 2437

[ dx

I

(tg 3x —ctg 3x

dx.

dx.

dx.

J sin3x
sec? x

\/tgzx—2

dx.

sin x

| a ~cosxdx.

~

xdx
JVI=x*

L2 X
sin?<-dx.
2

dx

»

X
J COoSs —
2]

tg\/x-l

J x—1

~ arctgx

+xIn(1+x%) +1
J 1+x?

2
ﬂ(l—sini>
VoV
. P
SIn —=
2
r 2
a+x° 4
Jx(1+x%
[ 5-3x

dx.

dx.

1146,

1148.

1150.

1152,

1154.

1156.

1158.

1160.

1162.

1164.

1166.

1168.

1170.

‘1172,

1174.

xe~

Jx —4x+1

x3—1

J x+1

dx.

(1—si
—Sin x
——dx.
J x+cosx

”~

dx

JxIn?x

”
<2+ Zx )——dx .
J 2x*+1/2x*+1

~ 2

dx.

JYx®+1
thzaxdx.
" sec’ x dx
JVa—tg?x

/1+Inx

J X

rn

xdx

dx.

J sinv(xz).

SIN X —COS X

dx.

Jsinx+cosx

2
X
dx.
jx2~2
j s Ssin 2x dx.

J dx
E+1”
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1175. dx 2 1176. jﬁe_ i
o(a+b)+(a_b)x 82x_2
(0<b<a). -

f dy 1178. jsin (1 + %)d,,

11177, | —M. T
Jsinax cosax x
r dx arccosz

1179, [————. 1180, | —— dx.
Jx(@—-In’x) \/4—x2

1181, | e sec? xdx. 1182, Jsinxcosx dx
y V2—sin“x

[ dx L

83, | m¢Fﬁﬂ1%x
’ 1—-x?

1185, |- SCX 18X 4 1186. f LS4
Jsectx+1 4+cos”2x

i 2

1187. d—xz_ 1188. .[ In (x++/x?+ Dy

J1+cos?x ‘ 14 x?
" 3thx

1189. |x*ch(x*+3)dx. 1190. J dx.

ch®x

2. Metoda supstitucije
1°. Zamjena varijable u neodredenom integralu. Uzmimo da je
x = o@(1),
gdje je t nova varijabla i ¢ neprekinuto derivabilna funkcija, pa dobivamo

[ dx = [f[p(t)]¢ (1)d1.

Funkciju ¢ nastojimo odabrati tako, da desna strana formule (1) dobije oblik pogodniji za inte-
griranje.

Primjer 1. Izratunajmo
fox— 1 dx.
Rjefenje. Prirodno je da uzmemo t=.V x—1, odakle ¢ée biti x=124+1 1 dx= 2t dr. Zbog toga je
fxla—Tdx= @4+ Dt 2dr =2 [(* +Bdr=
2 2 2 2 2
=—54+ -8B+ C=—-(x—-D*+—=-(x—-1D2 +C.
3 + 3 =+ S (x—=1) 3 (x—1)?2 +

Ponekad primjenjujemo spustituciju oblika
u =g (x).
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Prerpostavimo da smo podintegralni izraz f (x) dx uspjeli transformirati u oblik

() dx = g (u)du, gdie je u = p(x).

Ako nam je fg (©) du poznat, 1j.
vl’g(u)du =Fw+C,-~

onda je

[reax = Flp +

Taj nadin smo zapravo ve¢ i primijenili u 1,3°

Primjere 2, 3, 4 (1) mogli smo rijedit i ovako
1
Primjer 2. w=5x —2; du=5dx; dx=?du.
N
dx lJ’du 1 u? 2
———=—|—=—— 4C==1]5x—2 +C.
IV—Sx—Z S 51 -5
<2
.. du
Primjer 3. u=x%; du=2xdx; xdx——z,
1 du 1
ln(u—}-]/l+u‘)+C——-ln(x-—|-V1+x’)+C

j xdx [
Ji+= 21V e 2
L. : du
Rrimjer 4. u=2x; du=3x2dx; xzdx=?.
-

1 1
J.x%"‘ dx = 3 e¥dy = 3 e’ +C =3 e +C.

2% Trigonometrijske supstitucije.
1) Ako integral sadrzi radikal Vaﬂ—x% onda obi¢no stavljamo x =a sint; odatie dobivamo

\/az—xz =acost.

2) Ako integral sadrzi radikal |,/x9~aﬂ, stavljamo x =asec z; odatle dobivamo
JIxt—at= atgt.

3) Ako integral sadrZi radikal [x*+a?, stavljamo x=a tg 1; odatle slijedi
\/)CZ-I-(IZ = asecl.

Napomenimo da trigonometrijske supstitucije nisu uvijek pogodne.
Ponekad je umjesto trlgonometrusklh supstitucija povoljnije upotrijebiti hiperbolne sup-

stitucije koje su analogne (vidi primjer 1209).
O trigonometrijskim i hiperbolnim supstitucijama detaljnije vidite u 9

Primjer 5. Nadimo
l. 1 dx.

dr

Rjesenje. Stavimo x =tg:. Prema tome je dx = S
cos

8 Demidovié: Zadacl
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[Vx2+l d Vigrte+1 d: {seclcos"t dt
—_—dx = = =

x2? tg2r  costt sin?z  cos?t

de sin? 1 + cos?t dr cos ¢
= - = - di=|—— + - d: =
sinfrcost [} sin®f-cost cos ¢ sin® ¢

1 S,
=1In|tgtd-sect| — ——+ C=Inlegr + |1 +1g%¢| —
sin ¢

[/1+["z x2+41
—7g.+C=ln|x+|/x2+l| -
X

tgt

1191. Primjenom navedenih supstitucija izraunajte integrale:
2 Jdix oL
x+/x2=2 t

) J dx R x = —Int;
e“+1

¢) Jx(5x2—3)7dx, S5x*-3=1;

d) .[ xdx , [ [_x+1;
\/x+1

cosxdx .
C) —_——, t = Sin x.
2
\/1+sm X

Primjenom pogodnih supstitucija izraunajte integrale:

¢ [ 1+x
1192, | x(2x+5)*%dx. 1193. = dx.
v J1 +\/x
1194, | —9% 1es. | 3
Jxax+1 JJe =1
n ~ A 2
1196, |n2xdx 1197, |BresInX”
J Indx x JJ1=x?
~ 2x ro. 3
1198. | ——— dx. 1199, | X 4y
v \/e’ +1 JJcosx
1200*. Id—x.
xv/1+x?

Primjenom trigonometrijskih supstitucija izracunajte integrale:

2 3
1201, |X9% 1202. j x dx

\/l—xl’, x/2—x2'

v

+ C.
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2 2
1203, J\/"——a dx. 1204, JL
X x~/

xz—I.

2
1205, Jﬁ‘jdx. 1206+, J _dx
X x2Ja~x?

1207. j\/i —x%dx.

1208. Izracunajte integral

A

J_ dx
\/x(l—-x)

pomocu supstitucije x = sin? r.

1209. Nadite
I \/m dx,
primjenom hiperbolne supstitucije x = a sh ¢.
Rjesenje. Imamo ]/c—z—i——\:2 = mesth =achs/ i dex =achids.
Qdatle je

[Va*+ x*dx = [achi-achide =

J' o ‘)JchZ(-l—l ; az(l bas ) -
catehtrdi =g [ — di=—|—3 ! =
N “ 2 2 2 T

a

-~%-(Shtchl+t)—|—c.

Buduéi da je

X [a? + x2
sht=—, cht=-—""
a a

x+ ety 2

a

el =cht+ sht =
to konaéno dobivamo:

J/a2+x2dx= ;Vaz-}—xz + %-ln(x +Va? + %) + C,,

. a’ . )
gde je C;=C— 3 In 2 nova po volji odaberiva konstanta.

1210. Nadite
M x2dx
Jri_at

stavivéi x = ach ¢
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3. Parcijalna integracija
Formula parcijalne i;ltegraciie. Ako su u=g(x) i v=y¢(x) derivabilne funkdije,
onda je

fudo=uv— [ovdu.
Primjer 1. Nadimo

fxlnxdx‘

dx x?
Stavimo #=Inx; dv=x dx, paimamo du= —; ov= 7 QOdatle je
x

x? x?dx  x? x2
xlnxdx=—-Inx— | —— = —lnx — — +C.
2 2 x 2 4
Ponekad provodimo parcijalnu integraciju po nekoliko puta, da zadani integral dobije oblik

integrala iz tablice. U nekim sluZajevima parcijalnim integriranjem dobjvamo jednadzbu iz koje
se traZeni integral moZe odrediti.

Primjer 2. Izraunajmo
[ex cos xdx.
Imamo fe" cosxdx = fe-‘d(si.nx) = e*sinx — fe"sin xdx =
= e*sinx + [¢¥d (cosx) = ¢*sinx + e¥cos x — [ e¥cosxdx.
Zbog toga je
J ¢ cosx dx = e*sin x4 ¢* cos x — [ e cosxdx,
odakle slijedi

X
(ex cos x dx = %(sinx + cosx) + C.

Primjenom formule za parcijalnu integraciju izralunajte integrale-

1211, [Inxdx. 1212, [arctgxdx.
1213. [arcsin xdx. 1214. [xsinxdx.
1215. [ x cos 3x dx. 1216. Jx—xdx.
I e
1217, [x-27*dx. 1218%%, [x%e>dx.
1219*. JA()C2 —2x+5)e Tdx. 1220%, ( Pe 3 dx.
1221. [xsinxcosxdx. 1222%. [(x*+5x+6)cos2x dx.
1223. [x*Inxdx. 1224, [In®xdx.
1225. F“—: dx. 1226, | 0¥ 4x.
X JVx
1227. [xarctgxdx. 1228. [xarcsinxdx.
— [ xd
1229. [m (x+v1+x?)dx. 1230, | 2%
Jsin’ x



4 INTEGRALI § KVADRATNIM TRINOMOM 117

1231, f" =% dx. 1232, Ie"sin xdx.
©J sin“x A
1233. [3*cosxdx. 1234. [e™sin bxdx.

1235. [sin(inx)dx.

Primjenom raznih metoda izraunajte integrale:

1236, jxae"zdx. 1237. j-eV;dxA
1238. j(x2—2x+3)lnxdx. 1239. fxln LM
' 1+x
2 il
1240, jl—“ > . 1241, |0,
X J X
1242.  [x”arctg3xdx. 1243. [ x(arctgx)? dx.
1244, [(arcsin x)*dx, 1245, |2MX
v J X
1246. aresiny/x dx. 1247. jxtgz 2x dx.
J \/I —X
o,
Sin~ X '
1248. - dx. 1249. '-cosz (In x) dx.
M 2
1250%*, | —— —dx. 1251*.Jd—".
J(x*+1) (x* +a?)?

1252%, |Va*—x%dx. 1253*, J\/A +x2dx.

x2dx

1254*, ——
v \/9—x2

4. Jednostavniji integrali s kvadratnim trinomom

1°. Integral oblika
mx+n

ax?~+bx+c¢

Osnovni nadin rafunanja je svodenje kvadratnog trinoma na ovaj oblik:

ax’*+bx+c=a(x+ k> +], (1

gdje su ki ! konstante. Za provedbu transformacije (1) najprikladnije je iz kvadratnog trinoma
odijelii puni kvadrat. MoZemo se posluZiti 1 supstitucijom

2ax+b =1t.
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Ako je m =0 onda svodenjem kvadratnog trinoma na oblik (1) dobivamo integral 111 ili
1V (vidi 1, 2°, na str. 105 tablicu jednostavnijih integrala).

Primjer 1.

dx _l dx
202 - 7 217 5 25 7 25\
.[x ot .[(xz—2-—x+—)+( )

4 16) " \2
( 5 S
dix — — X — —
4) 11 4
= — =———arcig ——+C=
2 ( sy o3t 2 3 V31
- — i LA LA
4 16 4 4
2 4x — S
= —arctig——+ C.
V31 V3l
\
Ako je m %0, onda iz brojnika odvojimo derivaciju 2ax+b kvadratnog trinoma
" ax by + [n— 22
J mx + n \[\2_11 ax ) " ?a -
T dx = dx = M
ax? + bx + ¢ ax? + bx + ¢
T nlax® + b + el "’b) d
— —Injax® +bx+c||ln— — || —— ,
2a “ IL 2a) ) ax* + bx + ¢
Primjer 2.
Lox -1 )
x—1 2 * 2 1
dx = dx=—1In}x> —x— 1| —
x2—x —1 x*—x—1 2
1
d(x_3) 1 1 s
2x — 1 — |5
- — 0 a - x )| ——ln|——= |+ C
2 ( 1)2 s 2 25 fax -1+
x— —| ==
2 4
i na taj nalin dolazimo na prije razmotreni integral.
L 4

2°. Integrali oblika

mx+n
J: dx.
Jax*+bx+c.
Metode ratunanja analogne su ranije razmotrenim metodama. Na kraju se integral svodi

pa integral V, kada je a>01 ga VI, kada je a<0.

Primjer 3.

16 4

N dx 1 dx 1 . 4x—3
- = — | —/—————— = = aesIn +C.
.[]/2+3x—2x2 Vz_[l/zs ( 3)2 2 5
X
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4
Primjer 4.
x+ 3 1 2x + 2 " dx
==t e
V=2 ¥ 2x—2 2jvx2+2x+2 Ve +1ye+1
=V 4+2¢ [ 242Inx+ 1+ V2 F2x +2) =
3° Integrali oblika
J dx
(mx+n) \/axz.-l- bx +ec
Pomodéu supstitucije °
1 -

=1

mx-+n

ove integrale svodimo na integrale oblika 2°.

Primjer 5. Nadimo
dx
[(x + D21
Rjesenje. Stavimo [
1
1=—.
® *+ [}
odakle je
dr
dx = - —.
1
-
Imamo:
ds

]

° ,[({-i—l)d;m:jlﬁ _[Vl_z,Jrz,a
i} el
V2 Vi_ 27 ]/2

- x4 )26+ 1) +0 .
x+1

4°. Integrali oblika
‘\/ax2+bx+cdx.
Odvajanjem punog kvadrata iz kvadratnog trinoma dani integral svodimo na jedan od

ova dva osnovna integrala (vidi br. 1252 i 1253)

. — N 2 '
1) JJaz—dex=%\/a2—x2+9-2—arcsin—x—+C, (a>0);
a

v

2) JJx2+Adx = g-\/x2+A + —‘;-ln|x+\/x2+A| +C.
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Primjer 6.

NEODREBDENI INTEGRALI

v

— 1 — 1+
fVl_—_Zﬁz—_xzdx—fVZ—(l FaRd( +x) = ?Vl —2x — x* +arcsinv—_2x + C.

Izratunajte integrale:

~

dx

1285. | 5——_.
Jx +2x+5

n

dx

1257, |[———m.
J3xP—x+1

i -2
1259, | X=2 4x.
Jx?—4x+5

.,

xdx

1261, | ———.
Jx2—6x+10

1263.

r 3x—6

1265. | —/——dx.
B \/x2—4x+5

"

X

1267. dx.

Jsxr—2x+1
8 dx
1269. | —————.
J x\/x2+x+ -1
( dx

1271, | 57—
J e+ D) VxP+2x

1273. '[\/ x—x2dx.

1275, | x4
) Jx*—4x? +3'
f e*dx
1277.

J \/l+e"+e2“

Inxdx
J x\/1—4lnx—ln2x-

1279.

1256.

1258.

1260.

1262,

1264.

1266.

1268.

1270.

1272,

1274.

1276.

1278.

~

dx
J xI42x

xdx
Jx*—7x+13

[x=D?

X.
Jx*+3x+4

r dx
JV24+3x—2x?
" dx

JNx2+px+q
(a8

JV1l—x—x2

f dx

J X\/l—xZA
" dx
Jix—1)/x2=2

dx.

[ x24+2x+5 dx.

R
\/2—x—x2 dx.

COS x

Jsin2x—6sinx+12

~

sinxdx

JJcos?x+4cosx+1
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5.-Integriranje racionalnib funkcija

1°. Metoda neodredenih koeficijenata. Integriranje racionalne funkcije nakon odva-
janja cijelog dijela svodimo na integriranje pravog racionalnog razlomka

P(x)
Q)

gdje su P (x) i Q (x) cijeli polinomi, pri éemu je stupanj brojnika P (x) niZi od stupnja nazivnika
O (x). Ako je

M

0(x) =(x—a)...(x=D

gdje su a, ..., ! raziiit realni korijeni polinoma Q (x), a a, ..., A prirodni brojevi (viSestru-
kosti korijena) onda je provedivo rastavljanje razlomka (1) na parcijalne razlomke:

P(x A A A,
( )E ! 2 sttt +
0x) x—a (x—a) (x—a)
L L L
R e T (2)
x—1  (x=1) (x—1)
.Za izratunavanje neodredenih koeficijenata A;, A, ..., L1 svodimo obje strane identi-

tera (2) na cijeli oblik, a zatim izjednadujemo koeficijente s istim stupnjem varijable x (pro nadin).
MoZemo rakoder te koeficijente odrediti tako da u jednadibu (2) ili njoj ekvivalentnu uvrstimo
za x prikladno odabrane brojeve (drugi nacin).

Primjer 1. Tzratunajmo

x dx 7
J(x—1)<x+1>2 -

Rjesenje: Imamo
x A B, B,

G—DE+1)2  x—1 +x+l (x+ 12
Odakle je
x= A+ 12+ B (x—1){x+1)+By(x — ). 3)
a) Prvi nadin odredivanja koeficijenata. NapiSemo identitet (3) u obliku
x=(A+B)x*+ 2A+ B)x+ (A — B, — By).
Jzjednalivsi koeficijente uz iste potencije od x, dobivamo:
0=A+B,; 1=24+B,; 0=A—B,— B,

odakle je

1 1

A= ; Bl=—‘z; B2=3'

=

b) Drugi naéin odredivanja koeficijenata. Uvrstimo x =1 u identitet (3), pa imamo:
1=A4, 4. A= 1—
4
Uvrstimo Y x= —1, dobivamo:

. )
*]=—322 ). BZ= ;.
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v
Dalje, uvrstimo x=0 i dobivamo:
0=A4—-B,— B,
1
U, BIZA_B1="—I.
Prema tome je
IZLIdx_l[dx+L‘_ﬁ_:
4 ) x—1 4 ) x+1 2 (x4 1)
ISR NI C JU L Ny ol ‘+c
4 4 20x+ 1) x4+ 1) 4 |x+1
Primjer 2. Izratunajmo
( dx
I x®—=2+x -
Rjelenje. Imamo:
1 1 A B C
F_aetx a1y % a1 T
i
l = A(x — 1+ Bx(x —1) + Cx. (4)

Prilikom rjefavanja ovog primjera preporuéljiva je primjena kombinacije obaju nacina
odredivanja koeficijenata. Primjenom drugog nalina uvrstimo x=0 u identitet (4);
dobijemo 1 =A4. Zatim uvrstimo x=1 pa dobijemo | = C. Zatim primjenjujemo prvi
nadin, pa u identitetu (4) izjednalimo koeficijente uz x%. Imat éemo:

0=A+B, tj. B=—1.

Prema tome je

Slijedi da je

7 dx "dx n dx | 1 1 1 +c
= — = |— — = —lnjx—1]— ——+-C.
x Jx—1 (x— 1) nix nl l x—1

Ako polinom Q (x) ima kompleksne k-struke korijene adib, onda se u razvoju (2)
pojavljuju parcijalni razlomci oblika

Mix+N,  MxtN,

, %)
x*+px+gq (x*+px+q)

gdje je
x*+px+q=[x—(a+ib)][x — (a—ib)],
a My, Ny, ..., My, Nj su neodredeni koeficijenti, koje odredujemo na prije opisani nacin.

Kada je k=1 razlomak (5) integriramo neposredno; kada je k> 1 primjenjujemo metodu
sniZavanfa pri &emu prethodno moramo kvadratni trinom x*+4px-+¢ napisati u obliku

et )

i uportrijebiti supstituciju x+§ =z.
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Primjer 3. Nadimo

" x+1
—  ——dx
1+ ax+ 5y
Rjesenje. Kako je

XA dx+S=(x+22+1,

to supstitucijom x+2 =2z dobivamo

— z - 2y _ %
1= [ 2] dz:j ”dz__ Mdz
(22 + 1) (+0 ) @+

1 dz 1
= — — + —2d|— — | =
20z° + 1) J32+l j [ 2(z“+l)]

t 1
=———arctgz—~z—+—arCtgz=
2022+ 1) 22241 2
z+ 1 1 x 43
- _araagz4+C=— ———  — —arcg (x+2)+ C.
2Ern 2 oE SAtangs 7 et

2°, Metoda Ostrogradskog. Ako Q (x) ima viSestruke korijene, onda je

JP () gy = KO [ LG (6)
Q(x) 0:(x) JO(x)

gdje je Q, (x) najveca zajednitka mjera polinoma Q (x) i njegove derivacije Q' (x);

Q2(x)=0(x):Q,(x);
X (x)1 Y (%) su polinomi s neodredenim koeficijentima kojima je stupanj za jedan manji od stup-

nja Qy (x) 1 Qs (x).

Neodredeni koeficijenti polinoma X (x) i Y (x) ratunaju s¢ pomoc¢u deriviranja identi-

teta (6).
Primjer 4. Nadimo
" dx
Je =1
Rjesenje.
[ dx Ax®+Bx+C "sz-l-Ex-l-F
- - + —— dx.
L(x® = 1) x* =1 J 3 —1
Deriviraniem tog identiteta dobivamo:
1 QAx+B)(x* — 1) — 3x2(Ax* 4+ Bx + O) +Dx'-‘-|—Ex+F
(xa_l)z_ (= 1) 1 )

i
1 —(2Ax + BY(x® — 1) — 3x*(Ax? + Bx + C) + (Dx* + Ex + F)(* — ).
Izjednalenjem koeficijenata uz iste potencije od x dobit ¢emo:
D=0; E—A=0; F—2B=0; D+3C=0; E4+24=0; B+F=—1;
odatle je
A=0; B=—-;; C=0; D=0; E=0; F=——§—

i prema tome je
- J‘ dx ] x 2 ( dx -
(F =12  3x—1 3)e—1 (
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Za rac¢unanje integrala na desnoj strani jednadzbe (7) rastavimo razlomak | na par-
XV —
cijalne razjomke:
t L~ Mx +N
= +
»¥—1 x-—1 x4 x 31
1.

=L+ x+1)+ Mc(x—1)+ N(@x—1). (8)

1
Uvritenjem x =], dobivamo L= 3

Izjednacenjem koeficijenata uz iste potencije od x na desnoj i lijevoj strani jednadzbe
(8) dobivamo:
L+ M=0; L~-N=1,
T, ’
M=— —l—; N=- E
3 3

Prema tome je

dx _ 1 [ dx 1 x+2 dx =
¥—1 3)x—1 _?[x2+x+l v
. 1 "
= %ln fx— 1) — %ln(xg—l—x-i- 1) —ﬁarctg%ﬂ-c
i
© dx X 1 x*+x+ I 2x+ 1
J(ﬂ—:)z se—D 9 oy TIETET Ot
Izracunajte integrale:
d _2_
1280, | — & 1281. _[*25—”9 dx.
J(x+a)(x+b) x*=5x+6
i 24 4ix—
1282, |9 1283. JMQ—'»ﬂn.
Jx =1 (x+2)(x+3) (x— 1) (x+3)(x—4)
-~ 3 ~
1284, | F2 4 1285 | 9
Jx>—5x2+4x JXx(x+1)
~ 3 "t — 6%+ 12x2
1286, |~ = 4x. 1287. | 6xz“ X6 4
Jax3—x J xP—6x*+12x—38
[ 5x? [ x?—8x+7
1288, | X HOXHI 4 1289, | S T
J(x—=3)"(x+1) J(x*=3x—10)
~ ~.3
1200 | 22 4y 1201, |XHXEL
J(x?=3x+2)* Jx(x*+1)
m 4 I d
1292. | dx. 1293, | —— :
S Jxt=1 J(x*—4x+3)(x"+4x+5)
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1294, J i 1205, | X |
x4 1 JxT+ 1
1296. JL. 1207, |4
x4 xr4 J+x5)
3 "
1208, | 22 g« 1299. x
(x*+2x+2) JO+ DX +x4+ )7
3
x+1
(x*—4x+5)
Primjenom metode Ostrogradskog nadite ove integrale:
i dx T dx
1301 | —— ———- 1302, | ——
o x DT+ JxT-1)"
C o ds _ F ot —2x2a2

1303, | 1304, | X T2ET2 g
J(x"+1) J(x*=2x+2)

Primjenom raznih nalina izracunajte integrale:

A s AT

1305 |~ — dx. 1306, | —= S dx.
J(xX"+1)(x"+8) Jx T =2x"+1
A, -

1307, | XX g 1308, [

Jx—4Y (x—2) JxT(xT+ 1)

1309. 3—‘?——. 1310%, J#_

' Jx —4x"+5x-2 x(x'+1)

B, | 1312. dx .
Jx(x*+1) (x?+2x+2)(x* +2x+5)
ro2

x“dx dx
1313. e 1314. J—g-—é.
J(x—1) x®+x
6. Integriranje nekih iracionalnih funkcija
1°. Integrali oblika
”n £
jR[x, (ax"'b)"', (ax+b)q”',.,.]dx) 0
cx +d cx +d
gdje je R racionalna funkcija a pi, ¢;; ps; ¢os - - - SU cijeli brojevi.

Tntegrale oblika (1) raunamo pomocu supstitucije
ax+b
. =z
ex+d

gdje je n najmanji zajednicki visekratnik brojeva g,y oy .o o




126 NEODREDENI INTEGRALI

dx
Primjer /. Izralunajmo .

Vax—71 —V2x—1

Rjefenje. Supstitucija 2x—1 =2* daje integral oblika

223dz ~ z2dz
[t [ 2

2t— z z—
Vax—1-V2x=T1

1 )
dz =
z—1

v

=(z+1242Ilnjz—1|+C=(1 +‘V2x—1)2~|—ln(i/2x—l—1)2+C.

IzraCunajte integrale:

~ 3 ~

X xdx
1315. dx. 1316, | X
JVx—1 J3/ ax+b

1317. _dx 1318. dx

IVet14Vx+ 17 I+
oty e

1319,
J3/x+1

€

(x+l)2—\/x+l

" * .
21 |V ax, 122, |
Jx+2 JQ2-x)V1-—x
" "3
1323 | x [F Lax. 1324 Ldx.
J x+1 JVx—1
1325. | “+3 4
. — X‘
J x2\/2x+3

2°, Integrali oblika

[P—n—_(x—) dx,
R «/ax2+bx+c

1320, | ———— = . dx.

(2)

gdje je Py (x) polinom n-tog stupnja.

Stavimo
P, (x)

_ dx
\/?dx = Qn—1(x)\/ax2+bx+c+}..[
ax“+bx+c¢

\/ax2+bx+c‘

gdje je Q,_, (x) polinom stupnja (n— 1) s neodredenim koeficijentima, a A je broj.

Koeficijente polinoma Q,,_, (x) i broj A odredujemo deriviranjem identiteta (3).

+ 4x

(3)

dx
Primjer 2. 2)/x2 4 4dx = dx = (Ax® +Bx* 4-Cx 4+ D) {{x* 4+ 4 +)\[
SENL e ! EET)
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Odatle je
o+ 4x? . (Ax*4 Bx*+ Cx+ D)x I
= (34x? o=+ 4 T —
a4 (3Ax* + 2Bx+ O)|'x* + 4 + P V=t a

MnoZenjem sa ]!’x’—l-i i izjednac¢enjem koeficijenata istih potencija od x dobivamo:

1
A= —; B=0; C=?; D=0; A=-2

I

4
Slijedi da je
S+ 2 —— —

[x21/x2+ 4dx =XT]/x2 +4—2Inx+ X +4)+C

3°. Integrali oblika

~

dx
J . (4)
(x—a)"\/ax2+bx+c
Svode se ne integrale oblika (2) pomodu supstitucije

1

=1
X —a
lzraCunajte integrale:
2 cUs
1326. f _xdx 1327, | X dx.
xiox+1 JJ1—x?
~ 6 ~ d
1328. J X dx. 1329, | ————.
J1+x? Jx7x?—1
R .
1330. J dx : 1931, |- XHL gy
(x+1)°Vx?+2x Jx\/xz—x+1
4°. Binomni integrali
I x"(a+ bx")?dx, (5)

gdje su m, n i p racionalni brojevi.
Uvjeti CebiBeva. Integral (5) moZemo izraziti konaénom kombinacijom elementarnih
funkcija samo u ova tri sludaja:

1) ako je p cio broj;
m

2) ako je cio broj. Ovdje primjenjujemo supstituciju a-+bx" = 2%, gdje je s nazivnik

tazlomka p;
o

n

1
3) ako je +p cio broj. U ovom slutaju koristimo se supstitucijom ax ~"+b = z5.

Primjer 3. Nadimo
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-
Rjesenje. Ovdje je m = — ?; n=

Prema tome imamo sluéaj 2) integrabilnosti,
Supstitucija
1
14+ x% =22

daje: x=(2*— 1)*; dx=122%(z> — 1)®4z. Prema tome je

_ L ~23 3% — 3
I=Jx 2(1+x9‘)5‘dx=12J ¢ D dz=12 l‘(z“~z“)dz=l7—zz7—3z“+c,

(22 —1)?

a
4

gdie je z= |14 [x

Izracunajte integrale:

3
-= dx
1332. Jx3(l +2x%) 2 dx. 1333. f —
Y1+x*
dx dx
1334. . 1335. J—
x*J1+x? . x31+4x3
dx " dx
1336. J‘ —_ . 1337. J —_
x* (24 x%)" Y1+ Y@

7. Integriranje trigonometrijskih funkcija

1°. Integrali oblika

J‘sin"'xcos”xdx = Lyms (D
gdje su m i n cijeli brojevi.
1y Ako je m=2k+1 neparan pozitivni broj, onda stavljamo

mn

I, =— Jsin”‘xcos"xd(cos X) = — J(l—coszx)"cos"xd(cosx).

Analogno postupamo, ako je # neparan pozitivan broj.

sinly  sipllx

11 13

Primfer 1. J‘sinl" xcostxdx = Jsin“‘ % (1 ~sin?x)d (sinx) =

2) Ako su m i n parni pozitivni brojevi, onda se podintegralni izraz (1) transformira po-
moéu formula:

sin?x = ;1 (1—cos2x), cos’x = —; (1+4cos2x),

. 1 .
sin X Cos x = Z sin 2x.
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Primjer 2. [ cos? 3x sin® 3x dx = J (cos 3x sin 3x)? sin? 3x dx =

J’sin2 6x | — cos 6x

1
2 > dx = E'[(sin2 6x —sin®6x cos 6x)dx =

1 1 —cos 12x . 1 /x  sin]2x |-
= ————— —sin?6x cos 6x dx=—(—— - Esm%x)—l-c.

) 2 8 2 24
3) Ako su m=—p i n= —v cjjeli negativni brojevi jednake parnosti, tada je
dx _
Imn = |—————— = |cosec*xsec’ " ?xd(tgx) =
sin” x cos” x

lad - ntv
2 2 2yz !
=J<1+ i > (I+tg?x) ~ dagey = |UHED2 00y
tg” x tgh x

Posebno se na taj sludaj svode integrali

X b4
de._Lj d(7> , J_d*__J d<x+7>
Sin"x 2"_1 - “x p X COva . v( 1[)
sin“— cos" — siIn | x4+ —
2 2 2

= .[secﬁx d(tgx) = {(1 + gl d(igx) = tgx + %tg3x—|- C.

cos? x

L dx ] dx 1 X x
Primjer 4. |— == | — = —[tg~ ¥ —sect —dx =
sind x 28 ] x x 8 2 2
. sin® — cos® —
2 2

. dx
Primjer 3. J‘

2
] LJ(H;E) we Sormd o2 e b2 ]afa) -
8 tg’i 2 2~ 2 tgi 2 2
2 2
_ tggx
=]_ _ ! + 2In tgil-{-—z + C.
4 NEs 2 2
2tg~3

4) Integrali oblika ftg"’x dx (ili fctg"'x dx), gdje je m cijeli pozitivni broj, ratunaju se pomoéu
formule

tg?x = sec’x—1

(ili ctg?x =cosec® x—1).

9 Demidovi¢: Zadaci
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’ gdx
Primjer 5. J‘tg"x dx = [tgzx(secﬁx — 1dx = g3 — thzxdx =
g x
)
5) Opéenito se integrali I, oblika (1) radunaju pomoéu formula redukcije (rekurzijskih formula)
koje su obij&no izvedene parcijalnom integracijom.

L. dx sin? x + cos?x . sin x dx
Primjer 6. = dx = |sinx- dx + =

g A
- '[(seczx — Ddx = ? —tgx+x+C.

cos? x cos® x cos® x cos x
e 1 1 [cosx dx + dx _ sinx 1 o C
_smx‘Zcos’x_ 7Jcos”x * Jcosx _Zcoszx_‘_ 2 nltgx +secx|+C.
{zrac¢unajte integrale:
1338. [cos’xdx. 1339. [ sin’ xdx.
1340. [sinz x cos® x dx. 1341. J‘sin3 —Z—cos5 %dx‘
5
1342. j O X dx 1343. Jsin‘*xdx.
sin® x “
1344. [sin® x cos® x dx. 1345. -/ sin? x cos* x dx.
1346. | cos®3xdx. 1347. j df A
o sin* x
Py r 2
1348. -3 1349, | S22 X gy,
J cos® x Jsin®x
1350, |9 1351. % .
Jsin?xcos*x Jsin® xcos” x
1352, dix ‘sin(x+—z>
sin— cos® = 1353. |—— 7 dx.
2 Y sinx cosx
1354. J x| 1355. J‘secs 4xdx.
sin® x
1356. [tg” Sxdx. 1357. [ctg® xdx.
1358. J ctg® x dx. 1359. <tg3% +tg* %) dx.
* 2
cos
1360. jxsinz x? dx. 1361, [ dx.
Jsin* x
. 5.3 [ dx
1362. | sin” x3/cosxdx. 1363, | —————.
J sinxcos® x
dx
1364. .
Jigx
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2°, Integrali oblika
J sin mx cos nx dx, { sinmxsin nxdx i I cos mxcos nx dx.
U tim sludajevima primjenjujemo formule:
. 1. .
1) sin mxcosnx =—E [sin(m+n)x+sin(m—n)x];
. . 1
2) sinmxsinnx = ;[cos (m—n)x—cos(m+n)x];
1 .
3) cosmxcosnx = 3 [cos(m —n)x+cos(m+n)x].
. . . 1 I . 1
Primjer 7. J- sin9xsinxdx = J? [cos Bx — cos 10x] dx = Te sin 8x — 2—Osm 10x+ C.
Izracunajte integrale:
1365. [sin3xcosSxdx. 1366. [sin 10xsin 15xdx.
1367. J.cosi cos X dx. 1368. Jsin i(:os = dx.
2 3 3 3
" 1369. [cos(gx+ b)cos(ax—b)dx. 1370. [sin wtsin(w!+¢)dt.
1371. [cosxcos®3xdx. 1372, [sin x sin 2x sin 3x dx.
3°. Integrali oblika
J R (sin x, cos x) dx, 2)
gdje je R racionalna funkcija.
1) Pomoéu supstitucije
X
tg— =1,
2
odakle je
. 2t 11— "2dt
sinx = 5 COsX = 3 dx—_“—r
1+t 1+1 L4t

integrale oblika (2) svodimo na integrale racionalnih funkcija s novom varijablom 2.

Primjer 8. Nadimo
dx

J

9

1+ sinx 4+ cosx

=1
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. . e x 0 v
Ryjesenje. Stavivii tg 3 =1 imat éemo

2de
142 dr x
I= = |—=1In|l C=In|l14+tg— C.
J’H- 2 1= j.“” SRR R +g2}+
1+ 1422

2) Ako vrijedi identitet

R{—sinx, —cosx)= R(sinx, cosx),

onda za svodenje integrala (2) na raciopalni oblik moZemo primijenit supstituciju tg x =1.

Ovdje je
sin x =—t, Cosx = !
1+ Jite
i
x = arctgt, dx= dr
1412
Primjer 9. Nadimo
[ 0
| + sin?x

Rjesenje. Stavivii
@ dt
> dx = s
[+ 1+

tgx =1, sin*x=

imat ¢emo

I—j dt _E @1 a2y
- 2 N V1422 ijw(,y;)z
¢ +12)(1 + 1+ t’)

= Vl_zarctg(c]/_z) +C= Vi?arctg(ﬁtgx) +cC.

Primijetimo da bismo integral (3) mogli brie izratunati ako bismo prethodno brojnik
i nazivnik razlomka podijelili sa cos? x.

U pojedinim sluéajevima korisno je primijeniti neke doskocice (vidi npr. zadatak 1379).

“Jzraunajte integrale:

1373, |—& 1374. de
J345cosx Jsinx+cosx

1375, |—* 4x 1376, | =X 4x.
J1+4+cosx J1—sinx

1377. dx ) 1378. dx

J8—4sinx+7cosx .cosx+2sinx+3‘



1379**,

1381*,

1383*,

o

1385.

1387.

1389+,

o

v

~

n

3sinx+2cosx

- dx.’
2sinx+3cosx

dx
1+3cos?x

dx

~

~

sin® x + 3 sin x cos x — cos” x

sinx

(1—cosx)?

cos 2x dx.

cos* x +sin* x

dx
(2—sinx)(3—sinx) '

1380.

1382%,

1384%,

1386.

1388.

1390*.
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[ +tgx
J1—-tgx

dx.

n

dx
J3sin?x+5cos?x
.

dx

.2 -
Jsin“x~—35sinxcosx

”m .
sin2x

J L+sin?x

cos x
*2—' dX.
Jsin“x—6sinx+35

(1 —sinx+cosx
- dx.

JI1+sinx—cosx

8. Integriranje hiperbolnih funkcija

Integriranje hiperbolnth funkcija potpuno je analogno integriranju trigonometrijskih funkcija.

Sjetimo se osnovnih formula:

1) ch’x—sh’x=1;

3) ch’x =—; (ch2x+1);

Primjer 1. Nadimo

Rjesenje. Imamo:

2) sh’x = %(ch 2x—1):

4) shxchx = ;—sthA

1
JAch2xdx =I%(Ch2x+ 1dx = Z sh2x 4+ %x + C.

Prinyer 2. Nadimo

Rjesenje. Tmamo:

jcl13xdxzjch2xd(shx) = J(l 4+ sh2x)d (shx) =shx +

sh3x .
+ C.

x
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[zracunajte integrale:

1391, [sh’xdx. 1392, fch*xdx.

1393. [sh’xchxdx. 1394, [sh’xch’xdx.
. R

1395, |—9x 1396, | —9%
Jshxch?x Jsh?xch?x

1397.  [th®xdx. 1398. [cth® xdx.

1399. d—"z. 1400, | — . 9%

: Jsh?x+ch?x J2shx+3chx

1401+, | 9% 1a0p, [S0xdx
Jthx—1 J+/ch2x

9. Primjena trigonometrijskih i hiperbolnih supstitucija na
odredivanje integrala oblika

'[R(x, ax*+bx +¢) dx, 1))
gdje je R racionalna funkcija.

Transformacijomn kvadratnog trinoma ax?+4bx+¢ u sumu ili razliku kvadrata svodimo
(1) na jedan od integrala ovih tipova:

1 JR(Z, m?—z?%) dz;
2) JR(Z, m*+z2%) dz;

3) '[R(z, z2—m?) dz.

Navedene integrale rje$avamo pomodéu supstitucija:

1) z=msint ili z=mthi,
) z=migt ili z=mshi,
3) z=msect ili g=mchut

Primjer 1. Nadimo

dx
= I
j‘(X-I- ) Yxrr2x+2

X422 = (x+ 12+ 1

Rjesenje. Tmamo:

Uvrstimo x4+ 1| =tg¢, tada je dyx=sec’rd: i

/ dx sec? ¢ dt cos t a
= = = I
(x+ D2 )i+ a1 tg2rsect sin? 1
1 Vx2+2x+2 +C

~— 4C=
sin ¢ x4+ 1

I
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Primjer 2. Nadjmo

Jx Vx2+x+] dx=1.

Rjesenje. Imamo:

1\2 3
x2+x+1—(x+ ) T

Stavivsi
1 3 3
X+ — — V—shz 1 clx=£ ch 1dz,
2 2 2
dobivamo:
3 l/3
J = £5h1_i —chl-Echlch:
2 2 2 2
33 3 3|/ ch?® 3
= r shzch?tdr —— ch"zdz_-—-—l——— ~shzcht+—t + C.
8 8 3 8|2
Budu¢i da je
2 1 2
shi=——|x+ —|, ch:= |/x2+x+l
| AN i
i
1 2
=ﬂ(x+—+vx2+x+l)+1n s
2 I3

imamo konaténo:
I 1 (2_'_ +])3_ 1
= —[|x24x 2 — —
3 4

1 3 1
(x+?) Vi Fxrl — Rln x-l—; + I/x2+x+1)+C
IzraCunajte integrale:

1403.[ 3—2x—x2dx. 1404.[ 2+x2dx.

x? 1406 2 _9x42d
1405. dx. . X' —2x+2dx.

9+ x2
1408. J x*+xdx.
1407. '[\/xz—4 dx.

3
1410. J(x2+x+l)2 dx.

1409, x?—6x—17 dx.
dx
. 2. )
1411, dx . 141 J 3
Jx=D/x*=3x+2 (x*=2x+5)7
r dx dx
1413, | ——F—=. 1414. J.—
J+xH)V1-x? (I=xHV1+x*
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10. Integriranje raznih transcendentnih funkcija

IzraCunajte integrale:

1415, [(x*+1)%e™dx. 1416. [x’cos®3xdx.
1417. stinxcos 2x dx. 1418. Jezxsinzxdx.
1419. ‘e"sinxsin3xd.\‘. 1420, Ixe"cosxdx.

’ dx dx
1421, |t 1422, J\/ﬁ
1423. len%“; dx. 1424, '[lnz(x+\/17—|-x-—2)dx.
1425. [xarccos(5x—2)dx. 1426. fsinxshx&x.

11. Primjena redukcionih formula

Izvedite formule redukeija za integrale:

d o .
1427. 1, =J—x i azraCunajte [, 1[5,

(X2+a2)n
1428, I, = [sin"xdx; izraCunajte T, i Is.
1429, |, =J dx ; izraCunajte I 1 I,.
cos"x

1430. I, = Jx"e"‘dx; izraCunajte 1,,.

12. Integriranje raznih funkcija

i dX f _x_5
431, | ———— ‘ 1432, | dx.
J2x —4x+9 JXxT=2x4+2
, .
. d
1433, (— 4y 1434, | ———
. Jx(x*+5)
1435 [ dx 1436 [ dx
Jx+2)% (x+3)? RICES VI C SRS
[ dx i dx
1437, |- —— 438, | — " —.
J(x"+2) JxT=2x"+1
i x dx i 3¥4x
1439. ﬁ 1440. _*2 dx<
Jxi—x+1) J(1-2/x)
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1441.

1443.

1445.

1447.

1449.

dx
1451%, .[

1453.

1455.

1457.

1459.

1461.

1463.

1465.

1467./

1469.

1471.

INTEGRIRANJE RAZNIH FUNKCIJA

~ 2
Wty
J X
(1—32x
JV2x

i 2x+1

———dx.
JV(@x =25+ 1)

n 2

X
T dx.
N

xdx

J \/l—2x2—x4.

dx.

(x2+ax)J4—x

j x —4x%dx.

Jx x?4+2x+2 dx.

f dx
,X\/I—X'f
t 5x

,\/1+x4 *

dx
— 5 - }JS/L?%
JCosxsin® x

»

sin® x
- dx. w{:f
J¥cos®x !

PN
sin? x

5 dx.
Jcos® x

-~

X 7
tg*{ = + = |dx.
Je(5+3)
j dx
2+3cosx

j dx
sinxsin2x

1442.

1444,

1446.

1448.

1450.

1452.

1454.

1456.

1458.

1460.

1462.

1464.

1466.

1468.

1470.

1472,

~

~

[

~

~

Y

J
J

o

~

~

J
J
J

r~

dx
Vetext1
dx
dx
Y5 x+5-x
xdx

(1 +x2)~~/l—x4 E

x+1
3
(x*41)2

Ix?2—9dx.

dx.

dx
xVxtEx+1
dx

x-“\/xz—l'
dx

3 1+

cos* x dx.

I++etgx dx

a

sin? x

cosec® 5xdx.

137

. [(n m
sin (— — x)sm(—+ x)dx.
4 4

dx

2sinx+3cosx—5

dx

cos? x+2sinxcosx + 2sin’ x

. dx
(2+cosx)(3+cosx)-
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1473.

1475.
1477.

1479.

1481.

1483.

1485.

1487.

1489.

1491.

1493.

1495.

1497

1499.

J' xdx
cos?3x

[x*edx.

x*Inv1—x dx.

3"
sin? = cos 22 dx.
2 2

dx
J (tgx—i—l)sinzx,.
"sh\/l—x

dx.
J Vi1—x X

”n
X
dx.

Jsh?x

" x

.
JeF—6e"+13

ZX
-4

Ve + 1dx.

n

oo
x> arcsin— dx.
X

o

¢ [(x?=3x)sin5x dx.

'[arcsin \/;dx.

J sec? x
—F————4dx.
Vigtx+dtgx+1

NEODREDENI INTEGRALIL

1474,

1476.

1478.

1480.

1482.

1484.

1486.

1488.

1490.

1492.

1494.

1496.

1498.

1500.

J‘ cosax
dx.
Vat+sin?ax
.2 "
stm xdx.

[xe*dx.
xarctgx

e,
V1+x

J dx »
(sin x +cos x)? '

j shxchxdx.

shxchx
Jsh?x+ch?x

dx

()2:_2ex

Y%

r e2,\‘

dx.

Y (e"+l)I

J(xz—l) 107 2% dx.

1g:
Jarc§r de.
X2

Jcos(ln x)dx.

[xarctg(2x+3) dx.

.[|x|dx.

v



GLAVA V

ODREDENI INTEGRAL

1. Odredeni integral kao limes sume

1°. Integralna suma. Neka je funkcija f(x) definirana u intervalu a <x<b i
a=1xo<X)< ... <x,=>b ncka je po volji odabranz podjela tog intervala na » dijelova (sl. 37).

Sumu oblika

n—1
S.= ¥ f(&)Ax, (0
gde je o
X SE<xys Axy =i — x5 =0, 1,2, ..., (n—1),
nazivamo integralnom sumom funkcije /(x) u [a, b). Geometrijski S, predstavlja algebarsku sumu
povriina pripadnih pravokutnika (vidi sl. 37).

Y

|

Slika 37.

2°. Odredeni integral. Limes sume S,, pod uvjetom da broj dijelova u teri k besko-
naénosti, a najveca razlika Ax; teti k nuli, nazivamo odredenim integralom funkcije /(x) u granica-
ma od x=a do x=b, t1j.

max Ax;—0 1=0

b
lim Z fE)Ax, = ’[f(x) dx. 2)

Ako je funkcija f(x) neprekinuta u |a, 4], onda je ona integrabilna u [a, 6],1. imes (2)
egzistira i nije ovisan o nadinu diobe intervala integriranja [a, 4] na odsjetke ni o izboru ta¢aka &
na tim cdsjecima. Odredeni integral (2) geomerrijski predstavija algebarsku sumu povrsina likova
koji sacCinjavaju krivocrini trapez aABb, pri &emu se povrsine dijelova iznad osi OX prigodom
zbrajanja smatraju pozitivnim, a one ispod osi OX negativnim (vidi sl. 37).

Definicije integralne sume i odredenog integrala prirodno se uopcavaju na slucaj intervala
(a, &) gdje je a>b.
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Primjer 1. Tvorimo integralnu sumu S, za funkciju

SO =1+ x

u intervalu [1, 10] time da rtaj interval podijelimo na » jednakih dijelova i odabererno
tacke £; tako da su one ujedno racke lijevih krajeva odsjecaka [x;, x;4;]. Kolikije lim Sp?

n—-oo
S L 10 —1 9 . ) 9 )
Rjesenje. Ovdje je Ax;— = i Ei=x=x+iAx;=1 4 —. Odatle je
. n ) n
91 91
JEY)=1+1T4+— =2+ =
n n
Slijedi (sl. 38),

n—I|

n—1 91 9 18 81
S, = i;of(ig)Ax,‘=;0[2+—];=;n-!——[0+ J +---‘|‘ﬂ—|]—

n

n?

81 n(n— ) 81 1 1 8L
=84+ —-— =8+ [l ——|=58———,
T +2( n) 2 2n
. 1
lim S, =358 —.
H— 00 2

Primjer 2. Nadimo povrdinu krivocrtno

g trokuta omedenog lukom parabole y =x® osi OX
i vertikalom x=a (a>0). ‘

Slika 38. Slika 39.

a
RyeSenje. Podijelimo bazu a na n jednakih dijelova Ax = —.

Izabravsi vrijednost funkcije u po-
n
Zetku svakog intervala imat ¢emo:

. 2 N2 2
¥ =0; y2=(%); _Va':[Z(%J ]; yn=|:("_1)_:':|'

’ a
Povriine upisanih pravokutnika izratunavaju se mnoZenjem svakog v, s bazom Ax=—

(sl. 39). Sumiranjem dobivamo povriinu stepenastog lika

2
sn=3(ﬁ) (1+22+3Z+...+<n‘—1>2).
n n

n
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Sluzedi se formulom za sumu kvadrata cijelih brojeva
n(n 4 D1+ 1)

n
B2
k;l 6

nalazimo:
a*(n — Dyn(2n — 1)
Sp = P H
6n
odakle, prijelazom na limes, dobivamo:
) . an—-1H2n—1 a*
S = lim §, = lim ¢ )¢ )=—.
N—>00 n- 00 6nd 3

Izracunajte odredene integrale kao limese pripadnih integralnih suma:

b T
1501. J‘dx. 1502. J(vo+gt) dr,
0

a
ve 1 g su kKonstante.

10 5
1504. '[?fdx. 1505*, Jx’dx.
0 1

1506+%. Nadite povr$inu krivuljnog trapeza omedenog hiperbolom

1
1503. J x%dx.
-2

1
y=-,
X
x=a 1 x=1b(0<a<d)

osi OX 1 ordinatama:

1507+, Nadite
0
flx)= l[sintdz.

2. Izralunavanje odredenih integrala pomoéu neodredenih

1°. Odredeni integral s promjenljivom gornjom granicom. Ako je funkcija 11O

neprekinuta u intervalu [a, 4], onda je funkcija
P

F(x) = [f(t)dt

primitivna za funkciju f (x), tj.

F'(x) = f(x)

kada je a<x<b
2°. Newton-Leibnizova formula. Ako je F’(x)=f(x), onda je

b

i
Jf(x)dx = F()c)=I = F(b) — F (a).
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Primitivna funkcija F(x) izraCunava se odredivanjem neodredenog integrala
J‘f(x)dx =F(x)+ C.
VPn'mjer 1. lzradunajte integral fx‘ dx.
—1
p x-b 4 5 5
Rjesenje. Jx‘dx:— \ =i— (=0 =4Si.
5 S 5 S
By —1
1508. Zadano je
b
j= |9 (b>a>1)
In x
Izraunajte
1) ﬂ; 2) ﬂ
da db
Nadite derivacije ovih funkcija:
X
1509. F(x) = J‘lntdt (x>0). 1510. F(x) J\/-+z dr.
1
x2 V.:_
1511. F(x) = Je"zdt. 1512. | = I cos(t¥)dt (x>0).
x 1
x
1513. Nadite tacke ekstrema funkcije
J.—dt u podrudju x>0.
Primjenom Newton—Lelbmzove formule nadite integrale:
1 -1
1514, J dx_ 1515. d—’j.
[+x x
0 -2
1516 je‘dt 1517. Jcosldt‘
—x ]
Pomocu odredenih integrala nadite limese suma:
. 2 -1
1518*%, lim (lz T )
*n-o \N n n
1 1\ 1P 4
1519%%. lim( ! +—+‘..+—->. 1520. Jim —— "
~o\n+1 n+2 n4n n— oo n” (p>0).
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Izra¢unajte integrale:

2" 8
1521. I(x2—2x+3) dx. 1522. j(«/2x+{/;dx.
1 0

4
6

T1+Ny
1523. J'y—z dy. 1524. J,/x—z dx.
” 2

-3
dx

-3
dx
1525. J—— 1526. J .
25+ 3% x2—1
. 0

-2 .

| 1

x dx y dy
1527. 5 - 1528. .
X“+3x+2 y+2
[0 ~1
1 4
1529, | 1530. JZL
x“4+4x+5 x“=3x+2
(o] 3
L x
1531 j Al 7 sec?
. z 1532, .
) 532 rrfsec o do
0 6
_Vz 3,8
2 dx

~

X -
1533, | —— 1534. .
3 \/[ e VS+4x—x?

)

1535 Sy : :
. . 1536. [ cos®w« da.
’ /y6+4 0‘[ .
bid ez
7 dx
-3 1538. .
1537. Ome @ de. jx In x
sin(In x) “
1539. J‘*— dx. 1540. . [tgx dx.
X .4
1 T
R 1
3 X
e
1541. tot ] 1542, J dx.
541 ._1fc g pde. " [ 42"
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In3

1 n
1543. Jchxdx. 1544, J dx 1545. _[shzx dx.
0 0

ch? x
In2

3. Nepravi integrali

1°. Integrali neogradenih funkcija. Ako funkcija f(x) nije ogradena u bilo kojoj okolini
talke ¢ intervala [a, b] i neprekinuta za a <x<c¢ i c¢<x<b, onda po definiciji stav)jamo:

'[f(x)dx = lim J‘f(x)dxﬁ-lim J f(x)dx. (1)

Ako limesi na desnoj strari jednadzbe (1) postoje i konaéni su, onda nepravi integral nazi-
vamo konvergentnint, a u protivnom sludaju divergentiim. Za c =q ili ¢ =b definicija se na odgo-
varajuéi nadin pojednostavnjuje. '

Ako u intervalu [a, b] postoji neprekinuta funkcija F (x) takva da je F'(x)=f(x) za x3%¢
(uoplena primitivna funkcyja), onda je

b
Jf(X)d)C = F(b) - F(a). (2)
¢ b
Ako je |f ()| <F (x) za a<x <ba j F (x) dx konvergira, onda integral (1) takoder kon-
vergira (kriterij usporedbe). ‘ '
Akoje f(x)20 i lm{f(x)|c—x]"} =AFE o0, AF0, tj. f(x) ~

x—>¢ Je—x|™
onda: 1) za m<] integral (1) konvergira, 2) za m>1 integral (1) divergira,

kada x—c,

2°. Integrali s beskonaénim limesima. Ako je funkcija f(x) neprekinuta za a <x< 00,
onda stavljamo
@ b

I f)ydx = lim | f(x)dx (3)
b- o
a a
i ovisno o postojanju ili nepostojanju konanog limesa na desnoj strani jednadzbe (3) pripadni
integral nazivamo konvergentnim ili divergentnim.

Analogno je

lim Jf(x)dx.

a—=—»
h>+ew 4

a—r =

T f()dx = lim ]‘ fx)dx i rf(x)dxz

(o]
Ako [ f(x)| <F (x) 1 integral fF(x) dx konvergiraju, onda integral (3) takoder konvergira.
‘ 4
Ako je f ()20 1 lim {f(x)x"} =A50c0, AF0, Y. f(x) ~ —. %4 x—>20, onda:
xX—r oo X

1) za m>1 integral (3) konvergira, 2) za m <I integral (3) divergira.

DPrimjer ],
i

—s
i dx ) dx . | . !
=lJim | — 4 lim T=hm(~—l +lm|— — ]| = oo;
=0 . x? =0 ) X* =0\ 7" 70\ 7

1
dx
=
—1 £

integral divergira.
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3

Primjer 2.
0 b
.[ I+ x2 broo
0 0

Primjer 3. Ispitajmo konvergenciju Euler-Poissonova integrala

Je*dx. 4
0

Rjesenje. Stavimo
<] 1 ]
fe*"" dx = fc—’" dx + fe—"‘2 dx.
0 (4] 1

Prvi 1ntegra1 na desnoj strani nije nepravi, a drugi konvergira, jer je ¢ ~** <¢ -** kada je
x=11

b
fa“"dx— lim fe-" dx = 11m (—e~b e~y = ¢!,
b=c0 |

pa prema tome integral (4) konvergira.

Primjer 4. Ispitajmo konvergenciju integrala

oo
dx
e — (5)
x3 +1
1
Rjesenje. Kadax—+ oo imamo:
1 1 1 | 1
&+ 1 I 3 i E
31+ — x2 1+ = X
Ead x*
% dx
Kako integral I?_ konvergira, to na§ integral (5) takoder konvergira.
x2
{

Primjer 5. Ispitajmo konvergenciju eliptickog integrala
1
dx
e 6
[r — ®
0
Rjesenje. Tatka prekinutosti podintegralne funkcije: x= 1. Primijenimo Lagrangeovu formulu
za raziiku 1 —x¢, pa dobijemo:
1 1 1 1

= = 1 et

= Va—»n a2 (-»n" 2

10 Demidovi¢; Zadaci
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gdje x <x,<1. Prema tome ¢emo pri x—[ imati

Kako integral

Vl—]——x‘— N ;_(I I—x):r

1

[

konvergira, to i dani integral (6) konvergira.

Izratunajte neprave integrale (ili ustanovite njihovu divergenciju):

1546.

1548.

1550.

1552.

1554,

1556.

1558.

1560.

sin x dx.

[3

(=]

O~
=<
3 |
| %
=<

(a>1).

1547.

1549.

1551.

1553.

1555.

1557.

1559.

1561.

2

dx

X
-1

JxP4+dx49
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- @

1562. | e~ dx (k>0). 1563. J—arf‘gx dx.
J x“+1
0 0

1564, | —2X 1565. j x
J(x=1D x*+1
2 0

- 1

[ dx

1566. .
J x?—5x?

0

Ispitajte konvergenciju integrala:

100 + o

dx
1567. _
: 3/;+ 2‘\‘/3( +x°

@

dx ( xdx
1569. J— . 1570. J .
' x?+3x*+1 : x> +1

Tt

1 2
1571. Ji——gfi——. 1572, |-9%

0\3/1~x4 Inx

a0

1573. |>0X

dx.

X

v [a

1574*. Dokazite da Eulerov integral prve vrste (beta-funkcija)

1

B(p, 9)= [x"7'(1—x)"""dx
4]
konvergira za p>0 i ¢>0.
1575%. Dokazite da Euleroy integral druge vrste (gama-funkcija)
C(p)= [xP"'e *dx
0

konvergira za p > 0.
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4. Zamjena varijable u odredenom integralu
Ako je funkcija f (x) neprekinuta u intervalu a <x-<b, a x — ¢ (2) je funkcija neprekinuta

zajedno sa svojom derivacijom ¢’(¢) u intervalu « <t <, gdje je a=¢ (a) i b= ¢ (B), pri emu
je f [¢(e)] definirana i neprekinuta u intervatu a <t <8, onda je

b B
Jf (x)dx = J.f [e(D] ¢ (1)dt.
a a
Primjer ]. Tzraunajte
a
fx’/a’~x’-dx (a>0).
0
Rjefenje. Stavimo

x=asint;

dx = acos tdt.

. - x . - . . . . T
Tada je t = arcsin — i prema tome moZemo uzeti daje a =arcsin 0 =0, 8 =arcsin | = 3
a
Prema tome ¢emo imati:
P z
a 2 2
J.x2 I/a2 — x¥dx ='[a2 sintha2 —a*sin?t gcost di = a"J‘sinzt cos?t dt =
0 0 0
ELd L n
2 2 2
at( a at ) nat
=—\sin?2tdr= — |(1 —cosdt)dt = — |t — —sin 4t = —
4 8 8 6
[ 0 0

1576. Moze li se integral
2

Jé/l —x?dx

0

izradunati pomocu supstitucije x = cos r?

Transformirajte odredene integrale pomoc¢u naznalenih supstitucija:

1

3
1577. Jx/x.q.ldx, x=2t—1. 1578. \/d;_“ X =sint.
| v 1-—x
2

s

1579.

2
———, x=sht. 1580. jf(x)dx, x = arctg!.
x“ 4+ o

5|ut>—;w|ts
N
—_



4 ZAMJENA VARIJABLE U ODREDENOM INTEGRALU 149

1581. Za integral
b
[f(x)dx (b>a)

odredite cijelu linearnu supstituciju x = «/+f, pomoéu koje ¢ée pripadne
granice integriranja postati 0 i 1.

Primjenom naznacenib supstitucija izratunajte ove integrale:
4

‘ dx
1582. * x =1
Jl-}-ﬁ
0
29
42/3
1583, | =27 40 x—2=12%

(x—2)23+3
3

In 2

1584. JVe”—ldx, e —1=z%
0

T

1585, Jd%’ g = 2.
34 2cost 2
[o]
3
1586. Jf—xz tgx = 1.
IT+asin”x
0]

Pomocu odgovarajucih supstitucija izratunajte integrale:

1 2 _
2 2
1587. j l—zx dx. 1588. JL dx.
X
1

X

Vo

2
Ings 5

et 1590. jdi
e +3 . 2x+V3x+1

9

1589.

Izracunajte integrale:
3 !

1592. .[—f“z .
(14+x7)

dx
1591. | - ———.
; Vx4 5x+1

5—3cosx

: 4
1593 'l‘\/ax—xz dx. 1594. Jix
0 0
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(50
1595. Dokazite da )e
J‘f(x)dx =2 Jf(x)dx.
—a (o]
kada je f (x) parna funkcija, a da je
J‘f(x) dx =0.

kada je f (x) neparna funkcija,

o (4] s d]
Je_xxdx = 2Je_x2dx = Je dx.
7
0 o

-

1597. Pokazite da je

1596. Pokazite da je

; T
J dx _ Jsm X dy.
arccos x X
0 0
1598. Pokazite da je
2 n
jf(sin x)dx = J f(cosx)dx.
0 o

5. Parcijalna integracija

Ako su funkcije uz (x) i v (x) neprekinuto derivabilne u intervalu [a, 6], onda je

Ju(x)v'(x)dx:u(x)v(x) - J‘v(x)u'(x)dx. )

Primjenom formule za parcijalnu integraciju izradunajte integrale:

x

2 e
1599. [ xcosxdx. 1600. [Inxdx.
0 1
1 n
1601, [ x’e**dx. 1602. [ esinxdx.
0 : 0
-} [c=)
1603, [xe *dx. 1604. [ e *“cosbxdx (a>0).
0 : 0

1605. [e¢ “sinbxdx  (a>0).
0o
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1606*. Pokazite da za gama-funkciju (vidi br. [575) vrijedi formula rekurzije:

I'(p+1)=pT(p) (p>0).
Odatle izvedite da je I' (n L1) = n! ako je n prirodni broj.
1667. Pokazite da za integral

I, = cos" xdx

n

sin" xdx =

Ot |a
O'_ﬁru]::

vrijedi formula rekurzije

1n=n—l

In—2'

1

Nadite /,, ako je n prirodan broj. Pomocu dobivene formule izratunajte I, i

Lo,

1608. Primjenom viSestruke parcijalne integracije izracunajte integral (vidi br. 1574)

B(p, q) = pr"(l—‘X)"“'dx,

gdje su p 1 g cijeli pozitivni brojevi.
1609%. Izrazite pomo¢u B (beta-funkcije) integral

=
2
- s .om n
I Jsm xcos" xdx,
0
ako su m 1 n cijeli nenegativni brojevi.

6. Teorem o srednjoj vrijednosti

1°. Procjena integrala. Ako je f(x) <F(x) za a <x <b, onda je

b
JAf(x)dx < J F(x)dx.
a a
Ako su f(x) i ¢ (x) neprekinute za a <x <b, a pored toga je ¢ (x) =0, onda je

b B )
m f p(x)dx < [f(x)‘p(x)dx <M [ p(x)dx,
a a a
gdje je m najmanja, a M najveéa vrijednost funkcije f(x) u intervalu [a, b].
Napose, ako je ¢ (x) =1, onda je
b

m(b—a) < jf(x)dng(b—a).

a

Nejednadibe (2) i (3) moZemo zamijeniti ekvivalentnim pripadnim jednadzbama:

b

[ 10eeax =10 [ proax

Q)

@

©)
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b

[ S(x)dx = f(&) (b—a),

a
gdje su ¢ i ¢ neki brojevi koji leZe jzmedu a i b.

n
a3
|/ I
I=J‘ 1 + — sin? x dx.
5 2

Rjesenje. Kako je 0 < sin?x <1, to imamo:

T "|/3 i 1,57 < T < 191
—<d{<<— — 5 1. > > .
i 5 <I<

2°, Srednja vrijednost funkcije. Broj

1
b—a

Primjer: Procijeniti integral

p= J‘bf(X)dx

nazivamo srednjom vrijednosti funkcije f (x) u intervalu e <x <b.

1610*. Ne izratunavsi integrale odredite njihov predznak:

2 2n
a) Jxadx; c) JSlnxdx.
1
0

X

n

b) j‘ xcosx dx;
0
1611. Istrazite koji je od dva integrala vedi ne izraCunavsi integrale:
1 1 2 2
a) I V14 x?dx ili J xdx; <) f edx il J e*dx.
0 0 1 1

| 1
b) J. x?sin?x dx ili J‘ xsin?x dx;
0 0
Nadite srednje vrijednosti funkecija u oznadenim intervalima:

1612. f(x) = x*, 0<x <. 1613. /(x) =a + bcosx, —n<x<n.

1614, f(x) = sin’ x, 0<x<m. 1615. f(x) = sin*x, 0<x<nm.
1

dx
1616. Dokazite da je | ————
: j‘l,/2+x—x2
0

Nadite ta¢nu vrijednost tog integrala.

ukljucen izmedu 2 ~ 0,67 i -— =0,70.
3 )2
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Procijenite integrale:

. 1
1617. J‘ /44 xdx. 1618. dx .
[}

+

8+ x
=1
2 T
dx 4
1619. J\ t
f 10 + 3cos x 1620%, J xVitgx dx.
0

5
1621. js””‘ dx
X
v
20071

cos x
dx < .
X 100m

1622. Parcijalnom integracijom dokazite da je 0< J

(00

7. Povrsine ravninskih likova

1°. Povriina u pravokutnim koordinatama. Ako je neprekinuta krivulja zadana u
pravokutnim koordinatama jednadibom y=/(x) [f(x) >0], onda se povrdina krivocrtnog trapeza
omedenog tom krivuljom, dvjema vertikalama u takama x=qg | x=4 te odsjeckom osi apscisa
a<x<b (sl. 40) odreduje formulom

b
S = J.f(x)dx‘ , 1)
a
)
Primjer |. Izralunajmo povriinu omedenu parabolom y = 5 praveima x=1 | x=3 i osi

apscisa (sl. 41).
y Y

S

a X
Slika 40. Stika 41.

Rjefenje. Trazena povriina izraZena je integralom

3
x2 1
S=[—dx=4—.
2 3
1
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Primjer 2. Izraunajmo povriinu omedenu krivuljom x =2—y—3* i osi ordinata (sl. 42).

Rjefenje. Ovdje su zamijenjene uloge koordinatnih osi pa se stoga trafena povrina izraZava
integralom

1
1
S= J-(2 —y—yHdy=4 >
-2

gdje su granice integriranja y, = --2 i yo =1 nadene kao ordinate tataka u kojyima dana
krivulja sijee os ordinata. ’

Y

Slika 42. Slika 43.

U opéenitijem sluéaju, kada je povriina S omedena sa dvije neprekinute krivulje y=f (x)
i y=f,(x) i sadvijevertikale x=a 1 x =5, gdjeje /,(x) <f,(x) za a <x <b (5. 43) imat cemo:

b
s= [t sene @
a
Primjer 3. Izralunajmo povrdinu S zatvorenu medu krivuljama (sl. 44)
y=2—xt 1 ¥ =x% 3)
Rjefenje. Rjesavajudi sistem jednadzbi (3) nalazimo granice integriranja: x; = —1 i x,=1.

Na osnovu formule (2) dobivamo:

t
2 3 S5\ 2
S = (2—x2_x3)dx=(2x_x__ixa) _922Z.
3 37 ), 15

—1

_l Xy 0! X2 | X
Slika 44. Stika 45.
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Ako je krivulja zadana jednadzbama u parametarskom obliku x =g (1), v« - ¢ (£), onda se
povriina krivocrtnog trapeza, omedepa tom krivuljom, sa dvije vertikale kojima su jednadibe
x=a i x=25, te odsjeckom osi OX, izraZava jntegralom

0

S= J V(e (0 di,

.}
gdje se 1, 1 {, odreduju iz jednadzbi
a=¢ () 1 b=¢ () [y =0 u intervalu [r,,t,}.
Primjer 4. Nadimo povriinu elipse S (sl. 45) pomocu njenih parametarskih jednadzbi
X —acos!,
y = bsint.
Rjeenje. Zbog simetrije dovoljno je da izratunamo povriinu jedne &etvrtine elipse i zatim je po;r{
nozimo sa &etiri.
Stavljajuéi v jednadzbi x =a cos ¢ najprije x =0, zatim x-:a dobit ¢emo granice

T
integracije ¢, = 5 i 1, = 0. Prema tome imamo:

E]

7 ab

0
]
:S=Ibsint(—-—sint)d1=ab sin?rds = jiztoga S mab.

n

2

Of——

2°. Povr§ina u polarnim koordinatama. Kada je neprekinuta krivulja zadana u polar-
nim koordinatama jednadzbom r = f (@), tada povriinu isjecka AOB (sl. 46) ogradenog lukom kri-
vulje i sa dva polarna radijusa O4 i OB s pripadnim vrijednostima ¢, = a i , = 8 moZemo izraziti
integralom

B
S= 12 J (/@) do.

Prinyer 5. Nadimo povrdinu koju zatvara Bernoullijeva lemniskata »2: a? cos 2¢ (sl. 47).

Slika 46. Slika 47.

Rjesenje. Zbog simetrije krivulje ratunamo najprije samo jednu &etvetinu traZene povrine

El

1 1
— 8= —|a%cos2¢pdgp =
4 5 ® Ao

Ot—— &
o R
—
o=

£,
=1
N
bl
[
[=3 o
Il
NS

Odatle je S = a2
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1623.
1624.
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IzraCunajte povrsinu omedenu parabolom y = 4x—x? i osi apscisa.

Izracunajte povrdinu omedenu krivuljom y == Inx, osi OX i1 pravcem x = e.

1625*. Nadite povrsinu omedenu krivuljom y = x (x — 1) (x — 2) i osi OX izmedu

1626.

1627.

1628.

1629.

1630.

1631.

1632.
1633.
1634.

1635.

1636.

1637.

1638.

1639.

1641,

x=01x=2.

Nadite povrSinu omedenu krivuljom y* = x, pravcem vy = | i vertikalom
x = 8.

Izracunajte povrSinu omedenu jednim poluvalom sinusoide y = sinx i
osi OX.
M - v . - . . ' o
Izratunajte povrdinu omedenu krivuljom y = tgx, osi OX i praveem x = — .
3

Nadite povrsinu omedenu hiperbolom xy = m?, vertikalama x = a2 i x = 3a
(a>0) i osi OX.
.

Nadite povrsinu koja se nalazi izmedu «versiere» Marije Agnesi y =
x-z + a2

i osi apscisa.

Izrac¢unajte povrdinu lika omedenog krivuljom y = x®, pravcem y =.8 i

osi OY.

Nadite povrs§inu omedenu parabolama y% = 2px i x? = 2py.
IzraCunajte povrSinu omedenu parabolom y = 2x — x® i pravcem y = —x.

IzraCunajte povrSinu odsjecka koji od parabole y = x*> odsijeca pravac
y = 3—2x.
2
Y . ve . X .
Izratunajte povrSinu zatvorenu izmedu parabola y = x?, y = — i pravac
2

y = 2x.

‘o o x? 2
Izratunajte povrS$inu zatvorenu medu parabolama y ==— i y = 4— — x2,
3 3

. . . .. . {
Izratunajte povrSinu omedenu sversierom« Marija Agnesi y =
X2 | + x?
1 parabolom y = —2— .

Izracunajte povr§inu omedenu krivuljama y = ¢*, y = ¢~ i pravcem x = 1.

2 2

. . . . X .
Nadite povrsinu lika omedenog hiperbolom —9—”b—2 =1 1 pravcem
x = 2a. a
2 2 2
1640*. Nadite povr§inu omedenu astroidom x* +y? =47,
Nadite povrsinu izmedu lancanice y =ach =, osi OY i pravca
a .

a 9
= — 1.
v by (e )
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1642. Nadite povr§inu omedenu krivuljom a?y? = x2 (a2 — x2).

1643. lzracunajte povrSinu unutar krivulje

, 2
3
5 4
1644. Nadite povriinu izmedu istostrane hiperbole x> — v2 = 9, 0os1 OX 1 promjera

koji prolazi tackom (5; 4).

- 1 . . .
1645, Nadite povrinu izmedu krivulje y = -, > ost OX 1 ordinate x = 1 (x>1).
X

1646*. Nadite povr$inu omedenu cisoidom jy* = 1 njenom asimptotom

x = 2a (a>0). 2a —x
— 2\2

1647*. Nadite povr$inu izmedu strofoide 32 = xx—ay i njene asimptote
(a>0). 2a —x

1648. Izracunajte povr§inu obaju dijelova na koje parabola y* = 2x dijeli krug
x2+y* = 8.

1649. Izratunajte povrdinu unutar kruznice x2+3y*=16 i parabole x*=12 (y—1).
1650. Nadite povr§inu unutar astroide x =acos®t; y = bsin’t.
1651, Nadite povr§inu omedenu osi OX i jednim lukom cikloide
x=a(r-—sinr), y=a(l—cost).
1652. Nadite povrdinu omedenu jednom granom trohoide

x =at—-bsint,
(0<b<a)
y=a—bcost

i tangentom u njenim najnizim ta¢kama.
1653. Nadite povrsinu omedenu kardioidom

{ x = a(2cost—cos 21),
y =a(2sint—sin2),

1654*. Nadite povriinu petlje Decartesova lista

3at 3ai®
X = ; =

- N y= .
1427 1+

1655*. Nadite povrdinu lika omedenog kardioidom r = a (1 +cos ¢).



158 ODREDENI INTEGRALI v
1656*. Nadite povrinu koja se nalazi izmedu prvog i drugog zavoja Arhimedove
spirale r = ap (sl. 48).
1657. Nadite povrsinu jedne latice krivulje
r = a cos 2¢.
1658. Nadite povrinu omedenu krivuljom
r? = a’sin 4 ¢.

1659*. Nadite povr§inu omedenu krivuljom

r = a sin 3.

Slika 48.

1660. Nadite povrsinu omedenu Pascalovim
puzem = 2+cos@.

1661. Nadite povr$inu omedenu parabolom r = a sec? % 1 poluzrakama ¢ = %

i 7
¢ = —
2
1662. Nadite povrsinu lika omedenog elipsom r = P O0<e<).
I+ecose

1663. Nadite povr§inu izvan kruga r = a omedenu krivuljom r = 2acos 3 p.

1664*. Nadite povr§inu omedenu krivuljom x*-+y* = x2-+42,

8. Duljina luka krivulje

1° Dul]ma lukau pravokutmm koordinatama. Duljina s luka glatke krivulje izmedu
dvije tacke s apscisama x = a 1 x = b 1znosi

Y
s= J. 1+ %dx.

Primjer 1. Nadimo duljinu astroide x?/3+ 32/ =qa?/? (sl. 49). a
[
Rjesenje. Deriviranjem jednad?be astroide dobivamo:
»e
y = F
Prema tome je duljina luka Cetvrtine astroide: Slika 49.

- I

a

]/ YR
J‘ 1+ Iadx JTﬂdx_—.
0

* Odatle dobivamo s = 6a.
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2°. Duljina luka krivulje zadane parametarski. Ako je krivulja zadana jednadibama

u parametarskom oblik" x = (1) i ¥y =4 (1) (¢ (1) i ¢ (1) su neprekinuto derivabilne funkcije),
onda je duljina luka s krivulje

12

s= [ x4y dr,

14

gdje su ¢, i1, vrijednosti parametara koji odgovaraju krajevima tuka.
Primjer 2. Nadimo duljinu svoda (luka) cikloide (sl. 50)
x=a(t —sint),
{y= a(l  cose).
Rjesenje. Imamo x’ =$=a(l —cost) 1y = d—y =asin r. Prema tome je

2n 27

- !
s = IVﬂZ(l —cost)? + a?sin?¢de = ZaJ sin ?dz = 8a.

0 0

Granice integracije £, =0 i ¢, =27 odgovaraju krajnjim tackama svoda cikloide.

0 X
Y
S=8a
a
ol 27a X
Slika 50. Slika 51.

Ako je glatka krivulja zadana jednadzbom r =r (¢) u polarnim koordinatama r i ¢, onda

duljina luka s iznosi
8
a

gdje su x i B vrijednosti polarnog kuta v krajnjim tackama luka.

Primjer 3. Nadimo duljinu &itave krivulje r = a sin? ? (sl. 51). Citava krivulja opisana je tatkom

(r, ¢) kada se ¢ mijenja od 0 do 37.

Ryesenje. Imamo r’:=a sin? %cos % , pa prema tome ¢itava duljina krivulje iznosi

3n R34

i ) . ? L, 3ma
5= a?sin® — + a? sin' --cos? —dp = a |sin® — dp = —.
H/ 3 3 37 I 3T 2

0 0
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1665.

1666*.

1667.
1668.
1669.
1670.

1671.

1672.

1673.

1674,

1675.

1676%,

1677.

1678.

1679.
1680.

1681.
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Izracunajte duljinu luka semikubne parabole y2 = x® od ishodi$ta koordi-
natnog sistema do tacke kojoj su koordinate x = 4, y = §.

Nadite duljinu lanéanice y = a ch-X od vrha 4 (05 a) do tatke B (b; h).
a

IzraCunajte duljinu luka parabole y =2 l/; odx =0do x = 1.
Nadite duljinu luka krivulje y = ¢* izmedu tacaka (05 1)1 (13 e).
Nadite duljinu luka krivulje y=Inx od x=]/3 do x=|/8.
Nadite duljinu luka y = arcsin (¢7*) od x = 0 do x = 1.

IzraCunajte duljinu luka krivulje x = In sec y izmedu y = 0 i y = % .
. .y 1

Nadite duljinu luka krivulje x = %y* -y Iny od y=1doy=ce

Nadite duljinu luka desne grane traktrise

[2_ 2
x =+a*—y¥+aln H%

Nadite duljinu luka zatvorenog dijela krivulje 9 ay? = x (x— 3a)*.

od y=adoy=>b (0O<b<a).

Nadite duljinu luka krivulje y = In [cth %] odx =adox=0b(0<a<h).

Nadite duljinu Iuka evolvente kruZnice

= t+1sint
x a(c-os-i-sm), } od 1=0dot=T
y=a(sint—tcost)

Nadite duljinu evolute elipse

2 2
¢ c?
x =—cost; y= ?smj”t (c* = a* - b?).
a

Nadite duljinu krivulje

x = a(2cos1—cos 21), }
y=a(2sint—sin21).

Nadite duljinu prvog zavoja Arhimedove spirale r = ag,

Nadite ukupnu duljinu kardioide » = a (1 4-cos ).

Nadite duljinu luka dijela parabole » = a sec? A koji od parabole odsijeca
vertikalni pravac kroz pol. 2
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1682. Nadite duljinu luka hiperbolne spirale
re =1 od tacke [2; %] do tacke [% 2;] .

1683. Nadite duljinu luka logaritamske spirale r = gem® (m>0) koji je unutar
kruga » = a.

1684. Nadite duljinu luka krivulje ¢ =—; [r +—l] odr=1dor=3.
: r

9. Volumeni tijela

1°. Volumen rotacionog tijela. Volumen tijela nastalog rotacijom krivocrtnog trapeza
omedenog krivuljom y = f (x), osi OX i dvjema vertikalama x =a i x =25, oko osi OX ili O Y, iz-
razen je pripadno formulama:

b b
) Vy=nfydx; 2) Vy=2n [xydx*).

Primjer 1. Izratunajmo volumen tijela nastalog rotacijom lika omedenog jednim poluvalom si-
nusoide y =sin x i odsjetkom 0 <x <7 osi OX oko a) osi OX i b) osi OY.

Rjesenge.

T T
n.ﬂ
a) Vy ZﬁJsinzxdx= 2—; b Vy= Zn’[xsinxdx = 2m (—x80s x + sin x)j = 2n?
0 0

Volumen tijela nastalog rotacijom oko osi OY lika omedenog krivuljom x = g(y), isa
dvije paralele y =c¢ i y =d moZemo odrediti pomocu formule:

d
Vy = nszdy,
[

koju debivamo iz ranije navedene formule 1) permutacijom koordinata x i y.

Ako je krivulja zadana u nekom drugom obliku (parametarski, u polarnim koordinata!'na
itd.) onda u navedenim formulama moramo provesti odgovarajuéu zamjenu varijable integracije.

U opéenitijem slu¢aju volumen tijela nastalog rotacijom lika omedenog krivuljama
N= 1) 1 y3=1f,(x) [priemu je f,(x)<f;(x)] i pravcima x=a, y =b oko koordinatne
osi OX jest

b
V = ﬂ_[(yi—yf)dx-
a

odnosno oko osi OY
b

Vy = 2ﬂJX(yz—y1)dx-
a

*) Neka je tijelo nastalo rotacijom oko osi OY krivocrtnog trapeza omedenog krivuljom
y=f{(x)ipravcimax=aix=>b1y=0.Za element volumena toga tijela odab'iremo volumen di-
jela tijela koji nastaje rotacijom pravokutnika sa stranicama y i dx oko osi OY i udaljenog za x od

b
osi OY. Tada je element volumena dVy = 2mxy, odakle je Yy =2n [ xy dx.
a

11 Demidovié¢: Zadacl
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Primjer 2. Nadimo volumen torusa nastalog rotacijom kruga x*+(y—b)* <a? (b =a) oko osi OX
(sl. 52).

Rjesenfe. Imamo: y=b -V 4x? i y,=b+ [a2— 2.

Prema tome je

Vx= T

a
[(6+ Jar—xt)2 — (b— a2 =% dx = 4x bJ Vat—x* dx = 2r2a?b

—a

—,n

&

(posljednji integral rjeSava se supstitucijom x =a sin 1).

Volumen tijela nastalog rotacijom isjec¢ka omedenog lukom krivulje »=F () 1 sa dva-
polarna radijusa ¢ =a, ¢ =B, oko polarne osi, moZemo izracunati ovom formulom:

B
2 (5.
Vp =*—3-71: r’singde.

a

Slika 52. ' Slika 53.
Ova formula je preporulljiva pri trafenju volumena nastalog rotacijom oko polarne
osi lika koji je omeden nekom zatvorenom krivuljom zadanom u polarnim koordinatama.
Primjer 3. Odredite volurnen koji nastane rotacijom krivulje r = a sin 2¢ oko polarne osi.

Rjesenje.

b4

ALY

sin® @ cos® g dep = — =ad.

Vp =72 .
P 105

T

wl N

C—n |n

2
. 4 ) ) 32
r¥sin ¢ dp = 3 nad | sin® 2¢ sing dp = 3 nad
0

ot——

2°, Izralunavanje volumena tijela pomoéu poznatog popreénog presjeka. Ako je
S = S (x) povr¥ina presjeka tijela ravninom okomitom na neki pravac (koji uzimamo za os OX) u
taCki s apscisom x, onda je volumen tog tijela

x2
V= ’( S(x)dx,
X1

gdje su x, 1 x, apscise krajnjih presjeka tijela,

Primjer 4. Odredimo volumen klina odsje¢enog od kruZnog valjka ravninom koja prolazi krecz prom-
jer baze i nagnuta je prema bazi za kut «. Polumjer baze je R (sl. 53).
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RjeSenje. Odaberimo za os OX promjer baze po kojem ravnina presijeca bazu, a za os OY promjer

1685.

1686.

1687.

1688.

1689.

1690.
1691.

1692.

1693.

1694.

1695.

1696.

1697.

11

baze koji je okomit na OX. Jednad?ba kruZnice baze ée biti x?+y2= R2,
Povriina presieka ABC udaljenog za x od ishodista koordinata O, jednaka je

a

1 ]
§ ()= povisina A ABC = — AB-BC~ —3yyiga= % tge.

Prema tome je volumen klina
R R
(S 2
V=2~;Jy2tgadx=tga (Rz——x?)dx:?tgaR'“’.
0

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi OX plohe omedene s osi
OX i parabolom y = ax—x* (a>0).

. . . x2 2 .
Nadite volumen elipsoida nastalog rotacijom elipse —2—1——2 =1 oko osi
OX. a

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi OX plohe omedene lan-

. x . . .
Canicom y = ach —, osi OX i pravcima x = +a.
a

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi OX krivulje y = sin2x
u intervalu x = 0 do x = 7.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom plohe omedene semikubnom pa-
rabolom y* = x3, osi OX i pravecem x = 1 oko osi OX.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom plohe iz zadatka 1689 oko osi OY.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom plohe omedene linijama y = %
x =0,y =0o0ko: a) osi OX i b) osi OY.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi OY onog dijela parabole
¥* = 4 ax koji odsijeca pravac x = a.

Nadite volumen tjela nastalog rotacijom oko pravca x=a onog dijela pa-
rabole y*=4ax koji odsijeca taj pravac. )
Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko pravca y=— p lika omedenog

parabolom y®=2px 1 pravcem x = % .

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi OX plohe koja se nalazi
izmedu parabola y = x%iy = |/x.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom oko osi OX petlje krivulje
(x—4a) y* = ax (x—3a) (a>0).

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom cisoide y? =

oko njene
asimptote x = 2a. 2a—x
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1698.

1699.

1700.

1701.

1702.

1703.

1704.

1705.

1706.

1707.

1708.

1709.

1710.
1711,

1712,

1713.
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Nadite volumen rotacionog paraboloida kojemu je polumjer baze R, a
visina H.

Ravni parabolni odsjetak kojem je baza 2a i visina A4 rotira oko baze. Odredite
volumen rotacionog tijela koje pri tome nastane (Cavalierijev «limuny).

Pokazite da je volumen tijela koje ravnina x = 2a odsijeca od tijela nastalog
rotacijom istostrane hiperbole x®2—y? = a* oko osi OX, jednak volumenu
kugle polumjera a.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom lika omedenog jednim svodom
cikloide x = a (t—sinz), y =a(l—cosz) i osi OX, oko: a)osi OX,
b) osi OY i c) osi simetrije lika.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom astroide x = a cos® ¢, y = bsin®;
oko osi OY.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom kardioide r = a (1-+cos @) oko
polarne osi.

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom krivulje » = a cos? ¢ oko polarne
osi.

Nadite volumen obeliska kome su paralelne baze pravokutnici sa stranicama
A, B i a, b, a visina je h.

Nadite volumen elipti¢kog sto$ca kome je baza elipsa s poluosima a i b, a vi-
sina k.

Na tetivama astroide x*34-y2/3 = ¢2/3 paralelnim s osi OX konstruirani su
kvadrati kojima su stranice jednake duljinama tetiva, a ravnine su im okomite
na ravninu XOY. Nadite volumen tijela koje sadinjavaju 4 kvadrati.

Krug se mijenja i pomice tako da jedna tacka njegove kruZnice lezi na osi OY,
2 2
e x . . .
a centar opisuje elipsu -~ -}—y—2= 1, dok je ravnina kruga okomita na
a a

ravninu XOY. Nadite volumen tijela koje tvori taj krug.

Ravnina pomiénog trokuta ostaje okomita na nepomiéni promjer kruga po-
lumjera a. Baza trokuta je tetiva kruga, a vrh trokuta klize po pravcu koji je
paralelan s nepomi¢nim promjerom i od ravnine kruga udaljen za k. Nadite
volumen tijela (nazvanog konoidom) koje nastaje pomicanjem tog trokuta od
jednog do drugog kraja promjera.

Nadite volumen tijela omedenog valjcima x%*+2% = a? { y2422 = o

Nadite volumen odsjecka koji ravnina x = a odsijeca od elipti¢kog parabo-
2 2

loida 2 + 2 < x.
2 2q
Nadite volumen tijela omedenog jednodijelnim hiperboloidom
2 .2
X +y__zi=l i ravninama z2=0 i z=AhA.

;2- b2 2

o 2

242 .
2

2
Nadite volumen elipsoida LA
a® b
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10. Povrsina rotacione plohe

Povrsina plohe nastale retacijom oko osi OX luka glatke krivulje y = f () izmedu tadaka
x=a i x=154 izratunava se formulom

b b
SX=2nJy?dx=2n.[y\/1+y’2dx (D
X

a

(ds je diferencijal luka krivulje).

Ako je jednadiba Krivulje drukéije zadana, onda se povriina S 'x dobiva iz formule (1) od-
govaraju¢om zamjenom varjjabla.

Primjer 1. Nadimo povriinu plohe nastale rotacijom oko osi OX petlje krivulje 9 yr=x(3—x)*

(s, 54).
Y
ds
1y
17 3 X \
i
1
0! X 7a 270 X
Slika 54. Slika 55.

Ryjefenje. Za gornji dio krivulje za 0 <x <3 imamo:

1 S . x+1 )
= — (3—x)V:? Odatle je diferencijal luka ds = dx. Na temelju formule (1) po-
. 3 2)x
vr§ina plohe ¢e biti 3
x+1
S=znjl(3—x)V? R
; 3 2V

Primjer 2. Nadimo povrinu plohe nastale rotacijom jednog svoda cikloide x=a(z—sinz);
y=a (I-cos ) cko njene osi simetrije (sl. 55).

Rjeienje. TraZena povrina nastane rotacijom luka OA oko pravca AB kojemu je jednadiba
x=ma, Ako odaberemo y za nezavisnu varijablu i uzmemo u obzir da je os rotacije AB
pomaknuta za na od koordinatne osi OY imat ¢emo:

2a

ds
S=2r| (ra —x) — - dy.
dy
0
Prijelazom na varijablu ¢ dobivamo:

"

S =2x mwa—at —a si l/ —2 -—y 2d =2 —ar+asint) 2a si —td——
i L 14 a Ssin L
(ra—at—asint) P + p n | (ra—at+asin
0 0

ki

4 ¢ t
= 4na? 7 sin — — z£sin — -+ sinZ Sin —)dt=
2 2 2

L z ot 4 t Ir 4
=4na®| — 2m cos — + 2¢cos — —4 sin — + —sm“—] S B (w—— | ak
2 2 2 3 2 Jo
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1714. Dimenzije paraboli¢nog zrcala AOB oznalene su na sl. 56. Treba nadi po-
vriinu plohe tog zrcala.

1715. Nadite povr$inu plohe »vretenaw koje se dobiva 4

vrtnjom jednog poluvala sinusoide y = sin x oko
osi OX.

1716. Nadite povrsinu plohe nastale rotacijom dijela tan-

gentoide y=tg x od x=0 do x=% oko ost OX.

1717. Nadite povrsinu plohe nastale rotacijom oko osi OX 01 a
luka krivulje y=e¢ * od x=0 do x=-}o0.

1718, Nadite povrdinu plohe (nazvane karenoidom) nas-

. . x .
tale rotacijom landanice y=ach — oko osi OX
a

u intervalu od x = 0 do x = a. 8

A
|
|
i
|
:ea
|
1
|
]
1
]
:
|
|
|
|

1719. Nadite povr§inu plohe nastale rotacijom astroide Slika 56.
X343 = 213 oko osi OY.

1720. Nadite povrsinu plohe nastale rotacijom krivulje x = L y2— 1 In y oko

0siOX od y=1 do y=e. 4 2

1721*. Nadite povrSinu torusa nastalog rotacijom kruZnice x2+4(y — b)? = g2
oko osi OX (b>a).

1722. Nadite povrdinu plohe nastale rotacijom elipse

2) osi OY (a>b).

1723. Nadite povriinu plohe nastale rotacijom jednog svoda cikloide x=a(t—sin¢),
y=a(l —cost) oko: a) osi OX; b) osi OY; c) tangente na cikloidu u
njenoj najvidoj tacki.

1724, Nadite povr§inu plohe nastale rotacijom oko osi OX kardioide

x = a(2cost—cos2t), ]
y =a(2sint—sin21).

1725. Odredite povriinu plohe nastale rotacijom lemniskate 72 = a2 cos 2¢p oko

polarne osi.

1726. Nadite povr$inu plohe nastale rotacijom kardioide r = 2a (I+4cos ¢) oko
polarne osi.

PLIY . . ]
; +E—l oko: 1) osi OX;

il

11. Momenti. TeZiSta. Guldinovi teoremi

1°. Stati€ki moment. Statickim momentom s obzirom na os / materijalne tatke 4 mase m
udaljene za 4 od osi / nazivamo vrijednost M; = md.

Statickim momentom s obzirom na os / sistema n materijalnih tadaka s masama my, m,, . . . mn,
koje leZe u istoj ravnini s osi i udaljene su od nje za dy, d,, . . . , d,, nazivamo sumu
n
M, = Z m;d;, )

i=1
pri temu udaljenosti tacaka koje leZe s jedne strane osi /uzimamo s predznakom (+), a one s druge

strane s predznakom (—). Analogno odredujemo stati¢ks moment sistema talaka s obzirom na rav-
ninu.
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Ako masa neprekinuto ispunjava liniju ili lik ravnine XOY, onda stati¢cke momente My i
My s obzirom na koordinatne osi OX i OY umjesto sumom () izrazavamo pripadnim initegralima.
Za geometrijske likove smatramo da je gustoéa jednaka jedinicl.
Napose: 1) za krivulju x=x(s), y =y (s) gdje je parametar s duljina luka, imamo:
I L

MX=IY(S)dS§ MY=JX(S)C]S )
; o ) 0
(ds= V(_cix)‘—f—(dy)'* je diferencijal luka);
2) Za ravninski lik omeden krivuljom y =y (x), osi OX i sa dvije vertikale x =a i y =5,
dobivamo

b
1
Mx=5—Jyly|dx; MY=JXIyIdX~ 3

Primjer 1. Nadimo staticki moment s obzirom na osi OX i OY trokuta omedenog pravcima:

x y
_+_=1)x=0>y=0 (51.57).
a b

X
Rjefenje. Ovdjejey =b (l - ———). Primjenom formule (3) dobijemo
a

Slika 57.

2°. Moment tromosti (inercije). Momentom tromosti s obzirom na os I, materijalne taéke
mase m udaljene od osi / za d, nazivamo broj I = md>.

Momentom tromosti s obzirom na os /, sistema od » materijalnih talaka s masama m,,
Mgy . . ., My DAZIVAMO SUINU

I = Zmidiza
i=1

gdje su d,, d,, . .., d, udaljenosti talaka od osi I. Za slucaj neprekinute razdijeljene mase, umjesto
sume dobivamo odgovarajuéi integral.
Primjer 2, Nadimo moment tromosti trokuta s bazom b i visinom h s obzirom na njegovu bazu.

Rjelenje. Bazu trokuta uzet éemo za os OX, a njegovu visinu za os OY (sl. 58).
Rastavimo trokut na neizmjerno tanke hori-
zontalne trake Sirine dy koje predstavljaju Y
elementarne mase dm. Koristedi se sli¢no§éu
trokuta dobivamo:

j
dm — b Tydy |
i | \/oam [\
b
dIX=y2dm=Iy2(h—y)dy. g
Odatle je
h
b 1 0
IX:;JAyZ(h—y)dyzj—ibha. !7 b

0 Slika 58.



168 ODREDENI .INTEGRALI v

3°. Te¥ista, Koordinate teista likova (lukova ili ploha) mase M radunamo po formulama
My My

x== y=t,
M Y M

gdje su My i My stati¢ki momenti mase. Za geometrijske likove masa M je brojéano jednaka pri-
padnoj duljini luka ili povr¥ini.

Za koordinate tezi§ta (x, y) luka krivulje u ravnini y =/(x) (a <x <b), koji spaja tatke
A(a; f(a)) i B(b; f(b)), imamo:
B b B b
[xds  [x1+()dx [yds  [yJ14()*dx
X = 2 -=4 > f = = =<
N

b b
NI+ dx s [V1+()? dx

Koordinate teZista (x, 3) krivocrtnog trapeza a <x <b, 0 <y <f(x) mozemo izralunati po
formulama :

b

b
L 2
xydx |y dx
2
F=t——) j=—t

S S
b
gdje je § = fydx povrSina lika.
a

Analogne formule vrijede za koordinate teZista tijela,
Primjer 3. Nadimo teZiSte luka polukruZnice x2+4y? = a? (y >0) (sl. 59).

Rjefenje. Imamo

. a dx
ds = [/14+(y")*dx = .
a?—x* -a 0 X
Odatle je Slika 59.
a a
ax
My = |xds = dx = 0,
=%
—a —a
a a a
adx adx
MX = y ds = I/dz—x2 —_— = 2(22, M= = Ta.
|/a2~x2 22— 2
—a

—a —a
Prema tome je

x =0; '3;"\= a.

ENES

4°, Guldinovi teoremi.

Teorem 1. Povriina plohe nastale rotacijom luka ravninske krivulje oko neke osi koja jc; u
istoj ravnini s krivuljom, ali je ne sijefe, jednaka je produktu duljine luka s duljinom kruZnice
koju opisuje teZiSte luka krivulje.
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Teorem 2. Volumen tijela nastalog rotacijom ravninskog lika oko neke osj koja leZi u rav-
nini lika, ali ga ne sijete, jednaka je produktu povriine tog lika s duljinom kruZnice koju opisuje
teziSte lika.

1727. Nadite staticke momente, s obzirom na koordinatne osi, odsjetka pravca
X Y
—+ = = 1,
a b
zatvorenog medu koordinatnim osima.

1728. Nadite stati¢ke momente pravokutnika sa stranicama a i b s obzirom na nje-
gove stranice.

1729. Nadite stati¢ke momente s obzirom na osi OX i OY i koordinate teFista tro-
kuta, omedenog pravcima: x-+y=ga, x=0 i y=0.

1730. Nadite statitke momente s obzirom na osi OX i OY i koordinate tezidta luka
astroide

X323 = G203
koji leZi u prvom kvadrantu.
1731. Nadi§e staticki moment kruZnice
r =2asing
s obzirom na polarnu os.
1732. Nadite koordinate tezi$ta luka lananice

X
y=ach—
a

odx = —adox =a.
1733. Nadire teZiste luka kruZnice polumjera a nad kutom 2a.
1734. Nadite koordinate teZiSta luka prvog svoda cikloide

x=a(t—sint); y=a(l—cost)
O <e<2m).
2 2
1735. Nadite koordinate teZiSta lika omedenog elipsom x_z -+ y—l-); =1 1 koordi-
a
natnim osima OX i OY (x >0, y = 0).

1736. Nadite koordinate teziita lika omedenog krivuljama
y=2% y=|x
1737. Nadite koordinate teziSta lika omedenog prvim svodom cikloide

x=a(t—sinz); y =a(l—cosr)
10si OX.

1738**, Nadite teZidte polovice kugline plohe polumjera a sa srediStem u ishodistu
koordinatnih osi, smje$tene nad ravninom XOY.
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1739**, Nadite rezZiste homogenog uspravnog kruznog stodca s polumjerom r i vi-
sinom /.

1740**, Nadite teziSte homogene polukugle (tijela) polumjera a sa sreditem u
ishodi$tu koordinatnih osi, smjeStene iznad ravnine XOY.

1741. Nadite moment tromosti kruZnice polumjera a s obzirom na njen promjer.

1742, Nadite momente tromosti pravokutnika sa stranicama a i b s obzirom na
njegove stranice.

1743. Nadite moment tromosti uspravnog parabolnog odje¢ka s bazom 25 i visinom
h s obzirom na njegovu os simerrije.
. . .. . x2 yR ) .
1744. Nadite moment tromosti povriine elipse — +=— = 1 s obzirom na njene
glavne osi. a? b

1745%*, Nadite polarni moment tromosti kruznog prstena s polumjerima R, i R

p . . . p . ]- l . 2

(R, <R,), tj. moment tromosti s obzirom na os koja prolazi kroz sredidte
prstena 1 okomita je na njegovu ravninu.

1746**. Nadite moment tromosti homogenog uspravnog kruznog stoica s polumje-
rom baze R i visinom H, s obzirom na njegovu os.

1747%%. Nadite moment tromosti homogene kugle polumjera a i mase M s obzirom
na njen promjer.

1748. Nadite povrsinu i volumen torusa nastalog rotacijom kruga polumijera a
oko osi koja je u ravnini kruga i udaljena za b (b >a) od njegova srediita.

1749. a) Odredite poloZaj teZista luka astroide xs+y's = a'fs, koji lezi u prvom
kvadrantu.

b) Nadite tezZidte lika omedenog krivuljama y®=2px i x?=2py.

1750**, a) Nadite tezi$te polukruga pomocu Guldinova teorema.
b) Dokazite pomoé¢u Guldinova teorema da je teZiSte trokuta pomaknuto od
njegove baze za tredinu visine,

12. Primjena odredenih integrala na rjeSavanje
zadataka iz fizike

1°. Put koji prijede tafka. Ako se tatka giba po nekoj krivulji, i apsolutna veli¢ina njene
brzine v = f (r) je poznata funkcija vremena ¢, onda je put koji prijede tacka u intervalu vremena
[t1, 1.]
t

2
s = JAf(t)dt.
L]
Primyer 1. Brzina tacke je
v =0, 2 mfs.

Nadimo put s kojeg prijede ta¢ka u vremenu 7 = 10 sekundi od pocetka gibanja. Kolika
je srednja brzina gibanja za to vrijeme?

Rjesenje. Imamo:
10
| 1o s
s= [0, *dr=0,] —~| =250m i v, = — = 25 m/s.
4 o T
0



12 PRIMJENA ODREDENIH INTEGRALA NA RJESAVANJE ZADATAKA 1Z FIZIKE 171

2°. Rad sile. Ako promjenjiva sila X = f(x) djeluje u smjeru osi OX, onda je rad sile u
intervalu [x,, x,]

A= Tf(x)dx.

Primjer 2. Koliki rad treba utrogiti da se opruga rastegne za 6 cm ako sila od 1 kp rastegne oprugu
za 1l ecm?

Rjesenje. Po Hookovu zakonu sila X kp, koja raste¥e oprugu za xm, iznosi X = kx, gdje je k koefici-
jent proporcionalnosti.
Pretpostavivsi da je x=0,0l m i X=1kp dobivamo £ =100 i prema tome X =100 x.
Odatle je traZeni rad

0,06
0,06
A =J 100x dx = 50x2 = 0,18 kpm.
io

0

3% Kineti¢ka energija. Kinetickom energijom materijalne tatke mase 7 i brzine v nazivamo
izraz
2
mv
K= .
2
Kineticka energija sistema od n materijalnih talaka s masama m,, m,, . . ., m, i pripadnim
brzinama 2, vy, ..., v, jednaka je
X
n 2
m;v; r
K = Z i (1) an
i=1 2
N—— -

Za odredivanje kineticke energije tijela rastavlja-

mo to tjelo na odredeni nadin na elementarne &estice
(koje imaju ulogu materijalnih tadaka) a zatim, sumi-
rajuéi kinedcke energije tih Zestica, u limesu umjesto
sume (1) dobivamo integral. oot thdnieg 8

v

Primjer 3. Nadimo kineti¢ku energiju homogenog kru-

znog valjka gusto¢e 8 s polumjerom baze R i R
visinom 4, koji se vrti kutnom brzinom w
oko svoje osi. Stika 60.

Rjesenje. Za elementarnu masu dm odabiremo masu Supljeg valjka visine A, s unutarnjim polumje-
rom r i debljinom stijenke dr (sl. 60). Imamo

dm = 2nr-hS dr,
Kako linearna brzina mase dm iznosi v =rw, to je elementarna kineti¢ka energija

2 dm
= nriw? hd dr .

Odatle je
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4°, Pritisak tekuéine, Za radunanje sile pritiska tekuine koristimo se Pascalovim zakonom,

po kome pritisak tekuéine na povriinu S uronjenu na dubinu % iznosi

P =vyhS,

gdje je y gustoéa tekudine.

Primjer 4. Nadimo pritisak na polukrug polumjera r uronjenog vertikalno u vodu tako da se

njegov promjer podudara s povriinom vode (sl. 61).

>

l|||IIK|

Slika 61.

Rjesenje. Podijelimo povrdinu polukruga na elemente (trake) paralelne povriini vode. Povriina

1751

1752

1753

.

jcdnog takvog elementa (odbacivii beskonaéno male videg reda) udaljenog za % od povriine
iznosi

dS = 2xdh = 2|/r2—h2 dh.
Pritiska, koji djeluje na taj element, jest
dP = vh ds = 2yk)/r*—K: dh,
gdje je y gustoéa vode jednaka jedinici.
Odatle je ukupni pritisak
r
2 Ll 2
P=2 h|/r3—h2dh=—?(r2—h2) =3 ,
0
I
Brzina tijela bacenog vertikalno uvis potetnom brzinom v, uz zanemareni
otpor uzduha, dana je formulom
U= UO _ gt,
gdje je r proteklo vrijeme i g ubrzanje sile tefe. Na kojoj ¢e se udaljenosti
od pocetnog paloZaja nalaziti tijelo nakon ¢ sekundi od trenutka izbacivanja?

Brzina tijela baenog vertikalno uvis po&etnom brzinom g, uz otpor uzduha,
dana je formulom

v
v=c'tg(—it +arctg—°>,
¢ ¢
gdje je ¢ proteklo vrijeme, g ubrzanje sile teZe i ¢ konstanta. Nadite visinu
leta tijela.

Tacka osi OX vr$i harmonijsko njihanje oko ishodista koordinata pri ¢emu je
njena brzina dana formulom
D = v, CcOS W,
gdje je ¢ vrijeme, a v, 1 w su konstante.
Nadite zakon njihanja tacke ako je ona za z = 0 imala apscisu x = 0.
Kolika je srednja vrijednost apsolutne vrijenosti brzine tacke za period njihanja?
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1754. Brzina gibanja tacke iznosi v=te~ %% m/s. Nadite put koji prijede tadka od
pocetka gibanja do potpunog zaustavljanja,

1755. Raketni projektil leti vertikalno uvis. Smatrajuéi da uz konstantnu silu tezu

ubrzanje rakete na ratun smanjenja njene teZine raste po zakonu j =

a—bt
(a—bt>0), nadite brzinu rakete u nekom trenutku ¢, ako je njena poletna
brzina bila nula. Nadite takoder visinu koju je raketa postigla u trenutku
[ = [1.

1756*, Izracunajte rad koji treba utrositi da se iscrpe voda iz vertikalnog valjkastog
rezervoara polumjera baze R i visine H.

1757. Izratunajte rad koji treba utrositi da se iscrpe voda iz koni¢ne posude okre-
nute vrhom nadolje, kojoj je polumjer baze R i visina H.

1758, IzraCunajte rad koji treba utrositi da se iscrpe voda iz polusfernog kotla kojem
je polumjer R = 10 m.

1759. Izracunajte rad koji treba utroSiti da se iscrpe ulje kroz gornji otvor hori-
zontalne cisterne valjkastog oblika s bazom polumjera R i duljinom H,
ako je gustoéa ulja y.

1760**, Koliki rad treba utro$iti da se tijelo mase m digne s povrdine Zemlje koja
ima polumjer R na visinu k? Koliki je rad potreban da se tijelo udalji do
neizmjernosti?

1761**, Elektri¢ni naboji e, = 100 CGSE i ¢, = 200 CGSE nalaze se na osi OX u
pripadnim tackama x; = 0 i x; = 1 cm. Koji se rad proizvede ako se drugi
naboj premjesti u tacku x, = 10 cm?

1762**, Cilindar s pomi¢nim klipom promjera D = 20cm i duljine / = 80 cm
ispunjen je parom tlaka p = 10 kp/cm? Koliki rad treba utroditi da se pri
nepromijenjenoj temperaturi (izotermifki proces) volumen pare smaniji
na polovinu?

1763**, Odredite rad proizveden pri adijabatskom Sirenju zraka podetnog volumena
Vy,=1m? i tlaka p, = 1 kp/cm?, do volumena V; = 10 mé.

J

2a

Law

Slika 62.

1764**, Vertikalna osovina teZine P i polumjera a podupire se na lezaj AB (sl. 62).
Sila trenja medu malim dijelom o baze osovine i prileZeée povriine leZaja je
F = ppo, gdje je p = const. pritisak baze na jedinicu povrsine leZaja, a p je
koeficijent trenja. Nadite rad sile trenja za jedan okretaj osovine. .



174 ODREPENI INTEGRALI v

1765**. IzraCunajte kineti¢ku energiju diska mase M i polumjera R koji se vrti
kutnom brzinom « oko osi kroz centar diska koja je okomita na njegovu
ravninu.

1766. Izracunajte kineticku energiju uspravnog kruznog stodca mase M, Koji se vrti
kutnom brzinom w oko svoje osi, ako je polumjer baze stosca R, a visina H.

1767*. Koliki rad treba utro3iti za zaustavljanje Zeljezne kugle polumjera R = 2 m
koja se vrti kutnom brzinom « = 1000 o/min oko svog promjera? (speci-
fi¢na masa zZeljeza y = 7,8 g/cm?).

1768. Vertikalni trokut s bazom & i visinom 4 uronjen je u vodu vrhom nadolje
tako da se njegova baza nalazi na povriini vode. Nadite pritisak vode.

1769. Vertikalna brana ima oblik trapeza. Izracunajte pritisak vode na &tavu branu,
ako je poznato da je gornja baza brane a = 70 m, donja baza b = 50 m, a
visina brane 2 = 20 m.

1770. Nadite pritisak tekudine specifi¢ne mase y na vertikalnu elipsu s osima 2a i
2b kojoj je centar uronjen u tekuéinu na dubinu 4, pri ¢emu je velika os 2a
elipse paralelna nivou tekudéine (h = b).

1771. Nadite pritisak vode na vertikalni kruzni stoZac s polumjerom baze R i vi-

sinom H, koji je uronjen u vodu vrhom nadolje tako da se njegova baza nalazi
na povrsini vode.

Razni zadaci

1772. Nadite masu $ipke duljine / = 100 cm, ako je linearna gustoéa na udaljenosti
x cm od jednog kraja

§=240,001x* g/cm.

1773. Prema empirijskim podacima specifi¢na toplina vode pri temperaturi °C
(0 < £ <-100°) jednaka je

c=0,9983 — 5184-107° ¢ + 6,912- 1077 ¢%.

Koliku toplinu treba utrositi da se 1 g vode zagrije od temperature 0 °C do
temperature 100 °C?

1774. Vijetar proizvodi jednolik tlak p p/cm? na vrata $irine b cm i visine 2 cm. Na-
dite moment pritiska vjetra koji nastoji zakrenud vrata oko $arnira.

1775. S kakvom silom privlacenja djeluje materijalna §ipka duljine ! i mase M na
materijalnu taéku mase m koja se nalazi na istom praveu sa $ipkom udaljena
za a od jednog kraja Sipke? )

1776**. Pri ustaljenom laminarnom (strujnom) toku tekuéine kroz cijev kruZnog

presjeka polumjera a brzina » u tatki tekuéine, koja se nalazi na udaljenosti r
od osi cijevi, dana je formulom

p=-"L (@ —r?),
4ul

gdje je p razlika tlaka tekuline na krajevima cijevi, u koeficijent viskoznosti,

{ duljina cijevi. Odredite protok rekucine Q, tj. koli¢inu tekuéine koja protjeée

kroz poprecni presjek cijevi u jedinici vremena.
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1777+, Uvjeti su isti kao u zadatku 1776, ali je cijev pravokutnog presjeka pri éemu

je baza a velika,u usporedbi s visinom 2b. U tom je slucaju brzina protje-
canja v u tacki M (x, y) odredena formulom

P 2 2
=—[b"—(b- .
v 2/11[ (b-y»7]

Odredite protok tekuéine Q.

1778**, Pri izu¢avanju dinamickih svojstava automobila éesto se konstruira specijalni

1779.

1780.

dijagram: na osi apscisa nanose se brzine v, na osi ordinata recipro¢ne vri-
jednosti odgovaraju¢ih ubrzanja a. Pokazite da je povrsina S, omedena lukom
tog grafa, sa dvije ordinate » = v, i ¥ = v, 1 0si apscisa, broj¢ano jednaka vre-
menu potrebnom za ubrzanje automobila od 2, do 2, (vrijeme zalera).

Horizontalna greda duljine / nalazi se u ravnotezi pod djelovanjem tereta
koji djeluje prema dolje, jednoliko raspodijeljenog na duzini grede, i reakcija-
ma u upori$tma 41 B [A =B = %J, usmjerenih vertikalno nagore. Na-

dite moment savijanja M, u popre¢nom presjeku x, tj. moment s obzirom na
tatku P s apscisom x svih sila koje djeluju na dio grede AP.

Horizontalna greda duljine / nalazi se u ravnotezi pod djelovanjem reakcija
u uporidtima A i B i tereta rasporedenog po duljini grede intenzitetom ¢ == kx,
gdje je x udaljenost od lijevog lezaja x a k konstantni koeficijent. Nadite
moment savijanja M, u presjeku x.

Napomena : Intenzitetom raspodjele tereta nazivamo teret (silu) po jedinici duljine.

1781*, Nadite koli¢inu topline proizvedene izmjeni¢nom sinusnom strujom

2n
I'=Iysin|—t—¢o
° (T )

u toku perioda 7 u vodicu s otporom R.
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GLAVA VI

FUNKCIJE VISE VARIJABLI

1. Osnovni pojmovi

1°. Pojam funkcije nekoliko varijabli. Oznadivanje funkcija. Varijablu z nazivamo
jednoznaénom funkcijom dviju varijabli x, y, ako svakom paru njihovih vrijednosti (x, y) iz danog
podrudja odgovara jednoznadno odredena vrijednost z. Varijable X, ¥y nazivamo argumentima ili
nezavisnim varijablama. Funkcionalnu zavisnost oznadavamo ovako:

z=f(x, y), i z=F(x, y)

i sli¢no.
Analogno se definiraju funkcije triju i vise argumenata.

Primjer 1. Izrazimo volumen sto$ca V kao funkciju njegove izvodnice x i polumjera baze y.
Rjesenje. 1z geometrije nam je poznato da je volumen stoica

1
V= ?ﬂyzh,
gdje je A visina sto3ca, za koju vrijedi k = |/ x*—4?%. Prema tome je
1
V= ?ﬂyz [/ — 52

To je upravo traZena funkcionalna zavisnost.

Z 2=f{x; )
|
I
\Z

0 !
I Y
i
SPUxiy)

X
Slika 63.

Vrijednost funkcije z=f(x,y) utacki P(a,b) tj.za x=a | y =15 oznaavamo sa f(a, b)
ili /(P). Geometrijska slika funkcije z =f(x, y) u pravokutnom koordinatnom sisternu X, Y, 2z,
opéenito je neka ploha (sl. 63). .
-
Primjer 2. Nadimo f(2, -3) i f (1, 1) akoje f(x,y)= > Y .
x Xy

12 Demidovi¢: Zadaci
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Rjeferye. Uvritenjem x=2 i y = —3 Qobivamo:
22+ (—3) 13
72 —3y=— - -
2:2:(—3) 12

Uvritenjem x =1 i zamjenom y sa 4 dobit éemo:
x
(4 (3-'
¥
f(]l ~) N
X

2
x ) x4 y?
T ox
2.4 (y) Y
x

2°. Podrudje egzistencije funkcije. Pod podrucjem egzistencife (definicije) funkcije
z=1 (%, y) razumijevamo skup tataka (x, ) ravnine XOY, u kojoj je dana funkcija definirana (tj.
poprima odredene realne vrijednosti). U jednostavnijim sludajevima podrugje egzistencije funkcije
je konatan ili beskonaan dio koordinatne ravnine OXY, ograniéene jednom ili sa nekoliko kri-
vulja (granica podruéja).

> t. f(lsz) :f(x)y>‘
x

v Y

Slika 64. Slika 65.

Analogno za funkcije triju varijabli u = f (x, y, 2) podrudje egzistencije funkcije je neko ti-
jelo u prostoru OXYZ.

Primjer 3. Nadimo podrugje egzistencije funkcije

!
|/4—x2—y3.

Rjesenje. Funkcija ima realne vrijednosti ako je 4—x2—3®>0 ili x2+y2<4. Drugu nejednadzbu
zadovoljavaju koordinate taaka koje leZe unutar kruZnice polumjera 2 sa srediStem u is-

hodiftu koordinatnog sistema. Podrudje egzistencije funkcije je unutranjost tog kruga
(sl. 64).

Primjer 4. Nadimo podrugje egzistencije funkcije

2 =

X
z = arcsin 7 + Vfxy.

X
Rjesenje. Prvi pribrojnik funkcije definiran je za —1 < 7 < ili —2<x<2. Drugi pribrejnik

x =0

=/

. x <0 .
ima realne vrijednosti ako je xy 20, tj. u dva sluéaja: za { ili za { <0’ Podrudje
ys

egzistencije Litave funkeije nacrtano je na sl. 65 i ukljuéuje granice podrugja.
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3°. Nivo-linije i nivo-plohe funkcije. Nivo-linijom funkcije z = f(x, ¥) nazivamo takvu
liniju f (x, ¥)=C u ravnini XOY, u &jim tatkama funkcija prima jednu te istu vrijednost z = C
(obifno unesena na crteZ u obliku kota).

Nivo-plohama funkcije triju argumenata « = f(x, v, z) nazivamo takvu plohu f(x, y, 2) -=C
u Cijim tadkama funkeija prima konstantnu vrijednost-u — C.

Primjer 5. Nacrtajmo nivo-liniju funkcije z = x2y.

C
Rjefenje. Jednadzba nivo-linije ima oblik x%y = C ili y==. Pretpostavimo li da je C=0, &1,
X

%2, ..., dobijemo porodicu nivo-linija (sl. 66).

Slika 66.

1782. Izrazite volumen V pravilne etverostrane piramide kao funkciju njene visine
x 1 pobo¢nog brida y.

1783. Izrazite povriinu S plasta pravilne Sesterostrane krnje piramide kao funkciju
stranica x i y baze q, i visine z.

1 .
1784. Izralunaijte f(—z—, 3), f(1, —1), ako je

S(x Y =xy+ .
y

1 1
1785. Izratumajte f(y, x), f(~—x, —y), f(—) u),
x Yy

-, ako je

S, )

x? —y?

fx, y)= .
2xy

1786. Nadite vrijednosti koje dobiva funkcija

S, ) =1+x—-y
u taCkama parabole y=x? i nacrtajte graf funkcije

F(x) = f(x, x%).
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1787. Nadite vrijednost funkcije
_ x4 + 2x2y2 + y4
z= 2 2
1—x"—y
u talkama kruZnice x?+y* = R

1788*. Odredite f (x) ako je
f(1> _Vxi+y?
y

X

(xy > 0).

1789*. Nadite f (x, y) ako je f(x +y, x — y) = xy + y*.
1790*. Neka je z = }y+f (Vx — 1). Odredite funkcije fizakojez =xzay = 1.

1791*%*, Neka je z = xf [l] . Odredite funkcije f i 2, ako je z = |1 +y2 zax = 1
x

1792, Nadite i nacrtajte podrudja egzistencije ovih funkcija:
a) z=+1—-x*—y*; i) z=+ysinx;
b) z=1++ —(x - y)7*; D) z=1n(x"+y);

¢) z=In(x+y); k)2=aFCtg'x—_—2—y2;
14+x%y
d) z=x 4+ arccosy; ) z= 21 35
x“+y
_ 1
e) z=+1—x*+/1— m) z=——x;
Vy ==
f) z=aresin?; n)z= ! —1‘;
X x—1 'y .
g) 2=V —a+a— )7 0) z =sin(:* + y2).

h z=v 2+ — ah)Q2a — x2—pY) (a>0);

1793. Nadite podrudja egzistencije ovih funkcija triju argumenata:
a) u=-\/;+\/;+\/;; ¢) u = arcsinx + arcsin y + arcsinz ;
b) u =In(xyz); dyu=+1-x*=y*—z%

1794. Nacrtajte nivo-linije danih funkcija i ispitajte karakter ploha koje 6dgovaraju
. tim funkcijama:

a) z=Xx+Y; d) z=+Vxy; g)z=lz;
P
b) z=x 4y ¢ z=(+x+y%  h) z=-2=;

p

) z=x"—y% f) z=1-IxI-yl; D z=—"—.
x“+y
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1795, Nadite nivo-linije ovih funkcija:
a) z=In(x*+y); Q) z=f(x*+y?); N z_f<i>
b) z = arcsinxy; d) z=f(y—ax); x
1796. Nadite nivo-plohe funkeija triju nezavisnih varijabli:

a) u

x+y+z,

b) u=x*+y*+2%

¢) u=x’4y*-z

2, Neprekinutost

1°. Limes funkcije. Broj A nazivamo limesom funkcije z=f(x, y) kada tatka P’ (x, y)
tezi k tacki P (a, b), ako za po volji odabrani £>0 postoji takav >0, da za 0<p<5 gdje je

p= V (x—a)*+(y—>5)* udaljenost medu tackama P i P/, vrijedi nejednadzba

[fCe, y) — Al <e.
U tom sluéaju pidemo:

limf(x, y) =

x=a
y—b

2°. Neprekinutost i talke prekinutosti. Funkciju z =f(x, y) nazivamo neprekinutom
u tacki P (a, b), ako je

limf(x, y) =f(a, b).

x=a
y=b

Funkciju neprekinutu u svim tatkama nekog podrulja nazivamo neprekinutom u tom pod-
rulju.

Nezadovoljavanje uvjeta neprekinutosti za funkciju f (x, y) moZe nastupiti kako u pojedi-
nim tatkama (izolirana tatka prekinuiosti), tako i u tatkama koje tvore jednu ili viSe linija (/inije
prekinutosti) a ponekad i sloZenije geometrijske likove.

Pringer 1. Nadite tacku prekinutost funkecije
xy + 1

z = .
x2—y

Rjefenje. Funkcija gubi smisao ako je nazivnik jednak nuli. No x2—y =0 ili y =x* je jednadzba
parabole. Prema tome dana funkcija ima za liniju prekinutosti parabolu y = x?,

1797*, Nadite ove limese funkcija:

1 s .

a) lim (x*+y*)sin — ; c) lim mxy} e) llml—;
x—0 xy x=0 X x=0X+y
»=0 y+2 y=0

X+ » Y =y

b) lim 5 d) lim <1+—>; f) lim

x—c0 X +y X X x-»ox2+y

y— o y—k y=0
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1798. Ispitajte u pogledu neprekinutosti funkciju
flx, y)= { x/l—xz«y2 za x*4+y*<l,
’ 0 za x+y’>1.
1799. Nadite racke prekinutosti ovih funkcija:

a) z=InvVx*+y%; c) z=;'

1__x2_y2’

1 . 1
— d) z=cos—.
(x~y) Xy

1800%*. PokaZite da je funkcija

b) z=

2xy
z2=1x*+y
0 za x=y=0

; Z x*+y* #0,

neprekinuta za svaku varijablu x i y posebno ali da nije neprekinuta u ta&ki
(0, 0) za obje varijable zajedno.

3. Parcijalne derivacije

1°. Definicija parcijalnih derivacija. Ako je z =f(x, ») onda, uz pretpostavku da je npr.
» konstanta, dobivamo derivaciju

07 _ iy T 8% 9) = f(x, )
0x  Ax-o0 Ax

=fi(x,y),

koju nazivamo parcijalnom derivacijom funkcije z po varijabli x. Analogno se definira i oznatava
parcijalna derivacija funkcije z po varijabli y. O&igledno je da se za odredivanje parcijainih deriva-
cija mozemo sluZiti obiénim formulama deriviranja.

x
Primjer 1. Nadimo parcijalne derivacije funkcije z = Intg —.

¥
Rjesenje. Smatrajudi y konstantom dobivamo:
02 1 1 1 2
x x x 0y . 2x
©otg — cos?— ysin —
Y Y Y

Analogno, smatrajuéi x konstantom imat éemo:,

0z 1 1 ( x ) 2x

X
tg — cos? — yisin —
y y y

Primjer 2. Nadimo parcijalne derivacije funkcije triju argumenata

u=x2z-4+2x—3y+z+5.
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L. ou du Ou
Rjesenje. — = 3x%y%z 4+ 2, — =2x%yz — 3, — =x3p? - |.
ox oy 0z

2°. Eulerov teorem. Funkciju f (x, ¥) nazivamo homogenom funkcijom stupnja », ako za
po volji odabrani realni faktor % vrijedi jednadiba

J(kx, ky) = K"f(x, y).

Cijela racionalna funkcija bit ¢ée homogena, ako su svi njeni &lanovi istog stupnja.
Za homogenu derivabilnu funkciju stupnja n vrijedi relacija (Eulerov teorem):

xfi(x, yY + yfy(x, ¥) =nf(x, y).

Nadite parcijalne derivacije funkcija:

1801, z = x>+ y°—3axy. 1802, 7 =22,
X+y
1803. z = 2. 1804, z = /x*— ),
X
1805, z = -~ 1806. z = In(x +~/x2 + y?).
\/-2+y2
1807. z = arctg 2. 1808. z = x”.
X
A 2.2
1809. z = & . 1810. z = arcsin_ [~ 2.
X"ty
1811. z = Insin > 2 . 1812, u = (xy)-.
Jy
1813, u=2z,

1814, IzraCunajte f;(2; 1) 1 f;(2; 1), ako je f(x, y) = /xy+—{.
y

1815. Tzralunajte f,(1; 2; 0), f;(1; 25 0), f;(1: 2; 0), ako je
f(%, 9, 2) = In(xy+2).
Provjerite Eulerov teorem o homogenim funkcijama (br. 1816—1819):

X

1816. f(x, y) = Ax*+2Bxy+ Cy>. 1817 z = ———.
X +y

x+y
WAt 1819. f(x, y)=In2 .
Vx“+y X

1818. f(x, y) =
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1820. Izralunajte ;(—1) gdje je r=+x*+y*+22
r

X
ox 2x

or O
1821. [zracunajte dy oy

or dgp

, ako je x =rcosp 1 y = rsine.

1822. PokazZite da je x oz +y oz =2, ako je
v 0x dy
z =In(x*+xy+y2).
E4

x

1823. Pokazite da je xg—z +yaa—z =xy+z, ako je z=xy+xe*.

X y
1824. Pokazite da je Ou + u + ou =0, ako je
) ox dy 0z
u=@x-y)(y—2)(z—x).
1825. Pokazite da je ou +a—u + o =1, ako je
ox 0dy 0z
u=x4+ 2=
y—z
1826. JzraCunajte z = z(x, y), ako je
0z x
dy x*+y? -
1827, Nadite z = 2z (x, y), ako znate da je

2 2
92 XV ,(x, y)=siny za x=1.
Ox x
1828. Tackom M (1; 2; 6) plohe 2 = 2x%+3% prolaze ravuoine paralelne koordi-
natnim ravninama XOZ i YOZ. Odredite kutove §to ih zatvaraju koordi-
natne osi 1 tangente dobivenih presjeCnica u zajednickoj tacki M.

1829. Povréina trapeza s bazama ¢ i b i visinom 2z je S = % (a+0b) h. Nadite 2—5 s
a

E;;IS; R (;;]S; i pomocu crteza objasnite njihov geometrijski smisao.
1830+, Pokazite da funkcija
2xy
fG M= x+y*’
0, akojex=y=0,

ima parcijalne derivacije f; (x, ¥) i f; (x, ) u tacki (0; 0), premda je prekinuta ‘
u toj tacki. Konstruirajte geometrijsku sliku te funkcije u blizini tacke (0; 0).

ako je x*+y? #0,
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4. Totalni diferencijal funkcije

1°. Totalni prirast funkcije. Totalnim prirastom funkcije z=f(x, y) nazivamo razliku

Az =Af(x, y) =f(x+Ax, y+Ay) = f(x, ¥).

2°, Totalni diferencijal funkcije. Totalnim diferencijalom funkcije z =f (x, ¥) nazivamo
glavni dio totalnog prirasta Az, linearan s obzirom na priraste argumenata Ax i Ay,

Razlika izmedu totalnog prirasta i totalnog diferencijala funkcije je beskonaéno mala veli-
¢ina videga reda s obzirom na p=l/ Ax?+ Ay2,

Funkeija svakako ima totalni diferencijal u sluéaju neprekinutosti njenih parcijalnih deri-
vacija. Ako funkecija ima totalni diferencijal, nazivamo je diferencijabilnom. Diferencijali nezavisnih
varijabli se po definiciji podudaraju s njihovim prirastima, tj. dx= Ax i dy = Ay. Totalni diferen-
cijal funkcije 2 = f (x, y) raéuna se po formuli

dz=izdx+a—zdy.
0x dy

Analogno se totalni diferencijal funkcije triju argumenata u =f (x, v, 2) raduna po formuli

du =de +@dy + Qu dz.
Ox oy 0z

Primfer 1. Za funkciju
S ) =x+xy —3?

nadimo totalni prirast i toralni diferencijal.
Rjefenje. f(x+Ax, y + Ay) = (x + Ax)* + (x + Ax) (¥ + Ay) — (v + Ay)?;
Af (e, ) ={x+ AR+ (x+ A+ AP — (Y + AW — (2 + 2y — 3% =
=25 Ax+Ax? + x- Ay +y-Ax+Ax- Ay —2y-Ay — Ay =
=[2x +3)Ax + (x — 29)Ay] + (Ax® + Ax-Ay — Ay?).

Ovdje je izraz df = (2x + ) Ax + (x — 2y) Ay totalni diferencijal funkcije, a
(Ax*+ Ax- Ay — Ay?) je neizmjerno mala velitina viSega reda u usporedbi s neizmjerno

malom velidéinom p = [[Ax® + A2
Primjer. Nadimo totalni diferericijal funkcije

z= l/x“—f—y?

0z x 2z y

Rjedenye. _—= ——_ .
ox |/x2 + y2 ay |/x2 _'_y2
y xdx 4+ ydy

x
———dx + - y
|/xa EupY ]/xa + 2 l/xa + y?

3°. Primjena totalnog diferencijala funkcije u pribliznim raZunima. Uz dovoljno

male |Ax|] i |Ay|, a to znali, uz dovoljno mali p= |/Ax’+Ay’ za diferencijabilnu funkciju
z=f(x,y) vrijedi priblizna jednad?ba Az~dz ili

dz =

oz 0z
Az~— A — Ay,
B ox x+8 Y

Y

Primjer 3. Visina sto$ca je H = 30 cm, a polumjer baze R = 10 em. Kako ¢e se promijeniti volumen
stofca ako povecamo H za 3 mun, a R smanjimo za 1 mm?
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1
Ryefenje. Volumen stodca je V= 3 mR*H. Promjenu volumena zamijenimo priblizno diferencijalom
1
A VNdVZ‘i“TE(zRHdR + R*dH) =

1
= ?ﬁ(—Z‘ 10-30-0,14100-0,3 = — 107w ~ — 31,4 cm?.
Primjer 4. Izratunajmo priblizno 1,022.01,

Ryesenje. Ispltajmo funkciju z = x*, TraZeni broj moZemo smatrati povecanjem vrijednost te funk-
cije uzete zax =1,y =3, Ax=0,02, Ay = 0,01. Pocetna vrijednost funkdije je z=13=1,

Az mde =yxv~'Ax+ x¥InxAy=3-1.0,024+1-1n1- 0,01 = 0,06.
Slijedi da je 1,023 ~1 4 0,06 = 1,06.

1831. Za funkciju f (¥, y) = x?y nadite totalni prirast i totalni diferencijal u taki
(15 2); usporedite ih ako je:

a) Ax=1, Ay=2; b) Ax=0,1, Ay =0,2.

1832, Pokazite da za funkcije # i v od viSe van)abh (npr. dvije) vrijede obiéna
pravila diferenciranja:

a) d(u+v) =du+do; b) d(uv) = vdu+u do;

9 d<l> _ vdu—zudv_
v v

Nadite totalne diferencijale ovih funkcija:

1833. z = x’ +y>~3xy. 1834, z = x?y>.
2
1835. z = 2. 1836. z = sin”x +cos? .
x“+y
1837. z = yx’. 1838. z = In(x* +y?).
x y X
1839. f(x, y)=In (1 + -—) 1840. z = arctg-— + arctg —.
y x y

1842, IzraCunajte df(1; 1),
1841, z = Intg 2.

. b
x ako je f(x, y) = 7
1843. u = xyz. 1844, u = Vx> +y242z2
k]
1845. u = (xy + 5—) . 1846, u = arctgx—‘r.
y z

y4
1847. Izralunajte df(3; 4; 3), ako je f(x, y, z) = ——.
Vx*+y?
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1848. Jedna je stranica pravokutnika a — 10 cm, a druga b = 24 cm. Kako ce se
promijeniti dijagonala / pravokutnika ako stranicu a produljimo za 4 mm, a
stranicu b skratimo za 1 mm? Nadite pribliznu promjenu i usporedite je
s tatnom.

1849. Zatvoreni sanduk kojemu su vanjske dimenzije 10 cm, 8 cm i 6 cm napravljen
je iz $perploca debljine 2 mm. Odredite pribliZzno volumen materijala utro-
Senog za izradu sanduka.

1850*. Sredi3nji kut kruznog isjecka iznosi 80° a Zelite ga smanjiti za 1°. Koliko
morate produljiti polumjer isjecka da njegova povriina ostane nepromijenjena,
ako je prvobitna duljina polumjera 20 cm?

1851. Izratunajte priblitno: &) (1,02)°-(097)%;  b) v(4,05)" + (2.93)%;
c) sin 32° - cos 59° (pri prevodenju stupnjeva u radijane i pri radunanju sin
60° ratunajte na tri mjesta; posljednju znamenku zaokruzite).

1852. PokaZite da je relativna pogreska produkta priblizno jednaka zbroju rela-
tivnih pogresaka faktora.

1853. Pri mjerenju na terenu trokuta ABC dobili ste ove podatke: stranica a —
= 100m+2m, stranica b = 200m+3 m, kut C = 60° + 1°. S kojom se
ta¢nod¢u moze izraunati stranica c?

1854. Period T njihanja njihala raduna se po formuli

T= Znﬁ,
g

gdje je [ duljina njihala, a g ubrzanje sile teZe. Nadite pogresku pri odredi-
vanju 7, koju dobivate kao rezultat malih pogresaka Al =a i Ag =8
prilikom mijerenja / i g.

1855. Razmak medu tackama Py (xy, y,) i P(x, y) iznosi p, a kut koji &ini vektor

PyP s osi OX iznosi a. Za koliko ¢e se promijeniti kut «, ako tacka P uz ne-
pomicnu tacku u P, zauzme polozaj P, (x-+dx, y-+dy)?

5. Deriviranje sloZenih funkcija

1°. Sluéaj jedne nezavisne varijable. Ako je z = f(x, y) diferencijabilna funkcija argu-
menata x i ¥ koji su sa svoje strane derivabilne funkcije nezavisne varijable ¢:

x=09(t), y=y(t),
onda derivaciju slozene funkcije z =/ [¢ (z), $ ()] moZemo izradunati po formuli:

4z _o2dx 0z dy

= + B
dr  ox dt oy dt (D)

Napose, ako se ¢ podudara s jednim argumentom, npr. x, onda ée » totalna « derivacija funkcije z
po x biti:
dz 0z 0z dy

— =—+ . (2)
dx dx Jydx
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dz
Primjer 1. lzratunajte o’ ako je

z =%y, gdje je x=cost, y=I%

Rjesenje. Po formuli (1) imamo:

z
r = 3% +2y.3(—sint) + ¥+2.2.21=

= 3 +2y (41 — 3sint) = 2 COSt+2* (47 — 3gin1).

3z dz
Primjer 2. Nadimo parcijalnu derivaciju = i totalnu derivaciju o ako je
X X

z =X, gdje je y = p(x).
., . oz .
Rjesenye. P ye*¥, Na temelju formule (2) dobivamo
x

dz ,
i yeX¥ + xe¥ ¢’ (x).

Vi

2°, Sludaj viSe nezavisnih varijabli. Ako je 2 sloZena funkcija od nekoliko nezavisnih
varijabli, na primjer z=f(x, ¥) gdje je x =¢ (4, ), y=4¢ (4, v) (u 1 v su nezavisne varijable;

/5 @, ¢ su diferencijabilne funkcije), onda se parcijalne derivacije z po « i v izraZzavaju ovako:

o _ozox 0z oy
ou Ox ou 0y Ou

oz _ozox, by
v Ox dv Jdy Ov -

Za sve razmotrene sludajeve vrijedi formula

dz=—@idx+a—zdy

dx dy

(svojstvo invarijantnosti totalnog diferencijala).

L - . 0z | 0z i
Primjer 3. Izratunajmo — 1 —, ako je
ou v
.. u
z=f(x, ¥), gdie je x=uv, y= —.
v
Rjefenje. Primjenom formule (3) i (4) dobivamo:
oz , , 1
T =fx (% ¥)-v +fy(x: y) —
ou v
i
0z , , u
b_‘l) =fx(x3 y)u_fy (x: v) ‘0_2
L 3z
Primjer 4. PokaZimo da funkcija z = ¢ (x?4y?) zadovoljava jednadibu y — — x — =0.

Ax

3

4
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Rjefenje. Funkcija ¢ ovisi 0 x iy preko meduargumenta x2+y*=t, pa je stoga

oz dz ot

il A G PR
i

0z dz ot

boa oy T

Parcijalne derivacije prenesimo na lijevu stranu jednadZbe pa ¢emo imati

0z 03 5
¥ T gy T RNy (=32 = 2y e (8 9N — 2y (8 45 = 0.

tj. funkcija z zadovoljava zadanu jednadzbu.

1856. [zracunajte d_z) ako je
dt
X . .
z=—, gdje je x =¢', y =Int.
y
.o d .
1857. Izracunajte au , ako je
dt
u=lnsini gdie je x =3¢%, y=~1*+1
Vy
« .. du .
1858. Izracunajte ? , ako Je
t
u=xyz, gdje je x =141, y =1Int, z=tgt.
. .. du .
1859. IzraCunajte O ako je
t
u =~Z—, gdje je x = Rcost, y = Rsint, z = H.
Vxi4 y2
... dz .
1860. Izralunajte —, ako je
dx
z=u" gdje je u =sinx, v=rcosx.
1861. Izracunajte oz 1 dz , ako je
0x dx

z=arctg i y=x

X
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1862. Izrcunajte
1863. Izracunajte oz i oz

ox dy

1864. Izracunajte oz 1- -

1865.

Ox dx

{2 v

ox 0Oy

1866. Pokazite da je

1867

1868.

1869

ako je

gdje je

FUNKCLJE VISE VARIJABLI

, ako je

z=x, gdie je y = @(x).
ako je
z = f(u, v), gdie je u =x*—y?, v=e>,

ako je

X . .
Z = arctg —, gdje je x =usinv, y = ucosv.

.. 0z . 8z .
Izracunajte — 1 —, ako je

z = f(u), gdje je u=xy+l.
X

u_ o
Op 0

=

=0,

u=0(x"+y*+z%),

x = Rcosgcosty, y=Rcosgsiny, z=Rsing,

. Nadite gﬁ , ako je

ako je

X

PokaZite da je

u=f(x, y, 2), gdje je y =g(x), z=¥(x, »).
8z 0z
“=a=
dy Ox

. Pokazite da funkcija

gdje je

u = x+tat,

z = f(x+ay), gdje je f derivabilna funkcija.

w=f(u, v),

2 = y+bi, zadovoljava jednadZzbu

VI
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1870. Pokazite da funkcija z=yp(x*—y?)  zadovoljava jednadzbu
106z 10z z

x Ox yay_?'

1871. Pokazite da funkcija Z=Xy+Xxg (2—) zadovoljava jednadZbu

X
X oz +y L Xy+z
Ox ay .
=
1872. PokaZite da funkcija z = &p(ye?®) zadovoljava jednadzbu

0 0
(xz—yz)iz— +xy2Z = xyz.
0x dy

1873. Stranica pravokutnika x = 20 m produZava se brzinom od 5 m/s, druga stra-
nica y = 30 m skracuje se brzinom od 4 m/s. Kojom brzinom se mijenja
opseg i povrsina pravokutnika?

i

1874, Jednadzbe gibanja materijalne tatke glase
x=t y=1> z=1t,
Kojom brzinom raste udaljenost te tacke od ishodista koordinatnog sistema?

1875. Dva broda isplove istovremeno iz luke 4, jedan na sjever, a drugi na sjevero-
istok. Brzina brodova je 20 km/h i 40 km/h. Kojom brzinom raste njihova
medusobna udaljenost?

6. Derivacija u zadanom smjeru i gradijent funkcije

1°. Derivacija funkcije u zadanom smjeru. Derivacijom funkeije z = f(x, y) u zadanom
smjeru /= PP, nazivamo
oz . P)—f(P
0z _ (P =f(P)
ol pp-o PP

gdje su f(P)i f(P,) vrijednosti funkcija u tatkama P i P,. Akoje funkcija z diferencijabilna, onda
vrijedi formula

H

oz _ oz cosa + oz sin o €)) Y
= — > Fy(xy:yg)
ol Ox ay | 1
gdje je o kut koji ¢ini vekeor /s osi OX (sl. 67). R\
Analogno se odreduje derivacija u zadanom smjeru / Pixiy)
za funkcije triju argumenata u=f(x, y, ). U tom sluéaju je
du  Ou du ou X
—— = —Coso +~—cosf§ +— cosy, 3} 0

ol Ox oy oz Slika 67.
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gdje su a, B, y kutovi medu smjerom [ i pripadnim koordinatnim osima. Derivacija u zadanom
smjeru karakterizira brzinu mijenjanja funkcije u tom smjeru.

Primjer 1. Nadimo derivaciju funkcije z == 2x2— 3y* u tacki P (1; 0) u smjeru koji sa osi OX zatvara
kut od 120°.

Ryedenje. Nademo parcijalne derivacije zadane funkcije i njthove vrijednosti u tatki P:

[o}:4 0z
— =4x; — ] =4;
ox ox/p

oz 0z
— = — 6y, (_) = (.
ay /p

Ovdje je

cose = cos 120° = — —,

N =
™)

sina = sin 120° =

~|

Primjenom formule (1) dobijemo:

0z 1 3
Z—4 __)_}.o.V_—:_z,
ol 2 2

Predznak minus pokazuje da je funkcija u danoj talki i u danom smjeru silazna.

2°. Gradijent funkcije. Gradijentom funkcije z = f (x, y) nazivarno vektor kojem su pro-
jekcije na koordinatne osi pripadne parcijalne derivacije zadane funkcije:

0z oz
radz=—1i+ —]. 3
8 o 8y] (3)

Derivacije zadane funkcije u smjeru / vezana je s gradijentom funkcije ovom relacijom

oz d
- =Ppr, graaz,
ol
tj. derivacija u zadanom smjeru jednaka je projekciji gradijenta funkcije na smjer deriviranja.

Gradijent funkcije u svakoj tacki je normala na pripadne nivo-linije funkcije. Smjer gra-
dijenta funkcije u zadanoj talki je smjer najveée brzine porasta funkcije u toj talki, tj. za I =grad 2

V4
derivactja a ima najveéu vrijednost koja iznosi

(-

Analogno se definira gradijent funkcije triju varijabli u =/ (x, y, 2):

gradu:—aii+-a£j+ﬂk 4)
Ox dy dz
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Gradijent funkcije triju varijabli u svakoj tacki okomirt je na nivo-plohu koja tom tadkom

- Prismjer 2. Nadimo i konstruirajmo gradijent funkcije z = x2y u racki P (1; 1).

Rjesenje. Tzratunamo parcijalne derivacije i njihove vrijednosti u racki P.
0z 5 0z 5:
x s oxjp

0z 92
— = x%; (_) =1
dy w/r

1876.

1877.

1878.

1879.

1880.

1881.

1882.

Slika 68.

2

Nadite derivaciju funkcije 2 = x
s osi OX zatvara kut od 60°.

— xy — 2v? u tacki P (1; 2) u smjeru koji

Nadite derivaciju funkcije z = x® — 2x*y + xy* + 1 u tacki M (J;2) u
smjeru od te tacke prema tacki N (4; 6).

Nadite derivaciju funkeije z = In ]/J(T—{:v_2 u tacki P(l; 1) u smjeru si-
metrale prvog kvadranta .

Nadite derivaciju funkcije . = x2 — 3yz + 5 utacki M (1; 2; —1) u smjeru
koji sa svim koordinatnim osima zatvara jednake kutove.

Nadite derivaciju funkcije u =- xy |- vz + 2zx u tacki M (2; {; 3) u smjeru
od te tacke prema tacki N (5; 5; 15).

Nadite derivaciju funkcije u = In (¥ + ¢¥ + ¢°) u ishodi$tu koordinatnog
sistema u smjeru koji s koordinatnim osima OX, OY, OZ zatvara pripadne
kutove a, 8, y.

Tacku u kojoj je derivacija u bito kojem smjeru jednaka nuli nazivamo sta-
cionarnom tackom te funkcije. Nadite stacionarne tacke ovih funkcija:

a) z=x"+xy+yi—dx—2y;

by z=x+y’~3xy;

o) u=2y 4zt —xy—yz+2x.

13 Demidovie¢: Zadaci
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1883. PokaZite da je derivacija funkcije
2
z=2
x
uzeta u nekoj tacki elipse
Dl + 42 = C?
duZ normale na elipsu jednaka nuli.
1884, Nadite grad z u racki (2; 1) ako je
z=x>+y* = 3xy.
1885. Nadite grad z u tacki (5; 3) ako je
z=+/x— v
1886. Nadite grad u u tacki (1; 2; 3), ako je u = xyz.
1887, Nadite veli¢inu i smjer grad u u tagki (2; —2; 1), ako je
u=x2+y2+zz<
1888. Nadite kut medu gradijentima funkcije z = In 2 u tackama A [% ; %] _
X
i B(1; D).
1889. Nadite vrijednost najstrmijeg uspona plohe  z = x2 + 4p*  u tacki (2; 1; 8).
1890. Odredite vektorsko polje gradijenta ovih funkcija:
a) z=x+y; c) z=x*+y%
1

b = R =g
yam D x2+y2+22

7. Derivacije i diferencijali viSeg reda

1°. Parcijalne derivacije vi$eg reda. Parcijalnim derivacijama drugog reda funkcije
z =f (%, y) nazivamo parcijalne derivacije njenih parcijalnih derivacija prvog reda.

Za derivacije drugog reda upotrebljavamo ove oznake

—Q(E)-QZ— (X0 ¥)5
dx \ 0x dx? e ’

2
3<£>= TE i, ) it
dy \ dx Oxdy

Analogno se odreduju i oznacavaju derivacije viih redova.

Ako su parcijalne derivacije, koje ratunamo, neprekinute, onda rezultar vilestrukog derivira-
nfa ne ovist o poredaju deriviranja.
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7

1
Primjer 1. Nadimo parcijalne derivacije drugog reda funkcije

x
z = arctg — .
y

Rjefenje. Nadimo najprije parcijalne derivacije prvdg reda

oz 1 1 y
Ox_l x2 y_x2+y2’
»?
oz 1 ( x) x
AN AT
y 14+ X Y ¥
2
Zatim deriviramo ponovo:
2%z _ 0 y _ 2xy
ox ax\a*+y2) (af F 22’
0%z o) x 2xy
y? - dy 2% 4 g2 - x4 y2)? 2
0%z _0( ¥ ) (243 —2y-y x2 — y?
axay dy xg_l_yz (xa +y2)2 - (X’ +y2)2 .

Primijetimo da tzv. »mje$ovitu « parcijalnu derivaciju moZemo naéi i na drugi nad&ini to:
2z 0%z d x 1- (x4 %) — 2x - x x® — y?
0xdy  dyox ox Xyt (x2 4 y%)? TR
2°. Diferencijali viSeg reda. Diferencijalom drugog reda funkcije z =f(x, y) nazivamo

diferencijal diferencijala (prvog reda) te funkcije
d*z = d(dz).

Analogno se odreduju diferencijali funkcije z vifega nego drugog reda, na primjer:

d*z =d(d?*2)

i opdenito
d"z = d(d""'2).
Ako je z =f (x, ¥) gdje su x i y nezavisne varijable i funkcija f ima neprekinute parcijalne derivacije
drugog reda, tada se diferencijal drugog reda funkcije z raduna po formuli
6Y)

2 2 2
d?z =a—i dx* + 2 02 dxdy + a—-édyz.
Oxdy dy

Opéenito, kada postoje odgovarajuée derivacije, vrijedi simbolika formula

Ox

a Y
d"z = (dx— +dy -—) z,
dy
koja se formalno razvija po binomnom zakonu.

13
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Ako je z=f (x, ¥), gdje suargumenti x i y funkeije jedne ili viSe nezavisnih varijabli, onda je

2 2
dz=L24y 22 gdy+ ayr 4 Pate s Ly,
ax? Ox 0y ay* ox dy )

Ako su x i y nezavisne varijable, ondaje d*x=0, d% =0 i formula (2) prelazi u formulu (1).
Primjer 2. Nadite totalne diferencijale prvog i drugog reda funkcije

z =2x2; 3xy — %,
Rjesenje. Prvi nalin. Imamo.

0z oz
— =4x—3y, —=—3x—2y.
ox )y

Prema tome

oz 0z
dz :_dx+¢)—dy= (4x — 3y)dx — (3x + 2y)dy.
W

ox

Dalje
022z o%x Rz )
w7 dxoay 0 a7

odakle slijedi, da je
2 2 2

gr = a2 %% ey + T2y — adxt — 6dxdy - 24y
z = — da? - x — = 4dx® — 6dxdy -~ .
ox? ox oy Y oy? ¥ i i

Drugi na&in, Diferenciranjem nalazimo:
dz = 4xdx — 3 (ydx + xdy) — 2ydy = (4x — 3y) dx — (3x + 2y)dy.
Diferencirajmo jo§ jednom i sjetimo se da dx i dy ne zavise od x i y. Dobivamo:
d2z = (4dx — 3dy)dx — (3dx + 2dy) dy = 4dx® — 6dx dy — 2.dy*.
%z 8%z 9%z

1891. Izracunajie — , , —, ako je
€ axay’ ay

2 2
X
Z=C\/'—2+y—2.
b

a
, 2z 8%z 27 .
1892, lzraCunajte — ., - s T ako je
ox ox0oy 0y

z=1In(x*+ y).

2
1893. Izralunajte s 2, akoje

xdy
z=2xy + v
.. %z .
1894, IzraCunajte , ako )e
ox dy
X
z = arctg

1—xy'
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2

1895. lzradunajte —; ako je
Ox
r=\/,;2 + )’2 + .'_’-2,

1896. Nadite sve parcijalne derivacije drugog reda funkcije
u=xy+ yz+ zx.

3

1897. Izralunajte , ako je
O0x3y0z
u = x%Pz".
3
1898. Izracunajte —— , ako je
dx 0y*
z = sin(xy).

1899. Tzratunajte f./(0, 0), 1., (0, 0), f,,(0,0), ako je
S, p)y=({1+x)"(1+ )"

.. . 0%z 9’z .
1900. Pokazite da je = , ako je
Oxdy 0ydx
. X—=y
z = arcsin [ ——.
X
~2 2
1901. Pokazite da je > = 2% ako je
Oxdy 0dyox
z=x"
1902*, Pokazite da za funkciju
2 2
X =y
TG y) = xy=—
xt4y?

s dodamnim uvjetom f (0, 0) = 0 imamo

~2 2 27

1903 Tzracunajte 22, 02 TE o e
0x° 0Ox0y Oy

z=f(u, v),

gdje je u=x*+y? v=xy.
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1904.

1905.

1906.

1907.

1908.

1909.

1910.

FUNKCIJE VISE VARIJABLI VI

B . d%u .
Izracunajte —, ako je
ox

u=f(x, y, z), gdie je z=o(x, y).

3z 'z ¥z

Izratunajte — , —, ako je
ax* 6xdy 0y? )
z = f(u, v), gdje je u=@(x, y), v=VY(x, »)-
Pokazite da funkcija
u = arctg 2
x

zadovoljava Laplaceovu jednadZbu

ou  0%u
— 4+ — =0.
axr  dy
Pokazite, da funkcija
u = ln—l—,

F

gdje jer = J(x — a)® + (y — b)? zadovoljava Laplaceovu jednadzbu
2 2
Tu Uy,
ox* 9y
PokaZite, da funkcija
u(x, t) = Asin(a At+op)sin ix

zadovoljava jednadzbu titranja Zice

azu 2 6214
——2 =a -—2 .
ot 0x
Pokazite da funkcija
1 _(x—x0)2+ (¥ —y0)2+(z—20)?
ulx, y, z, ) = ————e 4at
Qa1

(x0s ¥os 20» @ su konstante) zadovoljava jednadzbu vodenja topline
u  ,(*u du d'u
= Tzttt ia)
ot ox*  dy oz
Pokazite, da funkcija
u=e¢p(x—at) +y(x+at),

gdje su @ i ¥ po volji odabrane dvaput derivabilne funkcije, zadovoljavaju
jednadZbu titranja Zice
*u ,0%u

— =a°—.
o’ ox*
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of2) ()

zadovoljava jednadZbu

1911. Pokazite da‘funkcija

A2 2 a2
d a

x2%Z §+ 2y 2= )2 —i =
Ox Ox dy Jy

1912. PokaZite da funkcija

u=g(xy)+ \/x_yw(f)

zadovoljava jednadzbu

2 2
x? a—’; —y? Tu_y,
0x ay?
1913. Pokazite da funkcija z = f[x + ¢ (y)] zadovoljava jednadibu

oz &'z _ oz 2
0x 0xdy dy ax?
1914, Nadite u = u (x, y) ako je
2
a%u -0
0x dy

1915. Odredite oblik funkcije u = u (x, v), koja zadovoljava jednadbu

2
-0
1916, Nadite d%z, ako je
z=¢"
1917, Nadite d%, ako je
u=xyz.

1918. Nadite d?z, ako je
z=g(f), gdieje t=x>+y%
1919, Nadite dz i d2z, ako je

z=u’ gdje je u=—, v=xy,

X
y
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1920. Nadite d?z, ako je

z = f(u, v), gdie je u=ax, v=by.
1921, ‘Nadite d*z, ako je

z = f(u, v), gdje je u=xe’, v=ye.
1922, Nadite d%z, ako je

z=e"cosy.
1923. Nadite diferencijal treceg reda funkcije
z =Xxcosy+ysinx,
i odredite sve parcijalne derivacije treceg reda

1924. Nadite df (1, 2) i d¥ (1,2) ako je

f(x, y)=x*+xy+y*—4lnx—10Iny.
1925. Nadite d? (0, 0, 0), ako je

f(x, y, 2)=x*+2y* +32° —2xy+4xz +2pz.

8. Integriranje totalnih diferencijala

1°. Uvjeti totalnog diferencijala. Da bi izraz P (x, y) dx+Q (x, ¥) dy, gdje su funkcije
P (x, y) i Q (>, y) neprekinute u jednostruko suvislom podrucju D zajedno sa svojim parcijalnim
derivacijama prvog reda, bio u podru¢ju D totalni diferencijal. neke funkcije u (x, ¥), nuZno je i
dovoljno da je ispunjen uvjet

Primjer 1. Uvjerimo se da je izraz
(2x = y)dx 4 (x + 2y)dy
totalni diferencijal neke funkcije i nadimo tu funkciju.

3Q P
Rjesenje. U ovom slucaju su P =2x-+y, Q =x+2y. Prema tome je ™ = > =11 stoga je
X )y

du Ju
(2x + y)dx + (x + 2y)dy =du = —dx + — dy,
dx oy
gdje je u traZena funkcija.

. ou -
Iz uvjeta — =2x 1y slijedi
dx

u= f’(2x+y)dx=x"+xy+<p(y).
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du
No s druge strane je P =x+¢" (y) =x+2y, odakle je
Y

=2y, 9(»)=y*+C
i u=x*+4+xy+ 3+ C.
Konaéno je
Qx +9)dx + (x + 23)dy =d (22 + 2y + »2 + C).

2° Sluéaj triju varijabla. Analogni izraz
P(x, y, 2)dx + Q(x, y, 2)dy + R(x, y, z)dz,

gdje su P (x, y, z), Q (%, ¥, z); R (x, ¥, 2) funkcije varijabli x, y i 2, neprekinute zajedno sa svojim
parcijalnim derivacijma prvog reda, onda i samo onda je totalni dlfcrencual neke funkcije u (x, y, 2)
u prostornom jednostruko suvislom podrudju D, ako su u D ispunjeni uvjeti

0 _op OR_20 P _iR

ox 6y, ay oz’ 8z  ox
Primjer 2. Uvjerimo se da je izraz
@Bx®+ 3y — Ddx + (2 + 3x)dy + Qyz + 1)dz
totalni diferencijal neke funkcije i nadimo tu funkciju,
Rjé}enje. Ovdje je P=3x"+3y—1, Q=2z"+3x, R=2yz+1.
Ustanovimo da je
0 P - R 0 P  9OR
Q=—=3 ————Q=2z, —=_=0

ox oy ? dy 9z

i prema tome

du a ou
(¢ + 3y~ 1)dx + (5% + 3 dy + Qyz + Ddz = du = = dx + a—"dy+ 2

gdje je u traZena funkcija.
Imamo:

ou

—=3x+3y—1.

x
Znadi da je

u=f(3x’+3y—I)dx=x°+3xy-—x+<p(y,z).

S druge strane je

M_%% _rad
—_ = = = z s
02 oz

3
odakle je aj =2z*i Z—q)=2yz+l. Zadatak se svodi na traZenje funkcije dviju varijabli
y z

¢ (¥, 2) kojoj su parcijalne derivacije poznate i ispunjen je uvjet totalnog diferencijala,
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Nadimo ¢:

¢ (3 2) = [ 2y = y%z -+ § (2),

Op
a-i =2yz + ¢'(2) = 2yz7 + 1,

S

Wy =1, (z)=2+ C,
ti. ¢ (y, ) =yz*+2-+C. Kona¢no dobivamo

u-=x>+ 3xy —x +y22 + 2z + C.

Uvjerivsi se da su dalje navedeni izrazi totalni diferencijali nekih funkcija, nadite

te funkcije. A
1926, ydx +x dy. 1927, (cos x+3x2y)dx + (x> —y?)dy.
1928, (X¥2)dxtydy 1920, X2 gy 2E2) g,
(x+y) _ x4y x*+y?
1930. - dx — X dy. 1931, ———— dx + —2-—dy.
2 2 2 2
y y \/x +y «/x +y

1932. Odredite konstante a i b tako, da izraz
(ax®+2xy +yHdx — (x* +2xy+byH)dy
(xl +y2)2

bude totalni diferencijal neke funkcije 2, i nadite tu funkciju.

Uvijerivsi se da su dalje navedeni izrazi totalni diferencijali nekih funkcija, nadite
te funkcije.

1933. (2x+y+2)dx + (x+2y+2)dy + (x+y+2z)dz.
1934. (3x?+2y*+32)dx + (4xy+2y—2)dy + 3x—y—2)dz.
1935. (2xyz—3y?z+8xy?+2)dx + (x’z—6xyz+8x*y+1)dy + (x*y—3xy>+3) dz.

o6, (4~ Zaci (- Z)ay (L - Las
y X z oy X z

1937, ¥dx+ydy+zdz
Vx4 ytaz?

1938*. Zadane su projekcije sile na koordinatne osi:
y _ Ax
) N )

gdje je A konstantna veli¢ina. Kakav mora biti koeficijent A, da sila ima po-
tencijal?

X =
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1939, Koji uvjet mora zadovoljiti funkcija f (x, y) da izraz

f(x, y)(dx+dy)
bude totalni diferencijal?

1940. Nadite funkciju u, ako je
du = f(xy)(ydx+xdy).

9. Deriviranje implicitno zadanih funkcija
1°, Sluéaj jedne nezavisne varijable. Ako jednadiba f(x, y) = 0, gdje ie f(x, ) dife-

rencijabilna funkcija varijabli x i y, definira y kao funkciju od x, onda derivaciju te implicitno zadane
funkcije, uz uvjet da je f, (x, y)7#0, moZemo naéi po formuli

dy _ fi(x y)

== . 1)
dx 5 (x, )
Derivacije viSih redova nalazimo uzastopnim deriviranjem formule (1).
d dz
Primjer 1. ' Izratunsjmo Rl R G P
dx dx?

&2+ % —3(x2+ ) + 1 =0.
Rjefenje. Oznacimo lijevu stranu zadane jednad2be sa f (x, y) i nadimo parcijaine derivacije
Ji(oy) =302+ yH2 - 28 — 3 2x = 6x [(* + 2 — 1),
fy(6y) =302 +y92 2y — 32y — 6y [(«* + y)2 — 1].
Odatle primjenom formule (1) dob-ivamo:

dy iy | ex[P4y 1] =

A Sy @ +e-1 ]

Da nademo drugu derivaciju derivirajmo po x dobivenu prvu derivaciju uzimajuéi pri
tome u obzir da je y funkeija od x:

| dy x
. —_X — — X —_——
dty d( x)_ YT a7 y) e

dx2: dx -

y

y2 y2 yB

2°. Sluéaj viSe nezavisnih varijabli, Analogno, ako jednadZba F(x, y, z) =0, gdje je
F (x, y, z) diferencijabilna funkcija varijabli x, ¥ i z, odreduje z kao funkciju nezavisnih varijabli
xiyaF’, (x,y, z2)50, parcijalne derivacije implicitno zadane funkcije moZzemo naéi po formulama:

%__F;(x$ s Z) 6_z=_F;(x, y, z)
dx Fi(x, y,2z)) @y Fi(x, y, 2)

Drugi nalin odredivanja derivacija funkcije z je ovaj: diferenciranjem jednadibe F (x, y, 2) =0,
dobivamo

(2

Favr Eayr Lgrco,
ox dy oz
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oz 0z
Odavde se moze odrediti dz, a prema tomei — i —.
. ox dy
L. . oz | 0z )
Primjer 2. Nadimo — 1 —, ako je
ox dy

X =2y + 38 —yz+y=0.

Rjefenje. Prvi naé&in. Oznalimo lijevu stranu zadane jednadzbe sa F (x, 3, 2) i nz\dimo parcijalne
derivacije

F;(x, ¥, 2) = 2%, F;,(x, y»e)=—4y—2z+1, F;(x, ¥ 2) =6z —y.

Primjenom formule (2) dobivamo:

0z Fo(x,y 3) 2w 05 Fuy,z l—4y—z
ox F; (%5 5 2) 62{ -y ’ oy F; (x5 ¥, ) 6z —y

Drugi na&in. Diferenciranjem zadane jednadZbe dobivamo:
2xdx —4ydy + 62dz — ydz — zdy + dy = 0.
Odatle izrazimo dz tj. totalni diferencijal implicitno zadane funkcije:

2xdx + (1 — 4y — z)dy
Z =
y— 62z

© 8z oz
Usporedba s formulom dz = ™ dx+ > dy pokazuje da je
X y

s

9z 2x 0z | -4y —=z

o y—6z 0y y — 63

3°. Sistem implicitno zadanih funkcija. Ako sistem dviju jednadZbi

F(x, y, u, v) =0,
G(x, y, u, v)=0

definira # i v kao diferencijabilne funkcije varijabli x i y i ako je jakobijana
oF OF

D(F,GY _|ou av

D (u,v) 0G 8G

ou v

onda diferencijale tih funkcija (a prema tome i njihove parcijalne derivacije) moZemo naédi iz
sistema jednadzbi

#0,

-6Iidx+£dy+ a—qu +éidv=0,
0x ay ou ov

' 3)
8_de + oG dy+£€du+9£dv=0‘

0x dy du ov
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Primfer 3. JednadZbe
utv=x+y, xutyv=1

.. . . du du dv _ 3
definiraju z i v kao funkcije od x i y; nadite —, 1

ox a_y‘ ox 3y
RjeSenje. Prvi na&in. Derivirajmo obje jednadzbe po x, pa dobijemo

ou v | +xbu+ ov 0
—_— = — = u — — =0.
n o PP
odakle je .
bu__ u+y 0v_u+x
o x—y x x—y
Analognim nadinom nalazimo:
bu_ vty bv_u-i—x
by_ x—y’ dy_x—y'

Drugi na&in. Diferenciranjem nalazimo dvije jednadibe koje povezuju diferencijale
sve cCetiri varijable

du + dv = dx + dy,
xdu + udx + ydv + vdy = 0.

Rjedivéi taj sistem po diferencijalima du i dv, dobivamo

(u+ y)dx + (v +y)dy (u + x)dx + (v + x)dy
du = — dv = .

3

x—y x—y
Odatle je
ou u+y ou vty
o x-~y’ ay_- x—y’
v u+tx Ov_v—l-x

ax_x—y’ »y x—y

4°. Funkcije zadane u parametarskom obliku. Ako je diferencijabilna funkeija z
s varijablama x i y zadana u paramertarskom obliku jednadzbama

x=x(,v), y=y, v), z=2(u0)

ox 0x
i D P
(X, y) — ou 60 # 0)
D(u, v) |3y dy
du Ov
onda diferencijal te funkcije moZemo nadi iz sistema jednadZzbi
dx = 6_x du + éf dv,
ou ov
dy dy
dy = =du + —db, )
Y ou ov
dz = ?Edu + oz do.
L ou ov
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Kada nam je poznat diferencijal dz =p dx+¢ dy, dobivamo parcijalne derivacije

0z 4

Primjer 4. Funkcija z s argumentima x i y zadana je jednadzbama

x=utuv, y=u+v4

. oz | 9z
Nadimo — i

ox Ey

z=ut+ 08 (uFv).

VI

Rjefenje. Prvi nadin. Diferenciranjem nademo tri jednad#be koje povezuju diferencijale svih pet
varijabli:

dx = du + dv,
dy = 2udu + 2vdv.

dz = 3u?du + 3vtdv.
12 prve dvije jednadZbe odredimo du 1 do: ‘

2vdx — dy dy — 2udx
=—— d‘U=———
2w —u)-

2w —uy
Uvrstimo u tre¢u jednad?bu dobivene izraze du i do:

dz — 3 2vdx —dy 3vgdy—zudx _
2(v —u) 2(v—u)
6uv (u — v)dx + I(v2—1u?)d 3
= ¢ ) ( >y=-—3uvdx+—(u+u)dy.
2(v —u) 2
Odatle je
0z 3 3 G+ v
— = — 3uvy === (u+v).
ox ? oy 2
Drugi nalin. Iz treée zadane jednadZbe moZemo naéi:

oz du v 0z ou 0

— =3ut— + 33— S W S W

ox ox 0x dy ay oy

Derivirajmo prve dvije jednadZbe najprije po x, a zatim po y:
. ou + du 0 ou dv
Tox | oox’ h a/ 8»’
0 5 du -2 du { u '+ v
= 2u — | —, =2u — — .
o Uox oy
Iz prvog sistema nalazimo:

ou v dv u

R PE—

x v-—u

1z drugog sistema nalazimo:
ou 1 ou I
;):_y - 2 (u—v) ’ oy
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0z 3z .
Uvritenjem izraza — i — u formulu (5) dobivamo:
ox Ay
2
A WL W = — 3uv,
ox v —u u—v
9z 1 1 3
— =3u? + 3u? = —(u+v).
oy 2(u—v) 2w—uw) 2

1941. Neka je y funkcija od x odredena jednadzbom

2 2
41
a” b
. ry . d?
Nadite Q, d——'}; 1 —}3’
dx dx dx
1942, Neka je y funkcija odredena jednadZzbom

x24y*4+2axy =0 (a>1).
2

PokaZite da je c_l% = 0 i objasnite dobiveni rezultat.
x

1943. Nadite d_y‘ ako je y = 1+~
dx
2

dy 1 9_)2” ako je y=x+Iny.
dx

1944. Nadite —

dx

2
1945. Nadite (d—y) i (9—{) , ako je
dx/x=t  \dx?/s=1 _

x?=2xy+y*+x+y—2=0.

Pomodéu dobivenih rezultata konstruirajte priblizno graf zadane krivulje u
okolini tacke x = 1.

1946. Funkcija y odreduje se jednadzbom
ln\/x2+y2=aarctgl (a #0).
X

2
Nagdite él’ i ﬂ_};’
dx dx

1947. Nadite dy 1 d—z)—;, ako je
dx dx
I+xy—In(e”+e™ ) =0.
1948. Funkcija z s varijablama x i y zadana je jednadzbom
X422 422 —3xyz =2y +3=0.
dz . 0z

ox 9y
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1949.

1950.

1951.
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Nadite oz i a—z, ako je
dx ay
xcosy+ycosz+zcosx = 1.

Funkcija z zadana je jednadZbom
x +y?—z—xy=0.
Nadite 9z i'—ai za sistem vrijednosti x = —1, y =0, 2 = 1,
ox oy
9z 0z 0z %z 3z . x? : 7

Nadite —, —, —, —, —,
ox dy ox® oxdy oy? a® b

1952. f(x, y, z) = 0. Pokazite da je 6_ = —=—1.

1953.

1954.

1955.

1956.

1957.

1958.

1959.

2 = ¢ (x, ¥) gdje je v funkcija od x odredena jednadZbom ¥ (x, y) = 0.
Nadite 92

dx
Nadite dz i d%z, ako je
x2+yz+z2 = a.
Neka je z funkcija s varijablama x i y, odredena jednadZzbom
2% +2y' +27 —8xz—z+8=0.
Nadite dz i d%z za sistem vrijednosti x =2, y =0, z = |.

Nadite dz 1 d%z, ako je In s = x + y + z— |. Kolike su derivacije prvog i
drugog reda funkcije 2?

Neka je funkcija =z odredena jednadzbom

x?+y2 422 = p(ax+by+cz),

gdje je @ po volji odabrana derivabilna funkcija, a a, b 1 ¢ su Kkonstante.
Pokazite da je
(cy—bz) Q + (az—cx) ~a—z = bx—ay.
Ox dy
PokaZite da funkcija 3, odredena jednadzbom
F(x—az, y—bz)=0,

gdje je F po volji odabrana diferencijabilna funkcija svojih argumenata, za-
dovoljava jednadzbu

0z

F(i, l>=0. Pokazite da je _x—a-z +y-= =z

z z 0x oy



1960.

1961.

1962.

1963,

1964.

1965.

1966.

1967.

1968.
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Pokazite, da funkcija z, definirana jednadzbom y = x¢ (z) + ¥ () zado-
voljava jednadzbu

6z (3z\* 6z 6z &%z &%z [az\?
'_'2 T It 2 - - + *Z. —_— = 0
ox* \ dy Ox dy 0x8y  0y* \ dx
Funkcije y i 2 nezavisne varijable x zadane su sistemom jednadzbi
. d 2 dz
x2Ey? —22 =0, x®+ 2y*+ 3z =4, Nadite —y, E, d_y’ =2
dx dx  dx? dx?

akoje x=1,y=0, z=1.
Funkcije y i z nezavisne varijable x zadane su sistemom jednadzbi

Xyz=a, x+y+z=b.
Nadite dy, dz, d?y, d%z.

Funkcije # 1 » nezavisnih varijabli » i ¥ zadane su implicitno sistemom jed-
nadzbi A

u=x+y, uv=y.
Izratunajte
ou du é*u u Pu v v 8w v O

ox’ dy’ ax¥ axdy  ay* ax 3y’ ox® oxdy  dy’

za x=0, y=1.

Funkeije u i © nezavisnih varijabli x i y zadane su implicitno sistemom jed-
nadzbi

ut+v=x, u-—yv=0.
Nadite du, dz, d2%u, d%o.
Funkcije « i v s varijablama x i ¥ zadane su implicitno sistemom jednadzbi
x=o(u, v), y=y(u, ).
ou du o o

Nadite —, s .
Ox 0dy dx 0y
. 6z . 0z . .
a) Nadite 22 —, ako je x =wucosv, y =usinv, z = co.
ox dy
. 0 0 .
b) Nadite 92 Tz,ak0)ex=z4+v, y=u-—v, z=uy,
ox Jy

c) Nadite dz, ako je x=¢""", y=¢""" z=uo.
z = F (r, ¢), gdje su r i ¢ funkcije varijabli x i y odredene sistemom jednadbi

X =rcose, y=rsine.
. 0z . 0z
Nadite 2 i —.
dx 0Oy
. .. . . ¢z . 0oz .
Smatrajuéi z funkcijom od x i y, nadite: — i ™ ako je
Cx ly

X =acospcosy, ) =bhsinecosy, z=_csiny.

Demidovi¢: Zadaci '
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10. Zamjena varijabli

Prilikom zamjene varijabli u diferencijalnim izrazima derivacije u njima moramo izraziti
derivacijaa po novim varijablama, sluZedi se pravilom za deriviranje sloZenih funkcija.

1°. Zamjena varjjabli u izrazima s obilnim derivacijama.

Primjer {. Transformirajmo jednadzibu

1
supstitucijjom x = —,
1

Rjesenje. Izrazimo derivacije od y po x pomocu derivacija od y po .

Imamo:
dy dy
dy d  dr dy
= = = — 2 T
dx dx 1 dr
ds 12
(o)
dzy d/d dr \ dx d dz d az
_y=— l =_-_=—21_2+12_y (_[2)=213_y_‘_t4__y.
dx? dx\ dx dx dr dr? dz de?
d¢

. . . !
Uvritenjem dobivenih izraza za derivacije u zadanu jednadZbu i zamjenom x sa — do-
t

bivamo:

1 d dz 1 d

L .,a(z_y +,_y) vy _(_,zd_y%_,,zﬁy:o
L t t

ili

Primjer 2. Transformirajmo jednadZbu

d2y dy \? d
x— + 2y o2 0,
dx? dx dx
uzimajuci ¥y kao argument, a x kao funkciju.

Rjetenje. 1zrazimo derivacije od y po x derivacijama od x po ¥

dy 1
dx dx’
dy
d2x d2x
day  d(1 d (1)dy dy* | dy?

dxt  dx|dx| dy|dx|dx (dx)’ dx (dx)a'
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Uvritenjem tih izraza za derivacije u zadanu jednadZbu imat ¢emo

d3x
dy? 1 [
_— —_—— — =0,
(dx):‘ dx\? dx
dy (dy dy
ili konaéno
d2x dx\?
X ~1 — | =0
dy? dy
Priyjer 3. Transformirajmo jednadzbu
dy x+y
dx x - y’

prijelazom na polarne koordinate

X =rcosp, = rsineg.

Rjesenje. Smatrajuci r funkcijom od ¢ dobivamo iz formule (1):
dx = cospdr —rsingdp, dy=singdr+ rcospde,
i odatle

. dr
. Sin ¢ ~— - rcos
dy singdr + rcos g dop ‘qu) ¥

dx cosgdr — rsinede h dr i
COSp— —rsin ¢
de

dy
UvrStenjem izrazaza x, y i o u zadanu jednadzbu imar ¢emo
X

dr
sing ~— + 7 cos$ .
9)d(p ¥ rcose + rsing

dr . _rcosw—rsinq;’
coscpd—-» rsin g
@

ili nakon pojednostavnjenja

2°. Zamjena varijabli u izrazima sa parcijalnim derivacijama

Prinyer 4. Jednadzbu titranja Zice

ou o%u
R S

or? ox2

transformirajmo na nove nezavisne varijable « i g gdje je x =x—at, B =x+at.

14*
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V1

Rjefenje. Izrazimo parcijaine derivacije od u po x i ¢ parcijalnim derivacijama od « po 2 i 8. Prim-

jenom formula za deriviranje sloZenih funkcija

c)u_buba:+aubﬁ ou  du oz ou OB
o0 dwor 08 ot ox  oOw dx 0 ox

dobivamo

du bu( )+ du (bu ou

— = —(—a —a=a|l—— —|,

o ox oB 0B ox
ou  ou u ou  ou

o T T R
Deriviramo ponovo primjenjujudi iste formule:
o2%u 3 [ou 3 [ou) oa 3 [ou\ 0B
=)= mls)E sl -
0% ou 0%u ou
=

ou o%u ) p )+ (
(0-‘10ﬁ da? |- oB%  0adp

w0 (au) 9 (0") u 2 ("_")"_ﬁ -

or? dxd_x_d_ota;r d_ébx o

ou ou 0% 0%u ou
(55+aaaﬁ)"+ (oaaﬁ+ﬁ)'1=ﬁ+2
Kada to uvrstimo u zadanu jednad?bu, dobit ¢emo:
2 (0211 %u bzu) gt (c‘ﬂu 5 0%u é’_u)

1

bt T 2 uip T o

e gt om

ili
. ot

da0B

oz
Primfer 5. Transformirajmo jednadZbu x* — 4 3?
ox dy
. . 1
= — — — azanovu funkciju w = — — — .,
Y x z x
8z 0z

Rjesenje. 1zrazimo parcijalne derivacije P i = pomodu parcijalnih derivacija 3
x )y u

svrhu diferencirajmo zadani odnos medu starim i novim varijablama

dx dy dx dz
du = dx, dov=— — =, dw = — — —.
x2 »? x? 22
S druge strane
)
dw= —= du + = dv
u v
Prema tome je
ow ow dx z
—du+ —dov=—— —
ou v 2 32

ili

B Wi
o2 008

+ azu)_
o)’

o%u 0%u

dadB  op?

ow

oz
— = z? izabrav§i za nove varijable u=ux,

. Ow U
1 —. t
dv "
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1969.

1970.

1971.

1972.

ZAMJENA VARIJABLI

Qdatle je

i prema tome

ow [ ow ow
w2z — - 7 2 77 2
x2 du x? v
ili
ow
— =0.
du

Transformirajte jednadzbu

2
xzﬂ:+2xy+y=0,
dx dx
stavivii x = ¢,
Transformirajte jednadZzbu
d’y  dy
(I—x*)—-—x—==0,
dx? dx

staviv$i x = Cos 1.

Transformirajte ove jednadzbe uzevsi za argument y:

dx dx dx dx? dx?

2, 2 3 2.\2
a) "—’2+2y(9i) -0, b) ﬂd—y-3(d—3> =0.

213

Tangens kuta p koji zatvara tangenta M7 i radijvektor OM diralidta (sl. 69),

izraZen je na ovaj nadin:

Y
y-2< ”
X
tgu = M

Y
I+ =y

x Y

?
‘Transformirajte taj izraz prijelazom na po- 0 T

larne koordinate: x =r cos @, y = r sin p.

Slika 69,
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1973.

1974.

1975.

1976.

1977.

1978,

1979.

FUNKCIJE VISE VARIJABLI

Formulu zakrivijenosti krivulje

1

-y
23
[1+()*]"
izrazite u polarnim koordjnatama x = r cos ¢, ¥ = r sin g.

Transformirajte na nove nezavisne varijable «# i v jednadzbu

ako je u=x, v=x*+y%

Transformirajte na nove nezavisne varijable « i » jednadzbu

xa—z+yz—z=0, akojeu:x,v=l.
ox oy X
Laplaceovu jednadZbu
62 2
ox* Qy

transformirajte na polarne koordinate i @ stavivsi
X =rcose, y=rsing.

Transformirajte jednadZbu

0%z 0%z
X — yP = =0,
Ox dy
s ys . X
stavivdi u = xyiv = —
y
Transformirajte jednadzbu
0z 0z
yo—x = (=92,
0x 0y,

uvodenjem novih nezavisnih varijabli

1
u=x>+y? v=—+i

x oy
i nove funkcije w = Inz — (x + ).
Transformirajte jednadzbu
%z 8%z 0%z

+—=0,
ox* dxdy dy*

A%t
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uzevs§i za nove nezavisne varijable

u=x-+y, =2
X

i za novu funkeiju
2
w=—.
X

1980. Transformirajte jednadzbu

2 2 2
9z, 07 97

ax? axdy ay? B

>

supstituctjom u = x+y, v=x—y, w=xy—z, gdje je w=w(u, v).

11. Tangencijalna ravnina i normala na plohu

1°, JednadZba tangencijalne ravnine i normale kada je ploha zadana u ekspli-
citnom obliku. Tangencijalnom ravninom na plohu u ta¢ki M (dirali§tu) nazivamo ravninu u
kojoj leZze sve tangente u tacki M na razlicite krivulje povuéene na plohi tom tackom.

Normalom na plohu nazivamo okomicu na tangencijalnu ravninu u diralidtu.

Ako je jednadzba plohe u Descartesovom koordinatnom sistemu zadana eksplicitno
z=f(x,y), gdjeje f(x,y) diferencijabilna funkcija, onda je jednadZba tangencijalne ravnine u
talky M (xp, ¥, 2,) plohe

Z—z0=f{(x0, Yo)(X—xo) +f, (X0, Yo)(Y—Yo) o))

Qvdje je zo =1 (xg, ¥5), 2 X, Y i Z su koordinate pomicne tatke tangencijalne ravnine.
Jednadzba normale ima oblik

X—=xq _ Y—=yg - Z—2z4
Se (X0, Yo) f;(xm Vo) -1

gdje su X, Y i Z koordinate pomiéne tatke normale.

2)

9

Primjer 1. Napidimo jednadzbu tangencijalne ravnine i normale na plohu z — ?—yﬂ u njeno) tacki

M2; —1; 1.

Rjesense. Nadimo parcijalne derivacije zadane funkcije i njihove vrijednosti u tacki M

0z (Oz)
— =X, — = 2J
ox 0x M

0z 0z
—= —2y, (—) =2.
oy W/ M

QOdatle ¢emo primjenom formula (1)1 (2) imau:
z—1=2(x—2)+2(y+1) ilt 2x+2y—2—1=0 kao jednadZbu tangencijalne ravnine i

x=2 y+1 z2—I

kao jednadzbu normale.
2 2 —1
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2°, Jednad2ba tangencijalne ravnine i normale kada je ploha zadana implicitno.
U tom sluéaju, kada je jednadiba glatke plohe zadana u implicitnom obliku sa

F(x, y, z2)=0
i ako je F (xy, ¥os 20) =0, pripadna jedpadzba tangencijalne ravnine imat ¢e oblik
F. (X0, Yo, o) (X —x0) + F; (x5 Yo» Zo)(Y=yo) + F, (Xg, Yo, 20)(Z—29) =0, (3)
a jednadZba normale
X —xp _ Y-y, _ Z—2z,
Fi(xo, Yo, 20)  Fy(xo, Yo 20) - F; (xo, Yo z5)

4

Primjer 2. Napisimo jednadZbe tangencijalne ravnine i normale na plohu 3xyz—2z% =a? u tatki za
koju je x =0, y =a.

Rjefenje. Nademo aplikatu dirali$ta uvritenjem x =0, y =a u jednadZbu plohe: —2® = a*, odakle je
z = —a. Na taj nadin dobivamo da je diraliste M (0, a, —a).

Oznaéimo sa F (x, y, 2) lijevu stranu jednadzbe, pa nadimo parcua.lne derivacije i nji-
hove vrijednosti u tacki M:

Fp =3yz, (Fom = — 3al,
Fy=3xz, Fom =0,
F, = 3xy — 323, (Fom=~3a.

Primijenivsi formule (3) i (4) dobit ¢emo
—3a(x—0)+0(y—a)—3a(z+a)=0
ili
x+z+a=0
kao jednadZbu tangencijalne ravnine, a

x—0 y—a z+a
— 3a? 0 _—3a2

ili

kao jednadZbu normale.

1981. Napisite jednadZbu tangencijalne ravnine i jednadzbe normale na ove plohe
u navedenim tackama:

a) na rotacioni paraboloid z = x* 4+ y* utacki (I; —2; 5);

2 'V2 z2

b) na stozac L—(—'———— = § urtacki (4; 3; 4);
: 16 9 8
¢) nakuglu x% + y? 4+ 2 = 2Rz u ta&ki (R cos «; Rsina; R).

1982. U kojim tackama elipsoida

x2+_v2+ z? 1
a* b? ¢t

normala na elipsoid tvori jednake kutove s koordinatnjm osima?



1983.

1984.

1985.

1986.

1987.

1988.

1989.

1990.

1991.

1992.

1993.
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Tatkom M (3; 4; 12) kugle x* 4 y? -+ 2> = 169 poloZene su ravnine oko-
mite na osi OX 1 OY. Napisite jednadzbu ravnine koja prolazi tangentama
na dobivene presje¢nice u njihovoj zajednickoj tacki M.

Pokazite da jednadzba tangencijalne ravnine centralne plohe drugoga reda
ax’+ by 4zt =k

U njenoj tacki M (xy, vy, 2,) ima oblik
axgx+byoy+czyz = k.

Na plohu x? + 2y? 322 == 21 poloZite tangencijalne ravnine paralelne s
ravninom x + 4y + 6z = 0.
x2 22
Na elipsoid - + 7 + ~ = 1 polozite tangencijalne ravnine koje na
a c
koordinatnim osima odsijecaju jednake odsjecke.

Na plohi x* + y* — 22 — 2x = 0 nadite tactke u kojima su tangencijalne
ravnine paralelne s koordinatnim ravninama.

Dokazite da tangencijalne ravnine plohe xyz = m® tvore s koordinatnim
ravninama tetraedar konstantnog volumena.

Pokazite da tangencijalne ravnine plohe ]/x + ]/y + Vz = \/a odsuecam
na koordinatnim osima odsjecke kojima je suma konstantna.

2

2 2
Pokazite da se stozac ua + Y _Z kugla
a? b
5 b2 +c*\*  b?
P4 <z— =S (b +ch)
. ¢ ¢

diraju u tackama (0, + b, ¢).

Kutom izmedu dviju ploha u talki njihova presijecanja nazivamo kut medu

tangencijalnim ravninama poloZenim na zadane plohe u razmatranoj tacki.
Pod kakvim kutom se sijeku valjak x% L y? = R? i kugla

R‘M‘o)?
2

(x—R)?+y2+:2=R* u tacki M(E

Plohe nazivamo orrogonalnim ako se one sijeku pod pravim kutom u svakoj
tacki njihove presjecnice.

Pokazite da su plohe x? 4 32 + 22 =¢? (kugla), y = xtg ¢ (ravnina) i
22 = (x? + y?) tg%) (stoZac), koje su koordinatne plohe sfernih koordinata
7, @, 1, medusobno ortogonalne.

Pokazite da sve ravnine tangencijalne na plohu stosca z = xf[l] u njegovoj
x

racki M (x4, 3> Z0)» gdje je x, 55 0, prolaze ishodi§tem koordinatnog sistema.
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1994+ Nadite projekcije elipsoida

XP4yi+zi—xy—-1=0

na koordinatne ravnine.

1995. Dokazite da normala u po volji odabranoj tatki rotacione plohe
Vixz 3% (f # 0) sijece os rotacije.

12, Taylorova formula za funkcije vife varijabli

Neka funkcija f (x, y) ima u okolini tatke (g, &) neprekinute derivacije svih redova do
(n+ D-vog ukijucivo. Tada za razmatranu okolinu vrijedi Taylorova formula:

S y) = f(a, b+ 1—',[f; (a, b)(x—a) + fi(a, BY(y—b)] +
[f,,x<a b)(x—a) >+ 2 a. b)(x—a)(y—b) + £ (a, BY(y—b)"] + ..

+ il[(x—a)_2 + (y—b)g} fla, b)+ R, (x, y), (1)
n! ox oy

gdje je

l A Tn+1 )
R, (x, y) = [(x—a)g+(y—b)i} fla+8(x—a), b+6(y—b)]
{(n+ D! Ox Ay

(O<B<).

Drugim oznakama:

Tl k) =0 3) + ST, )+ K (x 0] +
. -',[hzf;;(x, ¥4 2REL (x, )+ K3 (e, ]+

J 1 B3} o\
h—+k f( x, y) + h —+k— f(x+6h; y+6k), (2)
n' Ox (n+1)' dy
i

AS(x, ¥) = df(x, ¥) +2—‘,d2f(x, W+

1
(n+1)!

Specijalni shucaj formule (1) za a=b=0 nazivamo Maclaurinovon formulom.
Analogne formule vrijede za funkcije sa tri i vide varijabli.

e Nt A" f(x+0h; -+ OK). | 3)

Primjer. Nadimo prirast funkcije f (x, y) = x®— 293+ 3xy pri prijelazu od vrijednosti x = |, y =2
na vrijednosti x, = 14/, y, =2+ k.
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Rjesenje. TraZeni izraz mozemo naéi primjenom formule (2). Prethodno izraunajmo uzastopne

1996.

1997.

1998.

1999.

2000.

2001.

2002.

2003.

2004.

parcijalne derivacije i njihove vrijednosti u zadanoj tacki (1,2):

Felxs 3) = 322 + 3y, i1y 2)=31+3.2=9,
[y (xy ¥) = —6y% 4 3x, Jy(l32)=—6-443.1=-2I,
Frx (% ¥) = 6%, Tl 2)=61 6,
Sey( ¥) =3, Seg(l5 2) =3,
Foy (s ¥) = —123, Fyp(13 2= —12:2 = —24,
Sxex(, 3) =6, Toxx (13 2) = 6
Sy (s 3y =0, Juy(152) =0,
Sy (6 )0, Syl 2)=0,
Fopp(ts )= —12, Fop(s 2= —12.

Sve daljnje derivacije identicki su jednake nuli. Uvritenjem zadanih rezultata v for-
mulu (2) dobivamo: .

AfG, =L +h 24+R—F(, D=r9+k(--2D+
1 1
+ 5 [/2-6 + 2pk-3 +k2(—24)) + 5 [#2-6 + 34%k-0 + 3hk2.0 + £3(— 12)] =
— 9% — 21k + 3h? ; 3hk — 128 + B> — 28,

Razvijte f(x + A, y + k) po cijelim pozitivnim potencijama od % i &,
ako je

f(x, )= ax?+2bxy+cy’.
Funkciju f(x, v) = — x® + 2xy + 3y* — 6x — 2y —4 razvijte po Tayloro-
voj formuli u okolini tacke (— 2; 1)
Nadite prirast koji dobiva funkcija f(x, y) — x®y pri prijelazu od vrijed-
nosti x = 1, y = | na vrijednosti
x,=1+h, y, =1+k
Funkciju f (x, v, 2) == x2 — y> + 2° + 2xy — yz — 4x — 3y -2z + 4 raz-
vijte po Taylorovoj formuli u okolini tacke (1; 1; 1).
Razvijte f(x + h, y + &, z + ) po cijelim pozitivnim potencijama od A,
kil ako je
f(x, v, 2)= X2yt 4zt = 2xy —2xz =2z
Razvijte po Maclaurinovoj formuli do ukljucivo ¢lanova 3. reda funkciju
f(x, y)=esiny.
Razvijte po Maclaurinovoj formuli do uklju¢ivo ¢lanova 4. reda funkciju
f(x, y) =cosxcosy.
Razvijte po Taylorovoj formuli u okolini tacke (1; 1) do ukljutivo ¢lanova
drugog reda funkciju
f(X, »= yx.
Razvijte po Taylorovoj formuli u okolini tacke (1; —1) do ukljucivo Clanova
treceg reda funkciju

flx, v)y=¢&""
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2005. Izvedite priblizne formule s tacnosti do élanova drugog reda s obzirom na
velidine o i B za izraze

l+o (I+o)™ + (14+p)"
ctg —— b ,
a) arcgl_ﬂ ) \/ 5

ako su [af i |A| maleni prema 1.

2006*, Primjenom Taylorove formule do ¢lanova drugog reda izracunajte priblizno

a) V1,03, 3098; b) (0,952°".

2007. Neka je z ona implicitna funkcija od x i y odredena jednadZbom
2% — 2xz +y = 0, koja dobiva vrijednost z =1 za x=1liy=1.
Napisite nekoliko ¢lanova razvoja funkcije z po uzlaznim potencijama razlika
x—1iy—1 :

13. Ekstremi funkcija viSe varijabli

1°. Definicija ekstrema funkcije. Kazemo da funkcija f (x, y) ima maksimum (minimum)
S (a, b) u talki P (a, b) ako je za sve tacke P’ (x; y) razlidite od P u dovoljno maloj okolini tacke P
ispunjena nejednadzba f (a, b)>f (x, y) (odnosno f(a, b)<f(x, ¥)). Maksimum ili minimum funk-
cije nazivamo njenim ekstremom. Analogno se odreduje ekstrem funkcije sa tri ili vise varijabli.

2°. NuZni uvjeti ekstrema. Tacke u kojima diferencijabilna funkcija f(x, y) moze do-
stici ekstrem (tzv. stacionarne taéke) nalazimo se rieavanjem sistema jednadzbi

fx((x: .}) =0, f}"(xa _V) =0 (1)

(nuzni uvgeri ekstrema). Sistern (1) ekvivalentan je jednoj jednadibi adf(x, y) =0.U opéem sluaju
u 1acki ekstrema P (a, b) funkcije f(x,y) ilije df(a, 8)=0 ili df(a, b) ne postoji.

3°. Dovoljni uvjeti ekstrema. Neka je P(a, b) stacionarna tadka funkcije f(x, y) (.
df (a, b) = 0. Tada:
a) ako je d*f (a, b)<0 za dx*+dy*>0, onda je f (a, b) maksimum funkcije f (x, y);
b) ako je d*f (a, b)>0 za dx?*+dy*>0, onda je f (a, b) minimum funkcije f (x, y);
c) ako d*f (a, b) mijenja predznak, onda f (a, ) nije ekstrem funkcije / (x, y).

Navedeni uvjeti ekvivalentni su ovima: neka je f;(a, b) =f; =(a, b)=01 A4 =f;; (a, b),
B=f ;;.(a, b), C=fyya,b). Tvorimo diskriminantu

A= AC-B2

Tada: 1) ako je A >0, onda funkcija ima ekstrem u tagki P (g, ) i to maksimum kada je 4 <0
(ili C<0) i minimum kadaje A>0 (ili C>0): 2) ako je A <0 onda nema ekstrema u tadki P (a, b);
3) ako je A =0, onda pitanje postojanja ekstrema funkcije u tacki P (g, b) ostaje otvoreno (pot-
sebna su daljnja ispitivanja).

4°. Sluéaj funkcija vi$e varijabli. Za funkciju od tri i vi¥e varijabli nuini uvjeti po-
stojanja ekstrema analogni su uvjetima i°, (1), a dovoljni uvjeti analogni su uvjetima 3, a) ,b), ).

Pringer 1. Ispitajmo da li funkeija z =x*+4 3xy — 15x — 12y ima ekstrem.

Ryefenje. Nadimo parcijaine derivacije i tvorimo sistem jednadzbi (1):

2 2z
— =343y —15=0, —=6xy—12=90
x oy
iti
{x2+y"—5=0,

xy—2=
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Rjesenjem sistema dobivamo Cetiri stacionarne racke:
Pi(152); P25 )5 Pa(—15 —2)5 Pa(=2; 1)
Nademo derivacije drugog reda
Pz 0%z o’z

=b6x, —= 6y, = 6x
dx? 0x0y oy

i tvorimo diskriminantu A = AC — B? za svaku stacionarnu tacku.

. 3z’ o2z otz
1) Za tacku P, je: Az( »)) =6, B= =12, C= (_) — 6,
8x*/p, 8xdy/p, avt/p,
A=AC —B?=36—144<0. Znali da u tatki P, nema ekstrema.

2) Za tatku P, je: A=12, B=6, C=12; A=144-36>0, A>0. U talki P, funkcija
ima minimum. Taj minimum jednak je vrijednosti funkcije kada je x-- 2, y =1:
Zpin=8+6—-30—12= —28.
3) Za tatku Py je: A= -6, B=—12, C= —6; A=236—J44<0. Eksirema nema.

4)Za waku Py je: A=—12, B=—6, C=—12; A=144-36>0, A<0. U ki P,
funkcija ima maksimum koji je jednak zmax = —8—6-+30+12=28.

5. Uvjetni ekstrem. U jednostavnijem siuaju wvjetnim ekstrenomn funkcije f(x, )
nazivamo maksimum ili minimum te funkcije, dostignut pod uvjetom da su argumenti funkcije
povezani jednadzbom ¢ (x, ) =0 (jednadzba veze). Da bi nadli uvjetni ekstrem funkcije /(x, v)
‘uz postojanje odnosa ¢ (x, ») =0 tvorimo takozvanu Lagrangeovu Junkciju

Fix. y)=f(x, y) + A @(x, y)

gdje je A neodreden konstantan faktor, i trazimo obifan ekstrern te pomocne funkcije, Nuzni uvjeti
ekstrema svode se na sistern od tri jednadZbe

OF_ Y 1 5%

0x ox ox
o e @
gy 0Oy dy

e(x, ) =0

sa tri nepoznanice x, y, A iz kojih je opéenito moguée odrediti te nepoznanice.

Pitanje o postojanju i karakteru uvjetnog ekstrema rje$avamo na osnovu izu¢avanja pred-
znaka drugog diferencijala Lagrangeove funkcije

-2 ~2 2
F F 5,
d?F (x, y) = g ~ dx?+2 25 dxdy + ——f dy?
X 0x 0y dy

za ispitivani sistem vrijednosti x, y, A dobiven iz (2) pod uvjetom da su dx i dy vezani jednadZzbom

- 8
%4y +®dy=0 (dx?+dy? #0).
ox oy

To znadi da funkcija f (x, ¥) ima uvjetni maksimum ako je d*F <0, i uvjetni minimum, ako je
d2F >0. Napose, ako je diskriminanta A za funkciju F (x, y) u stacionarnoj tac¢ki pozitivna, onda je
u toj tatki uvjerni maksimum funkcije f (x, ¥) kada je 4 <0 (ili C<0) 1 uvjetni minimum kada je
A>0(ili C>0).

Analogno éemo nadi uvjerni ekstrem funkcije sa tri ili viSe varjjabli kada postoji jedna
ili vise jednadzbi veze (broj jednad?bi veze mora biti manji od broja varijabli).U tome slucaju
uvodimo toliko neodredenih faktora u Lagrangeovu funkciju, koliko ima jednadibi veze.

Primjer 2. Nadimo ekstrem funkcije
z=06—4x — 3y
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pod uvjetom da varijable x i y zadovoljavaju jednadZbu
’ xt+yt=6.
Rjesenje. Geometrijski se zadatak svodi na traZenje najveée i najmanje vrijednosu aplikate £ rav-
nine z=6—4x—3y za tatke u Kkojima ravnina sijete valjak x¥+y*=1.
Tvorimo Lagrangeovu funkciju
F(x, y)=6 —4x —3y + A(x*+ 32 —1).

a&F oF
Imamo — = —4+2 Ax, > = —3+2 Ay. NuZni uvjeti daju sistem jednadzbi
(g d . y
— 44+ 2xx =0,
{— 3422y =0,
=1
Kada rije§imo taj sistem, nalazimo da je
\ 5 4 3
= — Xy= —, = —
! T3 N T
i
5 4 3
)‘2=_E> x2=—';> ya=_§‘
Kako je
O*F 0*F 02F
— =2 =0, . — =24,
Ox? Oxdy oy?
to je
aA%F = 22 (dx? + dy?).
. 5 4 3 . . . L
Kada je A= X x= 3 iy= 3 tada je d*F >0, pa prema tome u toj tadki funkcija ima
4 3 )
uvjetni minimum. Kada je A= — E s X=— ? i y=—~ ? , tada je d?F<0, paprema

tome u toj tacki funkcija ima uvjetni maksimum,.
Na taj nadin je

z, =6+]—6+2=11
MAX 5 5 3
o et 9
min — 5 5—

6°. Najvecéa i najmanja vrijednost funkcije. Funkcija,. diferencijabilna u ogradenom
zatvorenom podrudju poprima svoju najvecu (najmanju) vrijednost ili u stacionarnoj ta&ki ili
u grani¢noj tac¢ki podrudja.

Primjer 3. Odredimo najveéu i najmanju vrijednost funkcije
z=x4+y —xy+x+y

u podrudju
x<0, y<0, x+y>—3.

Rjesenje. Navedeno podruéje je trokut (sl. 70).
(0;-3)

1) TraZimo stacionarne talke:

2, =%~y +1=0,

z, =2y -x+1=0; Stlika 70.
odatleje x= —1, y= —1; dobivamo tatku M (—1; —1).
U talki M je vrijednost funkcije zj7=- 1. Ispitivanje ekstrema nije potrebno.
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2) Istrazimo funkciju na rubu podrudja.
Kadaz je x =0 imamo z = y*-+y i zadatak se svodi na traZenje najvece i najmanje vrijednosti
te funkcije jednog argumenta na dijelu —3 <y <0. Ispitivanjem ¢emo naéi da je

1 I
(Znapv)y=0="6 u tacki (05 —3); (Znajm)x=0="— i talki (0; - 3)

Za y = 0 dobivamo z = x*+x. Analogno nalazimo da je (2as jv)y=o = 6 u tacki (- 3; 0);
1 X 1
(znajm)y—_-o = — IU talki (—?, 0) .

Za x+y= —3 ili y= —3—x imat éemo z =3x*+9x+6. Na isti nalin naci ¢emo
3 . 3 3

da je (Zoajmxiy=—3= — ; u tacki (‘?5 ’“?)5 (Zna)v)x+y=-a=06 poklapa se sa
(zn8 3v)x=0. 1 (Znav)y=o-
Na praveu x+y = —3 mogli bismo ispitati funkciju na uvjetni ekstrem ne svodedi je na
funkciju jednog argumenta.
3) Usporedbom svih dobivenih vrijednosti funkcije z ustanovljujemo da je' znajv=6 u
u talkama (0; —3) i (—3; 0); 2Znayym = —1 u stacionarnoj tacki M.

Ispitajte na ekstrem ove funkcije dviju varijabli:

2008. z = (x —1)2+2y% 2009, z = (x—1)>—2y%
2010, z = x>+ xy+p°—2x—Rn 2011, z = x3p*(6—x—y) (x>0, y>0).
x2 y2
2012, z = x*+y*—2x +4xy—2y%. 2013. z = xy —~3-;2.
a
2014, z =1 — (x> + ). 2015, z = (x> +y)e =T,
1+x—y 8 x
2016 z = ——. 2016.1. z=—+—+y (x>0, y>0).
J1+x2+y x

2016.2. z = "7 (x*—2y?).

Nadite ekstreme funkcija sa tri varijable:

2017. u = x>+ y*+2>—xy+x—2z.
2 2
2
2018. u=x LA +£—+ =~ (x>0, y>0, z>0).
4x y z

Nadite ekstreme funkcija 2, zadanih implicitno:
2019%. x*+y*+z2—2x+4y—62—11=0.
2020. x°—y*—3x+4y+2°+z—-8=0.

QOdredite uvjetne ekstreme funkcija:
2021. z=xy za x+y=1 2022, z =x+2y za x2+y2=5.

2023, z = x>4+y* za d
2 3

+ 2 =1 2024. z = cos’x+cos’y za y—x =—

4
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2025, u=x—2y+2z Za x*+y’+z°=9.

~

2 2
x—2+y +z—2= 1 (a>b>c>0).

2026. u = x*+y*+2z> za
a b c

»

2027. u = xy’z® za x+y+z=12 (x>0, y>0, z>0).

2028. u = xyz uz uvjete: x+y+z=35, xy+yz+zx=3_8.
2029. DokaZite nejednadzbu
EE > Yy,
ako je x=0, yéO, z =0.
Uputa: Trazite maksimum funkcije #=xyz pod uvjetom x+y+z=_S.
2030. Odredite najvecu vrijednost fupkcije z = 1 + x 4+ 2y u podrudjima:
a) x=0, y=0, x+y <l
b) x=0 y< 0, x—y < 1.
2031. Odredite najvecu i najmanju vrijednost funkcije
a) 2=2x% 1 b) 3=2x% —y* u podrudju x*> 4+ y* < 1.
2032. Odredite najve¢u i najmanju vrijednost funkcije
z = sin x + siny + sin (x + )

u podrudju OSxé—nz—, Oéyg:g-.

2033. Odredite najveéu i najmanju vrijednost funkcije z = x* -+ y* — 3 xy
u podrugju 0 <x <2, —1<y<2

14. Zadaci za odredivanje najveéih i najmanjih vrijednosti
funkcija

Primjer 1. Pozitivni broj a treba razdijeliti na tri pozitivna sumanda tako da njihov produkt bude
najvedi.
Rjesenje. Neka traZeni sumandi budu x, y, a—x—y. Trazimo maksimum funkcije
S, y)=xy(@a—x—y).

Po smislu zadatka funkeciju f(x, ») razmatramo unutar zatvorenog trokuta x =0,
=0, x+y <a (sl. 71).
Rije$imo sistem

fx@ ¥)Ey@—2x—3) =0,
fy(xs y) = x(ﬂ _x_2y)=0J
a a
pa dobijemo za unutra$njost trokuta jednu stacionarnu tagku (?, -3—) . Za nju provjeri-

mo da li ispunjava dovoljne uvjete.

Imamo:  fax(6 3) = — 23, Suy(o ¥)=a—2x—2y, fyy(x )= —2x.
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2034.

2035.

2036.
2037.

2038.

2039.

2040.

2041.

2042.

2043.
2044.
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Prema tome je
o fa a 2
Afox(?) _)"——_?‘1)

o a a 1
B'_fxy(_: ‘_): _?as

3703
” 2
c=f,.y(ﬁ, i)=——a i
373 3 0 (@; 00\ X
A=AC—-B>0, A<0. Slika 71.

a
Dakle, u tacki (%; ?) funkcija ima maksimum. Kako je na rubu trokuta funkcija f (x, y) =

=0, taj maksimum bit ée i najveca vrijednost funkcije, tj. produkt ée biti najveéi, ako je
a . a?
X=y=a—x—y= ? 5 pPri tome je najveca vrijednost produkta 57

Napomena. Zadatak smo mogli rijesiti metodom uvjetnog ekstrema traZenjem maksi-
muma funkcije ¥ =xyz uz uvjet da je x+y+z=a.

Od svih pravokutnih paralelepipeda s jednakim volumenima V nadite onaj
kojemu je oplodje najmanje.

Uz koje dimenzije otvorena pravokutna kada zadane zapremine V' ima naj-
manju povrsinu?
Od svih trokuta zadanog opsega 2p nadite onaj koji ima najvecu povrsinu.

Nadite takav pravokutni paralelepiped koji uz zadano oplosje S ima najveéi
volumen.

Predocite pozitivni broj a u obliku produkta od &etiri pozitivna faktora tako
da njihov zbroj bude najmanji.

U ravnini XOY nadite tatku M (x, y) tako da zbroj kvadrata udaljenosti od
tri pravca: x =0, ¥y =0, x — y 4+ 1 = 0 bude najmanjj.

Nadite trokut zadanog opsega 2p koji pri rotaciji oko jedne svoje stranice
tvori tijelo najveéeg volumena.

U ravnini su zadane tri materijalne tatke Py (x; 31), Py (%0 ¥s), Py (X3, Va)
§ masama my, Mm,, my. Za koji ¢e poloZaj tatke P (x, y) moment tromosti za-
danog sistema tacaka s obzirom na tatku P (yj. suma m P, P? + m,P,P? +
+ myPyP?) biti najmaniji?

Tac¢kom M (a, b, c¢) poloZite ravninu koja s koordinatnim ravninama tvori
tetraedar najmanjeg volumena.

U elipsoid upisite pravokutan paralelepiped najveéeg volumena.
Odredite vanjske dimenzije otvorenog pravokutnog sanduka sa zadanom deb-

ljinom stijena & i unutrainjom zapreminom ¥ tako da bi za njegovu izradu
trebalo utrositi najmanje materijala.

15 Demlidovi¢: Zadacl



226 FUNKCIJE VISE VARIJABLI Vi1

2045. U kojoj tacki elipse

[N}
N

X
2
a

+2 =1

0‘|‘<:
~

tangenta na elipsu zatvara s koordinatnim osima trokut najmanje povr§ine?
2046 *. Nadite osi elipse

5x24+8xy+5y* =9.

2047. U zadanu kuglu upisite valjak s najvecim oplo§jem.

2048. Korita dviju rijeka (u granicama nekog podruéja) priblizno predstavljaju
parabolu y=x? i pravac x—y—2=0. Treba spojiti obje rijeke ravnim
kanalom najmanje duljine. Kojim ta¢kama treba provesti kanal?

2049. Nadite najkra¢u udaljenost tatke M (1, 2, 3) od pravea

Xy z

1 -3 2
2050*. Tacke A i B nalaze se u razli¢itim opti¢kim sredinama odijeljenim medu-
sobno praveem (sl. 72). Brzina §irenja svjetlosti u prvoj sredini je 25, a u

A B
|

! '.

I 1o

: (

1 |

Slika 72. Slika 73.

drugoj v,. Posluzite se »Fermatovim principom« prema kome se zraka svjet-
losti iri po onoj liniji AMB, za koju'je potreban minimum vremena, te iz-
vedite zakon loma zrake svjetlosti.

2051, Koristeéi se »Fermatovim principom« izvedite zakon refleksije svjetlosne
zrake od ravnine u homogenoj sredini (sl. 73).

2052+, Ako elektri¢nim strujnim krugom otpora R tele struja I, onda Ce koli¢ina
topline proizvedene u jedinici vremena biti proporcionalna sa I2R. Odredite
kako treba razgranati struju I na struje I;, I,, I, pomocu tri vodica s poje-
dinatnim otporima R;, R,, R, da oslobodena toplina bude najmanja?

15. Singularne tatke ravninskih krivulja

1°. Definicija singularne take. Tacku M (x,, y,) ravninske krivulje f (x, ) = 0 nazivamo
singularnom tatkom ako njene koordinate istovremeno zadovoljavaju tri jednadzbe

f(x0r ¥y0) =0, I (’_‘o, Yo) =0, fy’(x05 Yo) =0.
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2°. Osnovnj tipovi singularnih ta&aka. Neka u singularnoj tatki M (x,, y,) derivacije
drugog reda

A= fi(xo, Yo)s
B =fx’y/ (XO’ yO)*

’ OM
C =fyy (XO’ yO) M
nisu sve jednake nuli i neka je !
A= AC—-B?,
onda: Slika 74. Slika 75.

a) kada je A>0, tada je M izolirana acka (st. 74);
b) kada je A<0, tada je M ¢vor (dvostruka tacka) (sl. 75);

) kada je A =0, tada je M ili &iljak prve vrste (sl. 76) ili druge vrste (sl. 77) ili izolirana
tacka, ili tatka samotangiranja (sl. 78).

Prilikom rjesavanja ovih zadataka pretpostavlja se obavezna konstrukcija krivulja.

Primjer |. Pokazimo da krivulja ¥* =ax2+x* ima: ¢vor, ako je a>0; izoliranu tatku, ako je
a<0; Siljak prve vrste, ako je a =0.

< oo

Slika 76. Slika 77. Slika 78.

Rjesenje. Ovdje je f (x, y) = ax?*+x*—y2. Odredimo parcijalne derivacije i izjedna¢imo ih s nulom:
fulas ) = 2ax + 3x2 = 0,
fy(e )= —2y = 0.
Taj sistem ima dva rjeSenja: O (0; 0) i N | — ;- a; 0) » abi koordinate ta&ke N ne zadovo-

liavaju jednadZbu zadane krivulje. Zna¢i da postoji jedina singularna tagka O (0; 0).
Nadimo druge derivacije i njihove vrijednosti u tagki O:
fex(xy) =2a+6x, 4 .=24,
fay (63) = 0, B=o,
Fiy 0y = — 2, C= -2,
A=AC — B*= — 4a,

15*
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Iz toga slijedi:

kada je a>0, tada je A<O0 i ratka O je evor (sl 79);

kada je a<0, tada je A>0 i 1a¢ka O je izolirana tacka (sl. 80);

kada je @ =0, tada je A =0. Jednadiba krivulje ¢e u tom sludaju biti y2=x2 jili y = ;i;va—c?,

gdje je x=0; krivulja je simetrina s obzirom na os OX koja je tangenta. Prema
tome je tatka M 3iljak prve vrste (sl. 81).

Y Y
a>0
a<0
0 X o X

Slika 79. Slika 80. Slika 81.

Istrazite karakter singularnih taaka ovih krivulja:
2053, y> = —x>+x*
2054, (y—x?)* = x>.
2055, a*y? = a?x*—x°.
2056. x*y>—x*—p* =0.
2057. x>+ y>—3axy =0 (Descartesov list).
2058. y2(a—x) = x> (cisoida).
2059, (x*+y*)? =a’ (x* —y*) (lemniskata).
2060. (a+x)y? = (a—x)x* (strofoida).
2061. (x> +y¥)(x—a)’ = b’x* (a>0, b>0) (konhoida).
Razmotrite ova tri sludaja:
1) a>b, 2y a=b, 3) a<b.
2162. Istrazite promjenu karaktera singularne tacke krivulje
Y=(x—a)(x—b(x—0)

u zavisnosti od vrijednosti a, b, ¢ (a<b<c realni).
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16. Ovojnica

1°. Definicija ovojnice. Ovojnicom porodice ravninskih krivulja nazivamo krivulju (ili
skup vige krivulja) koja rangira sve krivulje zadane porodice, pri Cemu u svakoj tacki tangira neku
liniju razmotrene porodice.

2°. JednadZba ovojnice. Ako porodica krivulja
flx, y, ) =0

ovisna o jednom promjenljivorn parametru a ima ovojnicu, onda se parametarske jednadzbe ovoj-
nice odreduju iz sistema jednadibi

(x, y, ) =0,
{ f G,y 20 M
Ja(x, y, @) =0.
Eliminiramo li iz sistema (1) parametar a, dobivamo jednadZbu oblika
D(x, y)y=0. 2)

Treba napomenuti, da formalno dobivena krivulja (2) (tzv. ,diskriminanina krivulja<)
osim ovojnice, ako ona postoji, moZe sadrZavati geometrijsko mjesto singularnih tadaka zadane
porodice koje ne ulaze u sastav ovojnice te porodice.

Prilikom rje$avanja ovakvih zadataka preporuta se skiciranje crteza.
Primjer. Nadimo :ovojnicu porodice pravaca
xcosa +ysina —p =0 (p=const,p > 0).
RjeSenje. Zadana porodica pravaca ovisi o parametru «. Tvorimo sistem jednadzbi (1)
xcoso + ysina — p =0,
{ —xsino + ycoso = 0,
Kada sistem rijeimo u odnosu na x i v, dobijemo parametarske jednadZbe ovojnice
X = P COS ¢, y =psinu.
Kvadriramo obje jcdnadibe pa ih zatim zbrojimo, ¢ime je eliminiran parametar o:
x2 4+ y° = p2,

Tako dobivamo da je ovojnica zadane porodice pravaca kruZnica polumjera p sa srediStem u
ishodiStu koordinatnog sistema. Zadana poro-

dica pravaca je porodica tangenara na tu kru- y
Znicu (sl. 82).

*2063. Nadite ovojnicu porodice kruznica

2
a

(x—a) +yr=—.
2

p
2064. Nadite ovojnicu porodice pravaca 0 \ X
p
y=hkx+=
2k
(k je parametar, a p = const). Slika 82.

2065. Nadite ovojnicu porodice kru¥nica jednakih polumjera R, kojima se sredi$ta
nalaze na osi OX.

2066. Nadite krivulju koju ovija odsjeak duljine /, kada njegovi krajevi klizu po
koordinatnim osima.



230 FUNKCIJE VISE VARIJABLI VI

2067. Nadite ovojnicu porodice pravaca koji s koordinatnim osima tvore trokut
konstantne povrsine S.

2068. Nadite ovojnicu elipsid konstantne povr§ine S kojima se osi simetrije pokla-
paju.

2069. Ispitajte karakter »diskriminantnih krivulja« ovih porodica krivulja (C je
parametar):
a) kubnih parabola y = (x — C)3;
b) semikubnih parabola y* = (x — C)%;
¢) Neilovih parabola y® = (x — C)%;
d) strofoida (a + x) (y — C)* = x? (a — x).

2070. JednadZba trajektorije gibanja taneta izbacenog iz tatke O s pocetnom brzi-
nom o, pod kutom « prema horizontu (uz zanemaren otpor uzduha) glasi

2

x
y =Xlg“_%'
205 C08 o

Uzimajuéi kut « kao parametar, nadite ovojnicu svih trajektorija taneta koje
se nalaze u istoj vertikalnoj ravnini (»parabola sigurnosri« (sl. 83)).

Y
Yo
o
o X
Slika 83.

17. Duljina luka prostorne krivulje

Diferencijal luka prostorne krivulje u pravokutnim Descartesovim koordinatama jednak je

ds = \/dx2+dy?'+dzz,
gdje su x, y, z koordinate pomi¢ne tatke krivulje.
Ako su
x=x@1), y=y@, z=2z()

parametarske jednadibe prostorne krivulje, onda duljina luka njenog dijela od 1--¢; do 1=1,
iznosi
12

- [+ ) )«

U zadacima 2071 do 2076 nadite duljinu luka krivulje:

3

2t
2071.x=t,y=12,z=T od t=0 do t=2.
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2072, x = 2cost, y =2sint, z=it od t=0 do t=m.
7

2073. x =é'cost, y=¢€'sint, z=¢ od t=0 do po volji odabranog :.

2 3

2074, y=>-, 2= od x=0 do x=6.
2 6
2075. x> =3y, 2xy =9z od tacke O(0; 0; 0) do tatke M (3; 3; 2).
2076. y = garcsin--, = =%1n‘ﬁC od tacke 0(0;0: 0) do tacke M (xg, Vo Zo).
a a—Xx

2077. Polozaj tatke u bilo kojem trenutku z (¢t > 0) odreden je jednadZbama

x=2t, y=Int, z=1%

Nadite srednju brzinu gibanja u razdoblju od ¢ =1 do ¢ = 10.

18. Vektorska funkcija skalarnog argumenta

1°, Derivacija vektorske funkcije skalarmnog argumenta. Vekiorska funkcija a=a (t)
moZe biti odredena pomocu tri skalarne funkcije a,(1), a,(t) i a.(t) koje su projekcije vektorske
funkcije na koordinatne osi:

a=a,()i+a,()j+a, (k.

Derivacija vektorske funkcije @ =a(t) po skalarnom argumentu ¢ je nova vektorska funkcija
odredena jednadzbom

. t —
da _ i 2080 —a() _da,(n),  day(n),  da.(),
dt  ar~o At d¢ dt dt
Modul derivacije vektorske funkcije jednak je
(o
dr )

SOECE

Siljak varijabilnog radijvekiora r=r (z) opisuje u prostoru krivulju

de
dt

r=x(Oi+y(nj+z()k,

nazvanu hodografom wvektora T,

... dr
Derivacija m je vektor koji tangira hodograf u pripadnoj tacki, pri ¢emu je

dr ds
— ==,
dt dr
gdje je s duljina luka hodografa, ra¢unajuéi od neke poletne talke,

dr

Napose je
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. . . dr R dir  dv
AKo je parametar ¢ vrijeme, onda je -a—=v vektor brzine Siljka vektorar, a — = —=

vektor ubrzanja Siljka vektora r. 4 dez de
2°, Osnovna pravila diferenciranja vektorske funkcije skalarnog argumenta.

1) é‘-t(a+b—c) = d_a+ db _ de.

dt dt dt’

2) ij—(ma) =m da , gdje je m konstantan skalar;
dt di

d d d
3) Et (pa) = =z a+ QF‘: s gdje je ¢ (¢) skalarna funkeija od z;

ds

4 g(a!b)=d—ab+ag;
dt dt dt

D)) g(a><b)=%‘><b+a><ﬂ;
dt dt d:
d da de¢

6) —ale(®)]|=—"—

) 4 le (0] dp 1

7) a ? =0, ako je |a|] = const.
t

Primjer 1. Radijvektor tatke u gibanju u nekom trenutku zadan je jednadzbom
r=i— 42+ + 3%k )
Odredimo trajektorije gibanja, brzinu i ubrzanje.
Rjesenje. 1z jednadibe (1) imamo:
x=1, y=—4 z =3
Eliminirav§i vrijeme ¢ nalazimo da je trajekiorija gibanja pravac

x—1 y z

0o -4 3
Iz jednadZbe (1) deriviranjem dobivamo brzinu gibanja
dr
= — 81+ 6tk
d¢
i ubrzanje
Er_ g ek
der / '
Iznos brzine je prema tome
ar = ( — 81)2 + (6£)2 = 10|t
dr| N l-

Primijetimo da je ubrzanje konstantno i iznosi
axr
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Pokazite da je vektorska jednadzba r — ry = (r, — r\)t jednadzba pravca,
ako su ry i r, radijvektori dviju zadanih tadaka.

Odredite kakve krivulje su hodografi ovih vektorskih funkcija:
a) r=at+c; c) r=acost+bsint;
b) r=at*+bt; d) r=acht+bsht,
gdje su a, b i ¢ konstantni vektori, a vektori @ i & su medusobno okomiti.

Nadite derivaciju vektorske funkcije od funkcije @ (z) = a (z) a® (), gdje je
a (1) skalarna funkcija, a a°(r) jedini¢ni vektor, u slutajevima kada se vekror
a () mijenja: 1) samo po duljini, 2) samo po smjeru, 3) po duljini i po smjeru
(opéi sluéaj). Objasnite geometrijski smisao dobivenih rezultata.

Pomocu pravila za deriviranje vektorskih funkcija po skalarnom argumentu
izvedite formulu za deriviranje mjeSovitog produkta od tri vektorske funkcije
a, b1iec.

Nadite derivaciju po parametru ¢ volumena paralelepipeda razapetog sa tri
vektora

a=i+tj+17k;
b=2i—j+1k;
e=—t*i+1%+k
Jednadzba gibanja je
r=3icost+4jsint,
gdje je ¢ vrijeme. Odredite trajektoriju gibanja, brzinu i ubrzanje. Konstru-

irajte trajektoriju gibanja i vektore brzine i ubrzanja u trenucima ¢ = 0,
T . T

t=— [ =—
4 2
Jednadzba gibanja je
v =2icost+2jsint+ 3kt
Odredite trajektoriju gibanja, brzinu i ubrzanje. Kolika je brzina i ubrzanje

i kakvi su im smjerovi u trenucima t =0 j = -2—?

JednadZba gibanja je
r = iCOSacos wt+jsinacos wi+ ksin wt,

gdje su a i w konstante, a ¢ vrijeme. Odredite trajektoriju gibanja, velidinu i
smjer brzine i ubrzanja.
JednadZba gibanja taneta (uz zanemaren otpor uzduha) glasi

2
r=v0t—%k,

gdje je vo {Dge> gy 2y} poletna brzina. Nadite brzinu i ubrzanje u po volji
odabranom trenutku.
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2087. Dokazite da je ubrzanje konstantno kada se tatka giba po paraboli

x® L . .
y=-", z=0 tako, da projekcija brzina na os OX ostaje konstantna
a

dx
— = const|.
[dz

2088. Talka na narezu vijka koji uvijamo u gredu opisuje zavojnicu

x=acosl, y=asin0, z=Hh8,

gdje je 0 kut zakreta, a polumjer vijka, a A visina uspona kada se vijak zak-
rene za jedan radijan. Odredite brzinu gibanja tacke.

2089. Nadite brzinu ta¢ke na kruznici kotata polumjera a koji se okrece konstanty

nom kutnom brzinom « tako da se pri tome njegovo srediSte pomite po
pravcu konstantnom brzinom 2.

19. Popratni trobrid prostorne krivulje

U svakoj nesingularnoj talki M (x, y, z) prostorne krivulje r =r () moZzemo konstruirati

popratni trobrid (triedar), sastavljen od tri medusobno okomite ravnine (sl. 84):

Normalna

Ravnina ravnina

rektifikacie

~

0 ~~.\ Oskulatorna
ravnina
y N M2
Slika 84.
. . . dr  d¥
1) Oskulatorne ravnine MM, M, koja sadrii vektore 4 i -d—2~;
1 ¢

. dr
2) Normalne ravnine MM,M; okomite na vektor — i

3) Raunine rektifikacije MM, M, okomite na prve dvije ravnine.
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Presjecnice su tri pravca: |)tangenta MM,; 2) glavna normala MM, 3) binormala
MM;, a odredeni su pripadnim vektorima:

1) T:? (vektor tangente);,
!

2
2y B= 9 X d_zr (vektor binormale);
dt dt

3) N=Bx T (vektor glavne normale).

Pripadne jedini¢ne vektore

T B N

1= B=— v=—

|7 |B] [V

moZemo izra¢unati po formulama
de
T= d_r; V= di, Bp=1xv

d de
ds

Ako su X, Y, Z koordinate pomiéne take tangente, onda jednadibe tangenata u tacki
M (x,y, z) imaju_oblik

X—=x Y-y Z-z )
- - b
T, T, T,
o dx dy dz | . . . .
gdieje T,= CT s y = 3 T, = a; 1z uvjeta okomitosti pravca 1 ravnine dobi-
L L

vamo jednadZbu normalne ravnine
T(X-x)+T,(Y=y)+ T,(Z—z)=0. (2)
Zamijenimo li v jednadzbama (1) i (2) T, Ty, T,sa By, By, B, i Ny, N, N, dobijemo
jednadzbe binormale i glavne normale, a prema tome i oskulatorne ravnine i ravnine rektifi-
kacije.
Prinjer 1. Nadimo osnovne jedini¢éne vektore T, V i B krivulje

u tacky = 1.
Napisimo jednadibe tangente, glavne normale i binormale u toj ta¢ki.

Rjetenje. Imamo
r=ti+ 1%+ 3k

dr | R
— =i --2tj + 32k,
dr

Zr i
Py = 2f + 6tk.
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Odatle za t=1 dobivamo

dr
T=—=i+2j+3k;
@ i+2+3

dr  dr i j k
B=— =1 2 3|[=6i—6j+2k;
de dr? 026
i J k
N=BxT=|6 —6 2| =—22i—16j +-18k.
1 23
Iz toga slijedi
. P13 . g T
1:=t—i-2] k} '5:31 3/+k, v_ 114 8]+9k'

ia V19

Kako za t=1 imamo x=1, y=1, 2=1; to su

V266

jednadibe tangente
x—1 y»y—1 z-1

1 2 3

jednadibe binormale
x—l_y—l z—1

3 -3 1

jednadzbe glavne normale
x—l_y—l z — |
-u_ -8 9

Ako je prostorna krivulja zadana kao presjeCnica dviju ploha

F(x’ y, z)__-O’ G(x’ y’ z)=0’

. dr | d*r
onda umjesto vektora — 1
dt dr?

pri &emu jednu od varijabli x, y, z moZemo smatrati nezavisnom i njen drugi diferencijal staviti
jednak nuli.

Primjer 2. Napi§imo jednadZbu oskulatorne ravnine kruZnice

moZemo uzeti vektore dr {dx,dy,dz} i d*r{d%x, d?, d%z}

x2 4y +22=6, x,+y+2=0 3
u njenoj tacki M (1; 15 —2).
Rjefenje. Diferenciranjemn sistema (3), smatrajuéi da je x nezavisna varijabla, dobit ¢emo
xdx + ydy + 2dz =0,
dx +dy+dz=0

dx? + dy* + yd?y + dz* + z2d*z =0,

d?y + d%z = 0.
Uzevdi da je x=1, y=1, z= —2 dobijemo:
dy = — dx; dz = 0;
2 2
d2y = — —dx%; 42z = — dx%
3 3
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Prema tome je oskulatorna ravnina odredena vektorima

2 2
{dx, —dx,0) i {0, ~ o, dez}
il
{l, —J) 0} i {0) _13 l},

Odatle je normalni vektor oskulatorne ravnine

i ik
B=|1 -1 o|——i—j—&k
0—1 1

pa je prema tome jednadZba oskulatorne ravnine:
, 11— D=(—1)—(z4+2) =0,
1.

X + y + z = Oy

§to i treba da bude jer se naSa krivulja nalazi u toj ravnini.

Nadite osnovne jedini¢ne vektore 1, v, B krivulje
x=1—cost, y=sini, z=1t

u tacki 1 = 1.
2

Nadite jedini¢ne vektore tangente i glavne normale konine spirale
r=é(icost+jsint+k)

u po volji odabranoj tacki. Odredite kutove koje zatvaraju ti pravci s osi OZ.
Nadite osnovne jedini¢ne vektore t, v, B krivulie

y=x% z=2x utacki x =2.
Za zavojnicu

X =acos!, y=asint, z = bt
napiSite jednadzbe pravaca koji ¢ine bridove popratnog trobrida u po volji
odabranoj tacki krivulje. Odredite kosinuse smjerova tangente i glavne nor-
male.

Napidite jednadzbe ravnina koje tvore popratni trobrid krivulje

X2+ yiezt =6, XP—p yzi=4
u njenoj tacki M (1; 1; 2).
Odredite jednadzbe tangente, normalne ravnine i oskulatorne ravnine kri-
vulje
x=1, y=+t, z=1> utatki M(2; 4; 8).

Odredite jednadzbe tangente, glavne normale i binormale u po volji odabranoj
tacki krivulje
t 1

t4
x=:, Ea Z=—.

3 2
Nadite tacke u kojima je tangenta na tu krivulju paralelna s ravninom

x+3y+2z—10=0.
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2097. Odredite jednadZbe tangente, oskulatorne ravnine, glavne normale i binor-

male krivulje

t
xX=1 y=—i, Z='2—

u tacki ¢=2. Izradunajte kosinuse smjera binormale u toj talki.

2098. Napidite jednadibe tangente i normalne ravnine za ove krivulje”

. . TC
a) x= Rcos?’t, y=Rsintcost, z=Rsint za t=—;

3

b) o= ;(;2_{_};25 X=yu tacki (1; 1; 2);

¢) x24+y*+22 =25 x+z="5u tacki 2; 2v/3;

2099. Nadite jednadZbu normalne ravnine krivulje z=x2—3?% y=x u ishodiitu

koordinatnog sistema.

2100. Nadite jednadzbu oskulatorne ravnine krivulje

3

x=¢é, y=e | z—t\/2 u tagki 1 = 0.

2101. Nadite jednadzbe oskulatornih ravnina za krivulje:

a) x*+y*+2°=9, x?—y?=3 u tatki (2; I; 2);
b) x2=4y, x> =24z u tadki 6; 9; 9);

c) x*+22=a% y*+2z>=b% u po volji odabranoj tacki krivulie (x, Yo, 2o)-

2102. Odredite jednadZbe oskulatorne ravnine, glavne normale i binormale kri-

vulje
yi=x, x*=z u taki (1; 1; 1).

2103. Odredite jednadZbe oskulatorne ravnine, glavne normale i binormale za

koni¢nu spiralu x=rcos:, y=tsinz, z=>bt u ishodidtu koordinatnog sis-
tema. Nadite jediniéne vektore tangente, glavne normale i binormale u
ishoditu koordinatnog sistema.

20. Zakrivljenost i torzija prostorne krivulje

1°. Zakrivljenost. Pod zakrivljeno¥tu krivulje u tatki M razumijevamo broj

1
K===1lim2,
R as-0As

N\
gdje je ¢ kut zakreta tangente (kut kontingencije) na dijelu krivulje MN, a As duljina luka tog dijela
krivulje. R nazivamo polumjerom zakrivijenosti. Ako je krivulja zadana jednadzbom r=r (s), gdje
je s duljina luka, onda je

&
ds?|’

1
R
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U slucaju da je krivulja zadana opéim parametarskim jednadZbama imamo:

dr d’r
1 _|der  di? 4
- = (1)
R dr/?
dt
2°, Torzija. Pod torzijom (drugom zakrivijenostu) krivulje u tadki M razumijevamo broj
1 . 0
T=—=Ilim —,
P as=0As

: ~
gdje je 6 kut zakreta binormale (kut kontingencije druge vrste) na dijelu krivulje MN. Velitinu p
nazivamo polumjerom torzije ili polumjerom druge zakrivljenosti. Ako je r =r (s), onda je

drd_zr dzfr
ds ds? ds*

d2r 2
()

dp
gdje predznak minus odabiremo tada kada vektori I I V imaju jednake smjerove, a predznak
s .

1

dp
ds

P

plus kada su smjerovi suprotni.
Ako je r =r (t), gdje je ¢ po volji odaberiv parametar, tada je

dr dr &
2 3
l _ dr dit® dr @)

P dr  d*r\*
d¢ d¢
Primjer 1. Nadimo zakrivljenost i torziju zavojnice

r=iacost+ jasint + kb: (@ >0).
Rjefenje. Imamo.

dr .
a=iasmt+jacost+lrb,
dr . i
d&gz—racost—jasmt,
b
dér L .
71—3=—Iasmz—;acos1.
¢
Qdatle je
i ] k
dr d?r . L
a><E= —asint acost b |=iabsint — jabcost + a%k
—acost —asinz 0
i
—asin ¢ acost b
dr d%r d%r , "
£d—t2d—t$= —acost —asint 0| =a%.

asint —acost O
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2104.

2105.

2106.

2107.

2108.

2109.

2110.

2111,

2112,

FUNKCIJE VISE VARLIABLI VI

Prema tome, na osnovu formula (1) i (2) dobivamo:

1 a)a+F a _ 1 a% b

R~ @iyh @1k o i@t @tk

1j. za zavojnicu su zakrivljenost i torzija konstantni.

3°. Frenetove formule
dr v dv T B dp v
ds R’ ds R o ds 0
Dollfazite da je linija pravac, kada joj je zakrivljenost u svim tackama jednaka
nuki.

Dokazite da je krivulja ravninska, ako je torzija u svim tackama krivulje
jednaka nuli.

Pokazite da je krivulja
x=143t421% py=2-2t+5> z=1—1*

ravninska krivulja; nadite ravninu u kojoj ta krivulja lezi.
Izracunajte zakrivljenost krivulja:

a) x=cost, y=sint, z=cht za t=0;
b) x*—y*+22=1, p*—2x+z=0 u tacki (1; [; 1).
Izradunajte zakrivljenost i toréiju u po volji odabranoj tacki krivulja:

a) x =é'cost, y=c¢'sint, z=¢}

b) x =acht, y=asht, z=at (Mperbolna zavojnica).

Nadite polumjere zakrivljenosti i torzije u po volji odabranoj tacki
(%, y, 2) krivulja:

a) x?=2ay, x*=6a’z;
b) x> =3p%y, 2xz=p?

DokaZite da se tangencijalna i normalna komponenta vektora ubrzanja
w ra¢unaju po formulama

do

w,=—1, W, =

v v v’

o2
dr R
gdje je v brzina, R polumjer zakriwjenosti trajektorije, a i v jedini¢ni vek-
tori tangente i glavne normale na krivulju.

Po zavojnici r=i a cos {+j-a sin t+b: k giba se jednoliko tadka brzinom
2. Izraunajte njeno ubrzanje w.

Jednadzba gibanja je
r=ti+tj+1%k

Odredite u trenucima ¢=0 i r=1: 1) zakrivljenost trajektorije i 2) tangen-
cijalnu i normalnu komponentu vektora ubrzanja.



GLAVA VII

VISESTRUKI I KRIVUL]JNI INTEGRALI

1. Dvostruki integral u pravokutnim koordinatama

1°. Neposredno izrafunavanje dvostrukih integrala. Duvostrukim integralom nepre-
kinute funkcije f (x, ¥) protegnutim preko ogradenog zatvorenog podrucja S ravnine XOY nazi-
vamo limes odgovaraju¢e dvostruke integralne sume

. A

|76 pdxdy = lim YT p)ax Ay, (1)
‘S max Ax;=0 i k
(3) max Aye— 0

gdje je Ax;=1x;,,—x;, Ayr=34,,—ys i suma je protegnuta preko onih vrijednosti i i & za koje
1ake (x;; yg) pripadaju podru¢ju S.

2°, Odredivanje granica integriranja u dvostrukom integralu. Razlikujemo dva
osnovna oblika podruéja integracije.

I) Podrutje integracije S (sl. 85) omedeno slijeva i zdesna pravcima x = X0 1 XX,
(x2>x,), 2 odozdo i odozgo neprekinutim krivuljama y = ¢,(x) (4B) 1y = py(x) (CD)[pa(x) =@, (x)]
koje sijeku vertikalu x -~ X (x, < X <x,) samo u jednoj tacki (vidi sl. 85). U podrugju S varijabla

y Y
Y=pl*)

Y2

Slika 85. Slika 86.

X se mijenja od x, do x;, a varijabla y uz konstantan x miienjatse od y, = q),(_x) do y, = @,u(x). Inte-
gral (1) moZemo izratunati svodenjem na uzastopne integracije po formuli

. e
[[ 00 maxay = [ax | 76 pay.
(S) P )
(%)
gdje prilikom raunanja integrala f f(x, ) dy veli¢inu x smatramo konstantnom.
F(x)

2) Podrugje integracije S omedeno odozgo i odozdo pravcima y= y, i ¥ -y, (Ve>30)s
a slijeva i zdesna neprekinutim krivuljama x =, (¥) (AB) i x = ys(y) (CD) (=(3) 24, (3)], koje
horizontala y = Y (y, < Y <y,) sije€e samo u jednoj tagki (sl. 86).

16 Demidovié: Zadacl
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Analogno prethodnom imamo
. 2 ¥2.(»)
[ 76 maxay = [ay [ seoax,
(S) yi i
V’a(y)
gdje prilikom ralunanja integrala f f(x, ¥) dx veli¢inu y smatramo konstantnom.
vi(»)

Ako podrutje integracije ne pripada nijednom od spomenuta dva oblika, onda to podrugje
nastojimo razdijeliti na dijelove koji odgovaraju jednom ili drugom od ta dva oblika.
Primjer 1. Izralunajmo integral

1 1

I=[axf(x+3dy.
0 E
Rjelenje:

[

1
¥ [r=t 1
J 2/ ly=x 2
0 0
Primjer 2. Odredimo granice integracije integrala

fff(x, y)dxdy,
($)

ako je podrudje integracije § (sl. 87) omedeno
hiperbolom y?—x*=1 i sa dva pravca x=2 i

x= —2 (pri é&emu imamo u vidu podruje u
kojem se nalazi ishodiste koordinatnog sistema).
Rjesenje. Podrudje integracije ABCD (sl. 87) omedeno

je praveima x= —2 i x=21i sa dvije grane
hiperbole:

y=VI+=2 i y=-)1+=
tj. pripada prvom obliku. Imamo:

2 Vigae
[[7¢e myaxdy=fdx [ f(x »)dy.
(s) D

2t i
Izradunajte ove vi§estruke integrale:
2 1

4 2
2113, |4 J( 2 193)d 2114, [ dx J‘&
. X X. o .
JY Y J Jx+y)?
o 0 - 3 1
1. 1 , 24 x 5
2115, |dx [X 2116, | dx J" dy
J 1+y J y
o o 1
P3 5 %n ¥ a
2117, | dy J (x+2y)dx. 2118. | dp |rdr
e R 0 asing
; 3cosy 1 Vﬁ
2119. | dp | r7sin’pdr. 2120. | dx | Vi—x*—;2dy.
_ 0 0 o
2

v
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Napisite jednadzbe krivulja koje omeduju podrudja na koja se protezu dalje nave-
deni dvostruki integrali i nacrtajte ta podrudja:

2 2-y 3 x+9
2121, jdx -[ f(x, y)dx, 2122, J‘dx J‘ J(x, y)dy.
-6 '&l 1 x2
4
4 10-y 3
2123, J.dy [ f(x, y)dx. 2124, Idx ff(x, y)dy.
0 ; 1 x
EY
3 Vs=a 2 x+2
2125, J.dx j f(x, y)dy. 2126. .[de‘ f(x, y)dy.
0 4] -1 x2

Odredite granice integracije u jednom i drugom poredaju integriranja u dvo-
strukom integralu

[[re axay

($)
za zadano podruéje S.

2127. S je pravokutnik s vrhovima O (0; 0), A(2;0), B(2; 1), C(0; 1).
2128. S je trokut s yrhovima O (0; 0), A(1; 0), B(1; 1).

2129. S je trapez s vrhovima O (0; 0), 4(2;0), B(1; 1), C(0; 1).

2139. S je paralelogram s vrhovima A4 (152, B(2;4), C(2; 7, D (1; 5).

Bi-1;2,

;2]

Bt-1;1) (1:1)

0 0
Slika 88. Slika 89.

2131. S je kruzni isjetak OAB sa sredidtem u tacki O (0; 0) kojem su krajevi luka
A(l; 1) i B(—1; 1) (sl. 88).

2132. S je odsjetak parabole AOB omeden parabolom BOA i dijelom pravca
BA koji spaja tacke B(—1; 2) i A (1; 2) (sl. 89).

2133. S je kruzni prsten omeden kruznicama polumjera r=1 i R=2 sa zajednié-
kim sredi§tem O (0; 0).

2134. S je omedeno hiperbolom y®—x?=1{ i kruznicom x*+y2=9 (ima se u vidu
podrucje u kojem se nalazi ishodidte koordinatnog sistema).

1e*
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2135. Odredite granice intégracije u dvostrukom integralu

[ {76 maxay,

)
ako je podrudje S odredeno nejednadzbama

a) x=0; y=0; x+y<l; d) y=x; x=-1; y<l;
by x*+y*<a’; e) y<x<y+2a;
o) x*+yi<x; 0<y<a.

Promijenite poredaj integriranja u ovim dvostrukim integralima:
4 12x 1 3x

2136. .[dxj‘ f(x, y)dy. 2137. } dxff(x, y)dy.
0 3x2 0 2x
a Vo= a Va2ar-x2
2138. [dx [ f(x, y)dy. 2139. Idx J' f(x, y)dy.
0 a2e x2 a 0
2a }
2a Vaax 1 L-y
2140. [dx |‘ F(x, y)dy. 2141. J.dy j flx, y)dx.
0 Vi o Vi
B FEre
2142, Idy f(x, y)dx.
o] »?
z
rV2
2 x R VRi-xT x  sinx
24, [ax [ 1o v+ [ ax [ s nav 214 [ax [ s e
0 0 R_V_E_ 0 0 0

2

Izralunajte ove dvostruke integrale:

2145. ” x dx dy, gdje je S trokut s vrhovima O (0; 0), 4 (1; 1) i B(0; 1).

©

2146. H x dx dy, gdje je podrugje integracije S omedeno pravcem koji prolazi
Q)
tatkama A4 (2; 0), B(0; 2), i lukom kruZnice polumjera I sa sredifem u
tadki C (0; 1) (sl. 90).

2147. J dxdy

—-—
2 2 2
Jat=x*—y
)

gdje je S dio kruga polumjera a sa sredi§tem u tacki O (0; 0) koji leZi u prvom
kvadrantu.
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2148.. H Jx*—y?dxdy, gdjeje S trokut sa vrhovima

)
O00;0), A(l; —D)iB({; ).
2149, J’JA x/xy—yzdx dy, gdje je S trokut sa vrhovima
(&)
0(0;0), A(10; 1) i B(1; 1).
2150. ” e ? dxdy, gdje je S krivocrtni trokut OAB omeden
© .
parabolom y?=x i pravcima x=0, y=1 (sl. 91).
Y Y
B10;2}

BI0;1) ¢ oo Al151)

clo;1)

ol X
Slika 91.

0 Al20) x
Slika 90.

NS

2151. JJM gdje je S odsjetak parabole omeden parabolom y=
X

2 +y2’

)

pravcem y=x.
2152. Izralunajte integrale 1 nacrtajte podrudja integracije:

LS b

T 1 +cos x. 2 1 2 3cosy
a) [dx [ y>sinxdy; b) [dx [y“dy; c) [dy [xzsinzydx.
Z‘J 0 0 cos x - 0
2

Prilikom rjeavanja zadataka 2153 do 2157 preporuca se prethodno napraviti crtez

2153. IzraCunajte dvostruki integral
J [x p2dxdy,
S
ako je S podrudje omedeno parabolom y%?=2px 1 praveem x=p.

2154.* Izracunajte dvostruki integral

I_[ xydxdy,

(S)
protegnut preko podrudja S omedenog s osi OX i gornjom polukruZnicom

(x=2+y*=1,
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2155. Izratunajte dvostruki integral
J .[ dxdy
\/ 2a—x
<)

gdje je S krug polumjera a, koji dira koordinatne osi i leZi usprvom kvad-
rantu.

2156*, Izracunajte dvostruki integral

Jj ydxdy,
Q)
gdje je podrucje S omedeno s osi apscisa i svodom cikloide
{ x = R(t—sinf),
Yy =R(1—cosi) (0<t<2n).
2157. Izratunajte dvostruki integral

J"[ xydxdy,
(&)

u kome je podrutje integracije omedeno koordinatnim osima i lukom
astroide

. .
x=Rcos’t, y= Rsm’t(Ogtg 5)
2158. Nadite srednju vrijednost funkcije f(x, y)=xy* u podrugju S {0<x<l;
0<y<l}.
Uputa. Srednjom vrijedno¥éu funkcije f (x, y) u podrudju S nazivamo broj

1
1= 1 [ pase
povrdina S
]

2159, Nadite srednju vrijednost kvadrata udaljenosti tatke M (x, ») kruga
(x—a)*+3*<R? od ishodista koordinatnog sistema.

2. Zamjena varijabli u dvostrukom integralu

1°. Dvostruki integral u polarnim koordinatama. Za prijelaz u dvostrukom integralu
od pravokutnih koordinata x, y na polarne 7, ¢, koje su.s pravokutrnim koordinatama vezane od-
nosima
X =7rcosep, y=rsing,
vrijedi formula

‘”f(x, »dxdy = ”f(rcosg:,rsin@)rdrdqo. (1)

Y

&) ©
Ako je podrudje integracije S omedeno zrakama r == e r = B(a<B)ikrivuljamar=r(e)ir= rz(tp){
gdje su ri(p) 1 rylp) (r( () <ry (¢)) jednoznalne funkcije v intervalu o <@ <8, onda dvostruki
integral moZemo izratunati po formulj

B r2(®)

JTF((p, r)rdrde = J‘d(p J F(p,¥)rdr,

(s) a ri (@) @
gdje je F (9, r)=f(r cos ¢, rsin ¢). Prilikom ratunanja integrala f F (@, Y7 dr smatramo
da je ¢ konstantan, r(@)
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Ako podrudje integracije nema razmotreni oblik, onda to podrudje dijelimo na dijelove
koji su podrudja takvog oblika.

2°. Dvostruki integral u krivocrinim koordinatama. U opéenitijem sludaju, ako u
dvostrukom integralu

jfj(x>y)dxdy
)

treba od varijabli x, y prije¢i na varijable #, 2 vezanim sa x, y neprekinutim i diferencijabilnim
odnosima

x=g(u, ), v=y(u, o),

koji daju uzajamno jednoznaéno i u oba smjera neprekinuto pridruzenje medu tatkama podrudja
§ ravnine XOVY i tatkama nekog podrudja S’ ravnine UO'V, a pri tome jakobijana

ox oy
D(x, y) 1ou Ou

="
D(u, v) |9x 3y
dv  Ov

zadr?ava stalan predznak u podrudju S, onda je primjenljiva formula

[[ 76 maxay = [ [ lo e, 0 wew, o7ndudo,
) (€]
Granice novog integrala odreduju se po opéim pravilima na osnovu oblika podrugja S’

Primjer 1. Prijelazom na polarne koordinate izralunajmo:

JA\/I—xz—yzdxdy,
[©)

gdje je podrudje S krug polumjera R =1 sa srediitem
u ishodi$tu koordinatnog sistema (sl. 92).

Rjefenje. Stavimo x=r cos ¢, y =r sin ¢. Dobivamo
V] Xyt = ]/1 — (reos ¢)? — (rsinq:)é = Vl —r2

Kako se u podrugju S koordinata r za po volji odabrani
¢ mijenja od 0 do 1, a ¢ se mijenja od 0 do 2w, to je
2n 1

_ 2
J.'.V] —x2-y2dxdy= [ dq: [TVI —r? d7'=?ﬂ- Slika 92.
(s) 0 o

Prijedite na polarne koordinate », p i odredite granice integracije po novim vari-
jablama u ovim integralima:

i [} 2 x
2160. j dx [f(x, yydy. 2161. de [f(\/x2+y2) dy.
o 0 )
2162. H_f(x,y) dxdy,
)
gdje je S trokut omeden praveima y=x, y=-—x, y=1.

2163. J dx j _f( %)d .

-1 x
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2164,

2165.

2166.

2167.

2168.

2169.

2170.

2171*,
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”f(x,y)dx dy,

)
gdje je podru¢je S omedeno lemniskarom
(x2+.v2)2 — aZ(XZ_yZ).
Prijelazom na polarne koordinate izracunajte dvostruki integral

JJ ydxdy,

(8)
gdje je S polukrug promjera a sa sredi§tem
u tacki C(a/2; 0) (sl. 93).

Prijelazom na polarne koordinate izracunajte
dvostruki integral

” (x*+y")dxdy, Slika 93.
5

protegnut preko podru¢ja omedenog kruznicom x2-4y?=2gx.

Prijelazom na polarne koordinate tzraunajte dvostruki integral

[IJaz—xZ—yzdx dy,

1)
gdje je podrudje integracije S gornji polukrug polumjera a sa sredidtem u
ishodi$tu koordinatnog sistema.

Izratunajte dvostruki integral funkeije f(r, ) =» u podru¢ju omedenom
kardioidom r=a (I+4 cos ) i kruinicom r=a. (Imajte u vidu podrudje
koje ne sadrzava pol).
Prijelazom na polarne koordinate, izratunajte

a Var= 2

| dx " Jx 4 yidy.

0 0
Prijelazom na polarne koordinate, izracunajte

”\/az—xz—yzdxdy,
[5)
gdje je podru¢je S omedeno laticom leminiskate
(4P = a*(x* = )?) (x20).
Izracunajte dvostruki integral

2 2
X y
- —-= dX dy:
ﬂ \/ a*  b*
Q)
) ) PRI
za podrudje S omedeno elipsom —4-<—
a® Bt
larne koordinate v 1 @ po formulama:

=1, prijelazom na uopdene po-

X % .
—=rcosp, — =rsine.
a b
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2172**. Transformirajte
¢ bx
ax [ o way
0 ax

(0<a<B i ¢>0) uvodenjem novih varijabla u=x+y, uv=y.

2173*, Provedite zamjenu varijabli u=x+y, v =x—y u integralu

P
[ax[ 10 nay.
0 (]

2174**, Jzratunajte dvostruki integral

J[dxdy,

)
gdje je S podrudje omedeno krivuljom

2 2\ 2 2 2
X X }

<2+22)= 2_y2'
a b h k

Upura: Provedite zamjenu varijabli x = arcosg, y = brsineg.

3. Izrafunavanje povrsina likova
1°. Povriina u pravokutnim koordinatama. Povrsina ravninskog podrudja S iznos
pov. § = ”dxdy.
)
Ako je podrugje S definirano nejednadzbom a <x <b, @(x)<y<y¢(x) onda je

b ¥ (x)
pov. S = J‘dx dy.
a ‘I\,(Ax)

2° Povrsina u polarnim koordinatama. Ako je podrudje S u polarnim koordinatama
r i ¢ definirano nejednadzbama « <p <B, f(¢) <r <F (p) onda je

6 FW)
pov. S = l‘J‘rd¢dr= [d(p '[ rdr.
™) « f(e)
2175. Konstruirajte podrudja kojima su povrSine izrazene integralima:
2 x+2 o Va-y2
a) [dx J‘dy; b) (dy j‘ dx.
-1 x2 0 a-y

IzraCunajte te povrSine i izmijenite poredaj integriranja.

2176, Konstruirajte podrudja kojima su povrdine izraZene integralima:

T
arctg 2 3 secq _; a(]+cosq)
a) J de -[ rdr; b) I de [ rdr.
RS 0 _x a
4 2

Izratunajte te povriine.
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2177. Izralunajte povrSinu omedenu pravcima x =y, x =2y, x+y=a, x+3y=a
(a>0).

2178. IzraCunajte povrsinu koja leZi iznad osi OX i omedena je tom osi, parabolom
y2=4ax i pravcem x+y = 3a.

2179*, Izratunajte povrdinu omedenu =lipsom
(y—x)*+x*=1.
2180. Nadite povr$inu omedenu parabolama
2 =10x+25 i y*= —6x+9.
2181. Prijelazom na polarne koordinate nadite povr§inu omedenu krivuljama
xP+yr=2x, x*+y*=4x, y=x, y=0.

2182. Nadite povriinu omedenu pravcem r cos ¢=1 i kruZnicom r=2. (Imajte
u vidu podrudje u kojemu se ne nalazi pol).

2183, Nadite povr§inu omedenu krivuljama
r=a(l+cosg) i r=acose (a>0).

2184. Nadite povriinu omedenu krivuljom

LA AN S
4 9 4 9

2185*, Nadite povriinu omedenu elipsom
(x—2y+3)> + Bx+4y—1)% = 100.

2186. Nadite povriinu krivocx;mog Cetverokuta omedenog lukovima parabola
¥*=uay, x*=by, yl=ox, y?=px (0<a<d, 0<a<f).

Uputa. Uvedite nove varijable » i v, stavivii x2 =uy, 3?2 =wvx.

2187. Nadite povr§inu krivocrtnog Zetverokuta omedenog lukovima krivulia
yi=ax, y*=bx, xy=a, xy=8 (0<a<b, 0<a<p).

Uputa. Uvedite nove varijable u { v, stavivdi xy =1, y? =vx.

4. Izratunavanje volumena tijela

Volumen V' cilindroida omedenog odozgo neprekinutom plohom z = f(x, y), odozdo rav-
ninom z = 0 a postrance valjkastom plohom koja na ravnini XOY izrezuje podrudje S (sl. 94),
iznosi

v=[[ 160 naxay.
5
2188. Izrazite pomocu dvostrukog integrala volumen piramide s vrhovima
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O(0;0;0), 4(1;0; 0), B(1; 15 0)1 C(0; 0; 1) (sl. 95). Odredite granice
integracije.

Z|
2 C10:0;1)

Al1;1:,0)

Slika 94. Slika 95.

U zadacima 2189 do 2192 nacrtajte tijela kojima su volumeni izra¥eni dvostrukim

integralima:
1 1-x 2 2-x
2189. Idx JA (1—x—y)dy. 2190. J‘dx I(4—x—y)dy.
o o 0 ©
2 Ji=a 2 2
2191, de J‘ (1—-x)dy. 2192, fdx (4—x—y)dy.
(4] o] 0 2-x
2193. Nacrtajte tijelo kojem je volumen izraZen integralom
o Vai-xt
J‘ dx Jat—x? - y>dy, i geometrijskim rasudivanjem nadite vrijed-
[4] 0

nost tog integrala.

2194. Nadite volumen tijela, omedenog eliptickim paraboloidom z = 2x2-y2 41,
ravninom x+v=1 1 koordinatnim ravninama.

2195. Tijelo je omedeno hiperbolnim paraboloidom z=x*—3* i ravninama
y=0, 2=0, x=1. IzraCunajte njegov volumen,

2196. Tijelo je omedeno valjkom x*+22=a? i ravninama y=0, z=-0, v=x.
Izra¢unajte volumen tog tijela.

Nadite volumene tijela omedenih ovim plohama:
2197, az =1y?%, A2 2=12 z=0.

2198. y=/x, p=2x, x+z=6, z=0.
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2199. z = x*+y*, y=x* y=1, z=0.
3 ,
2200. x+y+z=a, 3x+y=a, Ex+y=a, y=0, z=0.

22 b
2201. +5=1 y=—
a

8] ] =
v W
(o

2202, x’+y*=2ax, z=ax, z=px (a>f).

U zadacima 2203 do 2211 koristite se polarnim i uopéenim polarnim koordinatama.

2203. Nadite ukupan volumen unutar valjka x%+4y?=g?
i hiperboloida x24-y*—22= —g2.

2204. Nadite ukupan volumen unutar Cunja 2 (x2+4y*)—z%=0 1 hiperboloida
Kyt = —a?,

2205. Nadite volumen omeden plohama 2az=x?+4y?, x*+4+3y?—22=ga? 2=0.

2206. Odredite volumen elipsoida

2207. Nadite volumen tijela omedenog paraboloidom 2az=x2+3* i kuglom
x?+y?+ 22 =342 (Misli se na volumen unutar paraboloida).
2208. Izracunajte volumen tijela omedenog ravninom XOVY, valjkom x?+y2=
=2ax 1 Cunjem x%24y%=2z2%
2209. Izrac¢unajte volumen tijela omedenog ravninom XOYVY, plohom z = ge~ **+?
i valjkom x%*4-y%=R2
2210. Tzracunajte volumen tijela omedenog ravninom XOY, paraboloidom
X2yt e 2 N 32 ,
——l—-— 1 valjkom —4+— =2—.
a? ] at b a

2211. U kakvom omjeru hiperboloid x*+3y%?—z? = qg? dijeli volumen kugle
x4y 422 <3a??

2212*. Nadite volumen tijela omedenog plohama z=x-+y, xy=1, xy=2, y=x,
y=2x, =0 (x>0, y>0).

5. Izralunavanje povriina ploha

Povrfina o glatke jednoznacne plohe z = f (x, y) koja svojom projekcijom na ravnini XOY

&ini podrugje S, iznosi
2
o= ”Jl +<iz> +<6z> dxdy.
. Ox dy
(&)}

2213, Nadite povrsinu dijela ravnine:i + :— —|—i =1 zatvorenog medu koor-
a ¢

dinatnim ravninama.
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2214. Nadite povrdinu dijela plohe valjka x®+y? = R? (z =0), koji se nalazi medu
ravninama z=mx i z=nx (m>n>0).

2215*, Izratunajte povrsinu plohe €unja x*—y? = 2?, smjeStene u prvom oktantu
i omedene ravninom y-+z=a.

2216. Izratunajte povr$inu plohe valjka x*+y*=ax koju iz njega izrezuje kugla
x4yt =k
2217, Izratunajte povrsinu plohe kugle x*+3y®+2z*=a? izrezane plohom
2 2
T A
a® v
2218, Izralunajte povrsinu plohe paraboloida y%+2%=2ax koja se nalazi izmedu
valjka y? = ax 1 ravnine x =a.
2219. Izratunajte povrsinu plohe valjka x2+y? = 2ax koja se nalazi izmedu ravnine
XOVY i Cunja x®43yt=2z%
2220*, Izralunajte povrsinu plohe &unja x*—y? =2z* koja lezi unutar valjka
x*+y?=2ax.
2220.1%, Nadite povrsinu plohe valjka y?=4x izrezane kuglom x*+3y*+2%=>5x.

2220.2. Nadite povrSinu plohe cunja zzJW izrezane valjkom
(x*+y*r=a’ (x*—y%).
2221*, Dokazite da su povr§ine dijelova ploha paraboloida
x24y2=2az i x*—y*=2az,
izrezanih valjkom x*++y?=R? jednake.

2222+, Kugla polumjera a prorezana je sa dva kruZna valjka kojima su promjeri
jednaki polumjeru kugle i medusobno se dodiruju duZ jednog promjera
kugle. Nadite volumen i povrsinu plohe preostalog dijela kugle.

2223+, U kugli polumjera a izrezan je otvor s kvadratnom bazom kojoj je stranica
a. Os otvora poklapa se s promjerom kugle. Nadite povrinu predstale kug-
line plohe.

2224+, Izratunajte povrsinu dijela zavojne plohe z=¢ arctgl koji lezi \1 prvom
X
oktantu i nalazi se medu valjcima x*43y?=a? i x®-+y*="b2

6. Primjene dvostrukog integrala u mehanici

1°. Masa i staticki momenti plo&e. Ako je S podrugje ravnine XOY koju zauzima ploca,
a p(x, ) je plo§na gustoéa plode u tacki (x, ¥), onda se masa M plo€e i njeni staticki momenti
My 1 My s obzirom na osi OX i OY izraZavaju dvostrukim integralima

M= IJP (x, y)dxdy, My= J‘j’yp(x, y)ydxdy,
&) &)
My = ~pr(x, y)dxdy. )
8§

Ako je plota homogena, onda je p (x, ¥) =const.
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2°. Koordinate teZita plo&e. Ako je C(X, y) tesilte ploe, onda je
- MY - Mx
X =—, y=-—,
M M

gdje je M masa ploce, a My, My su statidki momenti ploce s obzirom na koordinatne osi (vidi 1°),
Ako je plota homogena, onda u formulama.(l) moZemo uvrstiti p=1

3°. Momenti tromosti plo€e. Momenti tromosti plo&e s obzirom na osi OX i OY iznose

o= [ [ vece maxdy, 1= [[ 5%, asay. @
(S) (&)
Moment tromosti plo¥e s obzirom na ishodite koordinatnog sistema je
Iy =“ P+yHe(x, y)dxdy = Iy+1,. 3)
()

Uvrdtenjem p(x, y)=1 u formule (2) i (3) dobivamo geometrijske momente tromost
ravninskog lika.
2225. Nadite masu kruZne plohe polumjera R, ako je njezina gustoéa propotcio-
nalna udaljenosti tatke od srediita i iznosi 8 na rubu ploge.

2226. Plota ima oblik pravokutnog trokuta s katetama OB =a i OA —b. Gustoéa
ploce u bilo kojoj tatki jednaka je udaljenosti tadke od katete OA. Nadite
statiCke momente plole s obzirom na katete OA4 i OB.

Slika 96. Slika 97.

2227. Izratunajte koordinate tezidta lika OmAnO (sl. 96) omedenog krivuljom
y=sinx i pravcem OA koji prolazi ishodiStem koordinatnog sistema i

tjemenom A [-;5, 1] sinusoide.

2228. Nadite koordinate teZifta lika omedenog kardioidom r=a (I1+ cos @).

2229. Nadite koordinate teZi§ta kruznog isje¢ka polumjera a sa sredi$njim kutom
2a (sl. 97).

2230. Izratunajte koordinate teZista lika omedenog parabolama Yi=4x+4 |
VE=—2x-+4.

2231. Izratunajte moment tromosti trokuta omedenog pravci?% x+y=2, x=2,
y=2 s obzirom na os OX. .

2232. Nadite moment tromosti kruZnog prstena s promjerfina d i D (d<D):
a) s obzirom na sredifte prstena i b) s obzirom na promjer prstena.

2233. Izratunajte moment tromosti kvadrata sa stranicom a s obzirom na os koja
prolazi njegovim vrhom okomito na ravninu kvadrata.

2234*. Izralunajte moment tromosti odsjecka koji na paraboli y*=ax odsijeca
pravac x=a, s obzirom na pravac y= —a.
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2235*. IzraCunajte moment tromosti povriine omedene hiperbolom xy=4 i
pravcem x-+y =15, s obzirom na pravac xzry./*

2236*. Kvadratna plo¢a stranice a ima gusto¢u proporcionalnu udaljenosti od
jednog njenog vrha. Izra¢unajte moment tromosti plote s obzirom na stra-
nice koje prolaze tim vrhom.

2237. Nadite moment tromosti kardioide r==a (] 4cos ¢) s obzirom na pol.

2238. Izracunajte moment tromosti povriine lemniskate r2 =242 cos 2¢ s obzirom
na os kroz pol, okomitu na ravninu lemniskate.

2239*. Izratunajte moment tromosti homogene ploe omedene jednim lukom
(svodom) cikloide x=a (t—sin¢), y=a (1—cos ) i osi OX, s obzirom na
os OX.

7. Trostruki integrali

1°. Trostruki integral u pravokutnim koordinatama. Trostrukim integralom
funkcije f(x, y, 2) protegnutim preko podrudja V, nazivamo limes pripadne trostruke sume:

Jjjf(x, ¥, z)dxdydz = lim Y)Y f(x, Vi Z)Ax;Ay;Az,.
J k

max Ax;—»0 1
) max Ay;—0
max Az, — 0

Izratunavanje trostrukog integrala svodimo na uzastopno rafunanje triju obi&nih (jedno-
strukih) integrala ili na ratunanje jednog dvostrukog integrala i jednog jednostrukog.

Primjer 1. Izratunajmo

I = fffxayzzdxdydz,
)

gdje je podrudje V odredeno nejednadzbama
0<x<l1, 0<y<zx 0<z<xy.

Rjefenje. Imamo-

1 x xy 1 x xy
I= [dxjdijgyzz de = [dx [x"y“— ldy =
0 0 0 0
! L 't ! 10
x
=(dx —ydy= ['x—idx= —dx =—
) 2 25 10 110
0 0 0 0 0
Primjer 2. Tzratunajmo
fffxzdxdydz,
]

x2 2 22
protegnut na unutraSnjost elipsoida — + >— 4 — =1,
a? b2 c?
Rjelenge.
a a
fffx2dxdydz= f x?dx ff dydz = fxzsyzdx,
V) —a (Syz) —a

y2 g X2
gdje je S, povrdina elipse W + 5 =1- —> x=const, koja iznosi
¢
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x? x3? x?
vz = ﬂbvl‘a—z .CV1—§=”bC(I_;).

S.

Prema tome konaéno imamo:

a
x2 4
x*dxdydz =nbc | x*{1— — |dx= - na’bc.
a? 15
(0%)

—a
2°, Zamjena varijabli u trostrukom integralu. U trostrukom integralu

ijf(x, y, z)dxdydz

(V)
treba prijeéi od varijabli x, y, 2z na varijable u, v, w, koje su sa x, y, 2 povezane odnosima
x = U, v, w), y =14 (u, v, w), z=y (u, v, w), gdje funkcije ¢, ¢, x imaju ova svojstva:
1) neprekinute su zajedno sa svojim parcijalnim derivacijama prvog reda;

2) uspostavljaju medusobno jednoznadno i obostrano neprekinuto pridruZenje talaka
podrudja integracije V' prostora OX'YZ tatkama nekog podrudja V'’ prostora O'UVW;

3) funkcionalna determinanta (jakobijana) tih funkcija

ou v ow

Dy _|y
D(u, v, w) |Ou ov ow

Ou dv ow

zadriava u podrudju V stalan predznak, onda vrijedi formula

J.J‘JAf(x, ¥, z)dxdydz:J"Hf[tp(u, v, w), Y (u, v, w), x(u, v, wy]|{|dudodw.

(v) (@)

z 2
Mirigpih) Hiripsiy)
r
A z
0 4 Y
g 7
r Y P ¢4
[4
% X
Slika 98. Slika 99.
Napose

1) za cilindarske koordinate r, ¢, & (sl. 98) gdje je
X=rcose, y=rsing, z=h,

dobivamo da je I=r;
2) za sferne koordinate ¢, i, (¢ je duljina, ¢ je Siring, r je radijvektor) (sl. 99) gdje su

X =rcosycose, y=rcosysing, z=rsiny,

imamo I=r*cosy.
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Primjer 3. Prijelazom na sferne koordinate izradunajmo
JI V= 3" T 22 dx dy de,
[¢9)

gdje je V kugla polumjera R.
Rjesenje. Za kuglu bit ée granice varijabilnosti sfernih koordinata ¢ (duljine), ¥ (Sirine) i r (radij -
vektora):

4
0 o< 27w, ~— Stﬁgz; 0<r<R.

m
2
Imat ¢emo prema tome

n

27 2 R
SV + 5" F 2 dxdyde = [ dg [ dy [rricosydr = nRY,
[§%) Q =z 0
2

3°. Primjena trostrukih integrala.
Volumen podrudja trodimenzionalnog prostora OXYZ iznosi

V=[[[dxdydz.
v

Masa tijela koje zauzima podrugje V jest
M= [[]y(x, y, z2)dxdydz,
V)

gdje je v (x, y, 2) gustoéa tijela u tacki (x, v, 2).

Statitki momenti tijela s obzirom na koordinatne ravnine jesu

Myy=[[[y(x, , z)zdxdydz;
)

MYZ:{{fy(xs Vs Z)dedde;
)

Max = [[[y(x, y, 2)ydxdyda.
V)

Koordinate teziia su-
. M
, = Xy

M M

Ako je tijelo homogeno, onda u formule za koordinate tezista moZemo uvrstiti y (x, y, z)=1,

X =

Momenti tromosti s obzirom na koordinatne osi glase

Iy = fff(y2+zz)y(x, ¥, z)dxdydz;
)

[Y= fff(zz-'-xz)y(x? Vs Z)dxdydz,
(V)

Iz= [[{(x*+y*)y(x, y, 2)dxdydz.
)

Stavimo li u tim formulama y (x, ¥, 2)=1, dobijemo geometrijske momente tromosti
tijela.

17 Demidovi¢: Zadaci
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A. Izrafunavanje trostrukih integrala

Odredite granice integracije u trostrukim integralima
{"I"Sff(x, y, z)dxdydz
za navedena podrudja V.
2240. V je tetraedar omeden ravninama
x+y+z=1, x=0, y=0, z=0.

2241, V je valjak'omcden plohama

x2+y2=Rz, z=0, z=H.
2242%, V je tunj omeden plohama

Xty
a? b 2’

2243. V je volumen omeden plohama

o

z=1-x*—y* z=0.
Izralunajte ove integrale:

1 1 1
2244. fdxfdyf
Vx+y+z+

4x—y?
2 2Vx 2y
2245. [dx [ dy [ xdz
0 0 o

a Var—xz  Vaz-x2-y?

2246. de J dy J _dz .
/az_xz_yz_zz

] 0 0

1-x 1—-x-y

2247. fdxfdy f xyzdz.

2248, Izracunajte
JAJ‘ dxdydz
(x+y+z+ n*’
(04
gdje je V podrucje mtegracne omedeno koordinatnim ravninama i ravni-
nom x+y+z=1.

2249. Izracunajte

[[f(x+y+2) dxdydz,
V)

gdje je V zajednicki dio paraboloida 2az =x?4y* i kugle 224924 2% <302
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2250, Izralunajte

[/fz*dxdydz,
)

gdje je V zajednicki -dio kugala x2+4y2+22<<R? i x2+y? 422 <2Rz,
2251, Izratunajte

[f[zdxdydz,

)
gdje je V volumen omeden ravrinom z=0 i gornjom polovinom elipsoida

X2yt 2

el ST, |
a® B2 2
2252, Izralunajte
x2 y2 22
fjj(? +b—2+? dxdydz,
i 2 2
, . . 2 z
gdje je V unutradnjost elipsoida % + % +? =1.
2253, Izradunajte
Jf[zdxdydz,

)
. h? . .
gdje je V podrudje omedeno ¢unjom ,av2=E2 (x2+3* i ravninom z=A#.

2254. Prijelazom na cilindarske koordinate izraunajte

J[fdxdydz,

)

gdje je V podrudje omedeno plohama x?-+y?+z%= 2Rz, xt+y?=2% a u
podrudju je tacka (0, 0, R).

2255. Izracunajte
' 2 V2x—x2 a
fdx [ dyfzJx*+)y%dz,
0 o 0
transformiravsi ga prethodno na cilindarske koordinate.

2256, Izracunajte

2r V2rx—_x2 V4r2—x2~y2
[ dx / dy / dz,
Y v ¢

transformiravsi ga prethodno na cilindarske koordinare.

2257, Izralunajte -

VrRe=x2 I/Rz_xz_yz

R
Jdx [ dy [ (P +yHdz,
-R -V R2—x2 0

transformiravii ga prethodno na sferne koordinate.

17¢
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2258. Prijelazom na sferne koordinate izratunajte integral

[ffNx*+y*+z7dxdydz,

)
gdje je VP unutradnjost kugle x*+y°+2°<x.

B. Izralunavanje volumena pomocu trostrukih integrala
2259, Izrafunajte pomocdu trostrukog integrala volumen tijela, omedenog plohama
y?=4a*-3ax, y*=ax, z=th

2260%*. Izratunajte volumen dijela valjka x* +3y* = 2ax unutar paraboloida
x*+4y*=2az i ravnine XOY.

2261*, Izralunajte volumen tijela omedenog kuglom x24+y? 422 =a? 1 stoScem
2% =x2+y? (vanjskog s obzirom na stozac).

2262%. Izratunajte volumen tijela omedenog kuglom x*+3*+22—4 i parabolo-
idom x?+4y?=23z (unutra$njeg s obzirom na paraboloid).

2963. Izratunajte volumen tijela omedehog ravninom XOY, valjkom x%2+3y?=ax
i kuglom x2+4y%-4-z?=qa? (unutradnjeg s obzirom na valjak).
. yr 2 x .
2264. Izratunajte volumen tijela omedenog paraboloidom —2+—;= 2— i
raviinom x =a. ¢ a

2264.1. Nadite volumen tijela, omedenog plohom

x2+£+222_x2+y2 52
a? bp?  c? a?  br

2264.2. Nadite volumen tijela omedenog plohama
2 2 2 2 2 2
xt oyt zn x* oyt ozm
Srptath Aty st e

B . . . e s SR
C. Primjena rrostrukih integrala u mehanici 1 fizict

2965. Nadite masu M pravokutnog paralelepipeda 0<x<a, 0<y <b, 02 <,
ako je p (%, ¥, 2)=x+y+z gustotau tadki (x, ¥, 2).

2266. 1z oktanta kugle x?+y*+2?<c? x>0, y=0, 2>0 izrezano je tijelo OABC

. . . . . X
omedeno koordinatnim ravninama i ravninom — -I-L:l (a<e, b<o)
a

(sl. 100). Nadite masu tog tijela ako je gustoca u svakoj tacki (%, y, 2) tog
tijela jednaka aplikati te tacke.

2267* U tijelu oblika polukugle x?-+y?+2%<a? z 20, gustoda se mijenja propor-
cionalno udaljenosti tatke od sredidta. Nadite teziSte tog tijela.

2268. Nadite rezidte tijela omedenog paraboloidom y?-+22%=4x i ravninom x=2.

2969%. Nadite moment tromosti kruznog valjka visine % i polumjera baze a, s
obzirom na os koja je ujedno promjer baze valjka.
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2270*. Nadite moment tromosti kruznog Cunja visine 4, polumjera baze a i gus-
to¢e p, s obzirom na promjer baze.

2271**, Nadite privlacnu silu kojorn homogeni stoZac visine 4, vrinog kuta a

(u osnom presjeku), privlaéi materijalnu tadku s jedinicom mase postavljenu
na vrh stodca.

>
C

Slika 100.

2272**, Pokazite da se privlaéna sila kojom homogena kugla djeluje na vanjsku

materijalnu tacku ne mijenja ako se &itava masa kugle koncentrira u njenom
sredistu.

8. Nepravi integrali ovisni o parametru
Nepravi viSestruki integrali

1°. Deriviranje po parametrn. Uz neka ogranitenja za funkcije f(x, &), fa(x, «)
i pripadne neprave integrale vrijedi Leibrizovo pravilo

d .[f(x, o)dx = Jfé(x, a)dx.
da

Primjer 1. Pomocu deriviranja po parametru izratunajte

(e 7]

_dxi_e_ﬂxz
j——dx (a>0, B>0).
x
0
Rjesenje. Neka je
“ 2 ﬁ 2
J‘e =8 dx=F(x p).
X
0
Tada je
[=<] (=]
F
9F @ B = - jxe“"zdx =.—1e""’2 = —i.
do 20 20
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1
Odatle je F (o, f) = — > In « + C(p). Da bi nadli C(B) stavimo u posljednjoj
1
jednad?bi « = B. Imamo 0 = — 5 Ing+ C(p).
1
Odatle je C(8) = > In B, pa slijedi da je

1 1 1
F(a,ﬁ)=—;lﬂ&+;lﬂﬁ=zlﬂ

R | @™

2°, Nepravi dvostruki integrali. a) SluZaj neizmjernog podruéja. Ako je funkcija f(x, ¥)
neprekinuta u neogradenom podru&ju S, onda stavljamo

uf(x, paxdy =tim | {1z Naxey, n
¢ MR

gdje je o konaZno podrudje koje u potpunosti lezi u S, pri éemu o—S oznalava da prodirujemo
podru&e o po bilo kakvom zakonu tako da u nj ude i u njemu ostane bilo koja tatka podrudja
S. Ako limes na desnoj strani postoji i ne ovisi o izboru podrugja o, onda pripadni nepravi integral
nazivamo konvergentrim, a u protuvnom slulaju divergentnim.

Ako podintegralna funkcija f (x, ) nije negativna (f(x, ¥) =>0) onda je za konvergenciju
nepravog integrala nuZno i dovoljno da limes na desnoj strani jednadibe (1) postoji barem za
jedan sistem podru&a o koja iscrpljuju podrugje S.

b) Slukaj prekinute funkcije. Ako je funkcija f (x, y) neprekinuta u ogradenom zatvorenom
podrugju § svuda osim u tatki P (a; b), onda stavljamo

“Af(x, y)dxdy = lim JTf(x, y)dxdy, )

) £20 750

gdje je S; podrudje dobiveno iz S odstranjivanjem malog podruéja promjera € koje sadrZi talku P.
U slucaju da limes (2) postoji i nezavisan je od oblika malih podruéja izdvojenih iz oblasti S, raz-
matrani nepravi integral nazivamo konwvergentnim a u protivnom sludaju divergentnim.

Ako je f (x, ¥) 20 tada limes na desnoj strani jednadZbe (2) ne ovisi o obliku podrucja

€
koja odvajamo iz podrudja S; napose takva podru¢ja mogu biti krugovi polumjera — sa sredis-
tem u tacki P. 2

Pojam nepravih dvostrukih integrala lako proSirujemo na trostruke integrale.

Primjer 2. Ispitajmo konvergenciju integrala
dx dy
[[awe s @
(S)
gdje je S &itava ravnina XOY.

Rjefenje. Neka je o krug polumjera p sa sredidtem u ishodidtu koordinatnog sistema. Prijelazom
na polarne koordinate uz p7#1 imamo:

27 e

T < dxdy _[a J‘ rdr
(U)_J‘I(l+x2+y“)P_J P la+mp
) & 0
T4 ryr
—Ple m
= — do = N1—p .
,[2 e K el (R e

0
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Ako je p<I, onda lim I (o) = lim I (o) = oo i integral divergira. Ako je pak p>1, onda
a—+S

200

T
lim (o) =—— i integral konvergira.
o0 p—1

=m=ln (1 + p?; lim I (6) = oo, 1j. integral

>0

Uz p=1 imamo I (o) = J‘ dng‘
divergira. Prema tome mtcgra] (3) konvergira za p>1,

2273. Nadite f'(x) ako je
f&) = fe™dy (x>0).

2274. Dokazite da funkcija

+e0

" f& dz
x4 (y-2)?

-
zadovoljava Laplaceovu jednadibu
Fu
ax*  ay?
2275. Laplaceov transformat F(p) funkcije f(z) definiran je formulom

F@=Z€W@a

=0.

Nadite F (p), ako je:
afW=1; bf@)=e; Of@)=sinfr; d)f()=cospr

2276. Pomocu formule

izratunajte integral

2277*. Pomoéu formule
w0
Jerra-
e Pdi==— (p>0),
; p

izratunajte integral

@
ftPe™"dt,
o
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Primjenom deriviranja po parametru izralunajte ove intregale:

e-ax_ e—Bx

2278. dx (a>0, 8>0).

arctgox

sinmxdx (>0, §>0). 2280. h
x(1+x?)

2
"2) dx (laj<1). 2282.

v X

e'“"‘M dx (a=0).
X .

oe____ 8 ©— 8

2
2981. J'ln(l—a
x*J1—
0

Izralunajte ove neprave integrale:

1 y: X

2283. [dx [e”**Vdy. 2284. fdy [ dx.
0 0 0 0

2285, || 9Xd¥
i B T v gdje je S podrudje odredeno nejednadzbama x 21, y=xk

)
L] a
dy
2286%, |dx | ——2—— (a>0).
.[ J.(x’+y2+a’)2
0 0

oo
2287. Euler-Poissonov integral odreden formulom- /= fe™* dx moZemo napisati
0

oo .
takoder i u obliku /= fe™” dy. Pomnozite medusobno te formule i prije-
0

dite zatim na polarne koordinate, pa izratunajte I.

-] .=} (==}
. dz
2288. [zralunajte dx |dy | ———i—— .
! J ,[ y.[(x2+yz+zz+1)2
o o o

Ispitajte konvergenciju nepravih dvostrukih integrala:

2289%*. [[In</x*+y>dxdy, gdje je S krug x*+y*<1.
(S)

2290. J (‘jx%, gdje je S podrugje odredeno nejednadZbom 24y =1
J(x*+y

&)
(»vanjétina« kruga).

dxdy

By

2291%*,

)

, gdje je S kvadrat x| <1, [yl <L
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dxdyd ..
2292, jj %, gdje je V podrudje odredeno nejednadzbom x2 32 +22 =]
x"+y +z

1)
(»vanj§tina« kugle).

9. Krivuljni integrali

1°. Krivuljni integrali prvog tipa. Neka je f(x, v) neprekinuia funkcija, a y = ¢ (x)
[a <x <b] jednadZba neke glatke krivulje C.

Odaberimo sistemn tadaka M; (x;, y) (=0, 1, 2,..., n), koji krivulju C rastavlja na ele-
~— n
mentarne lukove M; 1M;=As;, i naéinimo integralnu sumu Sn=2Z f (%, ) As;. Limes te

. sume kada n—o0 i max As;—0 nazivamo krivuljnim integralom prvog tipa

n—eoi={

lim ¥, 7xi ) As; = [ 7%, ) s
C

(ds je diferencijal luka) i taj se integral ratuna po formuli

[ rnas =[ o0 Vi o (0 ax

U stutaju da je krivulja C zadana parametarski: x = ¢ (z), y = ¢ (¢) [« <t <B), imamo:

. 8
[ 1o nas =[ s Ve 0o man
Cc a

Razmatraju se takoder krivuljni integrali prvog ripa funkcija triju varijabli f (x, v, z) uzeti
po prostornoj krivulji, koji se analogno radunaju. Krivuljni integral prvog tipa ne ovist o smjeru
puta integracye; ako podintegralnu funkciju f interpretiramo kao linearnu gustoéu krivulje inte-
gracije C, onda je taj integral masa krivulje C.

Primjer /. Izratunajmo krivuljni integral Y
Jx +3) ds, B
C

gdje je C kontura trokuta ABO sa vrhovima A4 (1; 0),
B(; 1) i O(0;0) (sl. 101).

Rjefernje. Ovdje je: jednadiba stranice AB: y=1—x, jednadiba
stranice OB: x =0, jednadZba stranice OA: y=0. 0 A X

Imar ¢emo prema tome Slika 101.

Joa+yds= fx+nd+ [r+md+ fx+yds=
C AB BO 0A )

1 1 1
= [J2ds + [ydy + [xdx =2 + 1.
0 0 0

2°, Krivuljni integral drugog tipa. Ako su P(x, ¥) i Q(x, ») neprekinute fukcije, a
¥y = (x) glatka krivulja C, kojom se prolazi kada se x mijenja od 2 do b, onda pripadni krivuljni
integral drugog tipa izraZavamo na ovaj nafin:

b
{P(X, »)dx+Q(x,)dy = [[P(x,p(x))+¢' (x) Q(x, p(x)] dx.
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U opéenitjem sludaju kada je krivulja C zadana parametarski: x = ¢ (¢), y = ¢ (1), gdje
se ¢ mijenja od a do B, imamo:

B
CfP(x, Y dx+Q(x,y)dy = [[P(e®),¥ )¢ (D+Q (@), ¥ (DY (D] dr.

Analogne formule vrijede za krivuljne integrale drugog tipa uzete po prostornoj krivulji.

Krivuljni integral drugog tipa mijenja predznak prilikom promjene smjera puta
integracije. Mehanitki moZemo taj integral interpretirati kao rad pripadne promjenljive sile
{P(x, y) Q(x, y)} duZ krivulje integracije C.

Primjer 2. Izratunajmdo krivulini integral
f yrdx + x2dy,
C

gdje je C gornja polovina elipse x =a cos t, y =4 sin ¢, koja se prelazi u smislu gibanja
kazaljke sata.

Rjefenje. Imamo:

0
fy*dx +x2dy = f [b?sin?z - (— asint) +a®cos?z - beost]ds =
C n

0 o 4
= — ab? [sin?rdt + a% [ cos®rde = 5
n n

3°. Sluéaj totalnog diferencijala. Ako je podintegralni izraz krivuljnog integrala drugog

tipa totalni diferencijal neke jednoznaéne funkcue U=U(x, y), g. P(x, ») dx+Q (x, y)dy =

=dU (x, y), onda taj krivuljni integral ne ovisi 0 putu integracije, i vrijedi Newton-Leibnizova
formula

(x23 y2)

[ P(x,p)dx+0(x,y)dy = U(xz,y5) = U(xy, ), M

(x1; y1)

gdje je (x;5 ¥) poletna, a (x»; ¥,) krajnja taka puta. Napose, kada je krivulja integracije C zat-
vorena, tada je

CfP(x, y)dx+0(x,y)dy = 0. : V)

Ako je 1) krivulja integracije u potpunosti unutar nekog jednostruko suvislog podrudja
S i 2) funkcije P (x, ) 1 Q (x, y) zajedno sa svojim parcijalnim derivacijama prvog reda nepreki-
nuta u podruju S, onda je nuzdan i dovoljan uvjet za postojanje funkcije U da je u podrugju §

jednadzba
0Q _op
ox 0y

identicki zadovoljena (vidi integriranje totalnih diferencijala). Ako uvjed 1) i 2) nisu ispunjeni,
postojanje uvjeta (3) ne garantira postojanje jednoznacne funkcije U, pa formule (1) i (2) mogu
biti netadne (vidi zadatak 2332). PokaZimo nadin odredivanja fun.kciie U (x, y) iz njenog totalnog
diferencijala, koji se osniva pa primjeni krivul;mh integrala (tj. jo¥ jedan nalin integriranja to-
talnog diferencijala). Za krivulju integracije C uzimamo lomljenu liniju PP M (sl 102) gdje je
Py (x93 ¥,) fiksirana tacka, a M (x; y) pomi¢na tatka. Tada duz P,P, imamo y =y, i dy=0, a
duz P,M vrijedi dx=0. Dobivamo:

3)

(x;y)

Uy - Ulxoryo)= | P(xy)dx+Q(x,y)dy =

(xo05 yo)

= fP'(x yo)dx + fQ(x y)dy.

Yo
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Analogno, integriraju¢i po lomljenoj liniji P,P,M, imamo:

U(x,y) = Ulxo,y0) = [Q(x0,y)dy + [P(x, y)dx.

xo
Primjer 3. (4x+2y) dx+(Q2x—6y) dy =dU. Nadimo U.
Rjesenje. Ovdje je P(x, y)=4x+2y i O(x,y)= 2x—6y; pri emu je uvjet (3) otigledno ispu-
njen. Neka je x,=0, y,=0. Tada je
x ¥
Uy) = [4xde + [ Qx — 69)dy + C= 222 + 22y — 32+ C
0 0
ili

' x
U(x,y):c{—sydy+6f(4x+2y)dx+c=—3y2+w+zxy+c,

gdie je C=U (0; 0) po volji odaberiva konstanta.

Y
9p-—-- B giah T Lt eMix;y)

'__-_--¢— Typ!
N T

0 Xo x X
Slika 102.

4°. Greenova formula za ravninu. Ako je C granica podrucja S, a funkeije P (x, y),
Q (x, ) su neprekinute zajedno sa svojim parcijalnim derivacijama prvog reda u zatvorenom
podru¢ju S+C, onda vrijedi Greenova formula

§de+Qdy=Jj(a—(2— a—P)d.xdy,
2 A\dx  dy

)
gdje obilazak krivulje C odabiremo tako da podrudje S ostaje s lijeve strane.

5°% Primjena krivuljnih integrala. 1) Povrfina omedena zatvorenom krivuljom C
jednaka je -
S=— §ydx= fxdy
c C

(smisao obilaska krivulje odabire se suprotan smislu gibanja kazaljke sata).

Prikladnija za upotrebu je ova formula povriine:
1 1 2 Yy
S=— ¢(xdy — ydx) =— ¢x d(—).
2 ii-ﬁ 2 éﬁ x

2) Rad sile koja ima projekciie X=X (x,y, 2), Y=Y (x, 5, 2), Z=Z(x, v, 2),
(odnosno rad polja sila), duZ puta C izraava se integralom

A= [Xdx+Ydy+Zdz.
) c
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Ako sila ima potencijal, tj. ako postoji funkcija U=U (x, y, 2) (potencijalna funkcija ili
funkcija sile) takva da je

U_, u_, u_,
ox oy dz
onda rad, neovisno 0 obliku puta C iznosi
(x2; y2; 72) (x23 Y2+ 22)
A= Xdx+Ydy+2Zdz = |- dU = U (x3,y5,2,) — U(x(, 91, 24),
(xy5 y15 71) (Xlx'.)l;ll)

gdje je (x5 ¥y 2z,) poletna i (x,; ¥,; 2;) zavrina tatka puta.

A. Krivuljni integrali proog tipa
Izracunajte ove krivuljne integrale:

2293. [xyds, gde je C opseg kvadrata |x|+|y|=a (a>0).
c

2294. J—ds— , gdje je C dio pravca koji spaja tacke O (0; 0) i A(1; 2).
xF4+y*+4
c
2

2
x_+%2= 1, koja lezt u prvom

2

2295. [xyds, gdje je C etvrtina elipse
c a

kvadrantu.
2296. [y%ds, gdje je C prvi svod cikloide x=a(z —sinz), y=a(l — cost).
o}

2297, /. /x®+y%*ds gdje je C luk evolvente kruznice x= a(cost+t sin 1),
c .
y=a(sint—ccost) [0<r<2n].

2298. [ (x*+3y?)tds, gdje je C luk logaritamske spirale r=ae™® (m>0) od tatke
c

A(0; a) do tatke O (—oo; 0).
2299. [ (x+y)ds, gdje je C desna latica lemniskate #?=a? cos 2e.
¢
2
2300. [ (x+2)ds, gdjeje C luk krivulje x=1¢, y =3—l, z=1 [0<<1].
C Vz_

2301. / __d , gdje je C prvi zavoj zavojnice x =a cos ¢,y = a sin ¢, 3 = bt.
c x2+y2+22

2302. [ ./2y*+2%ds, gdje je C kruznica x?43y24-2%=a% x=y.
c

. 3 .
2303*. Nadite povrsinu pladta parabolnog valjka y = — x?% omedenog ravninama
z2=0, x=0, z=x, y=6. 8

2304. Nadite duljinu luka Cunjaste zavojnice Cx=ae’ cost, y=ae'sint, z=ae'
od tatke O (0; 0; 0) do tatke A (a; 0; a).
2 2
2305. Odredite masu konture elipse —’% + :—2 =1, ako je njena linearna gustoéa
a

u svakoj taéki M (x, y) jednaka |y|.
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2306. Nadite masu prvog zavoja zavojnice x=acoss, y=a sinz, z=bt, ako
je gustoca u svakoj talki jednaka radijvektoru te talke.

2307. Odredite koordinate teZita polusvoda cikloide
x=a(t—sint), y=a(l—cost) [0<t<n].

2308. Nadite moment tromosti, s obzirom na os OZ, prvog zavoja zavojnice
x=acos:, y=asini, z=bh.

2309. Masa M rasporedena je jednolikom gustoéom na kruznici x2+4 yi=a?
2z =10. Kojom silom ta masa djeluje na masu » smjestenu u tacki A (0; 0; 8)?
B. Krivuljni integrali drugog iipa
IzraCunajte ove krivuljne integrale:

2310. [(x*> —2xy)dx + 2xy + y¥)dy, gdje je AB luk parabole y =x? od tacke
AB
A(1; 1) do tatke B (2; 4). '

2311, Cf(2a —y)dx+xdy, gdje je C luk prvog svoda cikloide
x=a(t—sint), y=a(l—cost),
prijeden u smjeru porasta parametra .
2312, Of 2xydx — x*dy, uzet duZ razli¢itih putova koji potinju u ishodigtu

A
koordinatnog sistema O (0; 0) i zavriavaju u tacki 4 (2; 1) (sl. 103):

y
ClOi—— AL2;1)
0
)
ol Bl2;0) X
Slika 103.

a) pravca OmA;

b) parabole Ond, kojoj je os simetrije os OVY;
c) parabole OpA, kojoj je os simetrije os OX;
d) lomljene linije OBA;

e) lomljene linije OCA.

2313. [2xydx + x*dy  pod istim uvjetima kao i u zadatku 2312.
OA

9314+, XM dx — (x—y)dy
x>+ y2
gibanju kazaljke sata.

, uzet duz kruga x*+3%*=a® u smislu suprotnom
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2315. fyzdx+JgZdy, gdje je C gornja polovina elipse x=acos r, y=4sin ¢,
‘;)rijcdena u smislu gibanja kazaljke sata.
2316. [ cosydx—sinxdy, uzet duz odsjetka AB simetrale drugog koordinatnog
iﬁlta, ako apscisa tacke A4 iznosi 2, a ordinata tacke B iznosi 2.
xy(ydx—xdy)
x*+ y2

2317. § ,» gdje je C prva latica lemniskate r®=a?cos 2¢ prijedena

u smislu suprotnom gibanju kazaljke sata,

2318. Izratunajte krivuljne integrale ovih izraza koji su totalni diferencijali:

(2; 3) (3; 4 (15 1)
a) [ xdy+ydx, b) [ xdx+ydy, ¢ [ (x+p)(dx+dy),
. (0; 0) .

(-1; 2) ©; 1)
2; 1

d) J M (po putu koji ne sijede os OX),

2
(15 2)
(x; »

€) dxtdy (po putu koji ne sijete pravac x+y=0),
X+y
[CHIE )
(x2; y2)
f) ( f )zp(x)dx+l//(y)d}'-
X135 Y1

2319. Nalavsi primitivne funkcije podintegralnih izraza izralunajte integrale:
(3; 0) l

a) [ (*+4xy’)dx + (6xy2—5y*)dy,
(—2;-1)
(1; 0)
b) J. xdy;yzdx (put integracije ne sijeCe pravac y=x), -
(x=y)
(0;-1) -
3i 1)
Ce+2y)dx+ydy

(put integracije ne sijede pravac y = —x),

1;n
(1; 1)

8 j (LH)m(_y_H)@.

(0; 0)
2320. Izralunajte

(x+p?

I_J‘xdx+ydy
\/1+x2+y2’

2
. . . . .y . . X
uzet u smislu gibanja kazaljke sata duz Cetvrtine elipse Y +
a

2
Y~ — 1, koja
b?

-leZi u prvom kvadrantu.
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2321, Pokazite da je
$F(x*+y*)(xdx+ydy) =0,
¢

kada je f(u) neprekinuta funkcija, a C je zatvorena po odsjedcima glatka
kontura. :

2322. Nadite primitivnu funkciju U, ako je:
a) du =(2x+3y)dx + (3x—4y)dy;
b) du = (3x*—2xy+y?dx — (x*—2xy+3y?)dy;
¢) du= e";"[(1+x+y)dx + (1—x~y)dy];

d) du=_d—x+—di.
x+y x+y

Izraunajte krivuljne integrale uzete duz prostornih krivulja:

2323. f[(y—2)dx + (z—x)dy + (x— y)dz, gdje je C zavoj zavojnice
c

X = acost,
y =asint,
z = bt,

koji odgovara promjeni parametra ¢ od 0 do 2.
2324. ny dx+zdy+xdz, gdje je C kruznica
X = Rcosacost,
y = Rcosasint,

z= Rsina (o = const),

prijedena u smjeru porasta parametra.
2325. [xydx+yzdy+zxdz, gdje je OA luk kruznice
OA .

x*+y?+22=2Rx, z=x,
smjesten s one strane ravnine XOZ gdje je y>0.

2326. Izralunajte krivuljne integrale totalnih diferencijala

(6: 4; 8)
a) [ xdx+ydy—zdz,
(15 0;-3)
(a; b; ¢)
b) [ yzdx+zxdy+xydz,
IR ERY)
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(3; 45 5)
9 xdx+ydy+zdz
]x2+y2+z2
(0; 0; 0)

(xivi3)

0 J‘ yzdx+zxdy+xydz

(put integracije je u prvom oktantu).
xyz
(115 0

C. Greenova formula

2327. Pomocu Greenove formule trasformirajte krivuljni integral
[= fﬁ\/x2+yzdx+y[xy+ln(x+x/x2+y2)] dy,
C

gdje kontura C omeduje podrudje S.

2328. Primjenom Greenove formule izradunajte
I'= $2(x*>+y*)dx + (x+y)2dy,
¢

gdje je C kontura trokuta s vrhovima u tackama A4 (1; 1), B(2; 2)i C(1; 3)
prijedena u pozitivnom smislu. Provjerite dobiveni rezultat izra¢unavsi
integral izravno.

2329. Primjenom Greenove formule izradunajte integral
$— x?ydx+xy*dy,
¢
gdje je C kruZnica x*4y*=R? prijedena u smislu suprotnom gibanju
kazaljke sata.

2330. Tackama A4 (1; 0) i B(2; 3) poloZena je parabola AmB tako da joj se os
poklapa sa osi OY), a tetiva joj je AnB. Nadite 95 (x+y)dx — (x=y)dy

Am BnA
neposredno i primjenom Greenove formule.

2331. Nadite [ e™[y>dx+ (1+xy)dy], ako tatke 4 i B leze na osi OX, a
AmB
povriina omedena putom integracije AmB i odsjetkom AB iznosi S.
xdy—ydx

)(2+y2

2332*, Izralunajte . Razmotrite dva sluéaja: '
a) kada je ishodiste koordinatnog sistema izvan konture C,
b) kada kontura n puta okruZuje ishodiste koordinatnog sistema.
2333#*, Pokazite da je ‘
$eos(X, n)ds =0,
¢

gdje je s duljina luka, a # vanjska normala.
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2334. Primjenom Greenove formule nadite integral
I = $[xcos(X, n)+ ysin(X, n)]ds,
c
gdje je ds diferencijal luka i » vanjska normala na konturu C.

§dx—dy
c X+Yy ’

uzet duz konture kvadrata s vrhovima u tatkama A (1;0), B (0; 1),
C(—1;0)1 D(0; —1) pod uvjetom da se kontura obilazi u smislu supro-
tnom gibanju kazaljke sata.

2335%. IzraCunajte integral

D. Primjene krivuljmh integrala

Izratunajte povrSine likova omedenih ovim krivuljama:

2336. Elipsom x=acost, y=bsini.

2337. Astroidom x=acos®t, y==asin®r.

2338. Kardioidom x—=a (2 cost — cos2r), y=a(2sinz — sin 2¢).
2339%. Petliom Descartesova lista x*+3y3—3axy=0 (a>0).

2340. Krivuljom (x+y)* = axy.

2341%. Kruznica polumjera r kotrlja se bez klizanja po vanjskoj strani nepomicne

kruznice polumjera R. Pretpostavite da je—'li cio broj, pa nadite povriinu
r

omedenu krivuljom (epicikloidom) koju opisuje po volji odabrana tacka

pomi¢ne kruznice. Razmotrite i specijalni slu¢aj kada je r =R (kardioida).

2342*, Kruznica polumjera r kotrlja se bez klizanja po unutrasnjoj strani nepo-

mi¢ne kruznice polumjera R. Uz pretpostavku da je R cio broj nadite
r

povr§inu omedenu krivuljom (hipocikloidom) koju opisuje po volji odab-

y . - . oo Y . . R
rana tacka pomicne kruZnice. Razmotrite specijalni slu¢aj kada je r==-"
(astroida).

2343. Polje tvori konstantna sila F usmjerena u smjeru pozitivne poluosi OX. Na-
dite rad polja, kada materijalna tacka opisuje u prvom kvadrantu &etvrtinu
kruznice x%+y®*=R? u smislu gibanja kazaljke sata.

2344. Nadite rad proizveden silom teze kada se materijalna tacka mase  pomakne
iz polozaja A (x;; ;3 2,) u poloZaj B (x,; V45 25) (08 OZ usmjerena je ver-
tikalno nagore).

2345. Nadite rad elasti¢ne sile usmjerene prema ishodistu koordinatnog sistema.
Jakost sile proporcionalna je udaljenosti tacke od ishodista koordinatnog

sistema, a tacka na koju djeluje sila opisuje u prvom kvadrantu Zetvrtinu
2

elipse % —I—%:I u smislu suprotnom gibanju kazaljke sata.
a

18 Demidovi¢: Zadaci:
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2346. Nadite potencijalnu funkciju sile R {X, Y, Z} i odredite rad sile na zadanom
dijelu puta, ako je
a) X=0, Y=0, Z= —myg (sila teZe), a materijalna tatka premjesti se iz
polozaja A (x;, ¥1, ;) u poloZaj B (xg Vs 23);

b) X = - Y=-—-"= Z= —E. gdje je u=const i

3 3 3

r r ¥
r=+x*+y*+z* (Newtonova privlatna sila) i materijalna tacka se iz
poloZaja A (a, b, ¢) udaljava u neizmjernost;
c) X=—Fk%, Y= —k¥, Z=—Fk?z, gdjeje k=const (elasti¢na sila) pr!
Cemu se podetna taka puta nalazi na kughi x2432-+2%= R?, a krajnja tacka
na kugli x®4y*+422=r? (R>7r).

10. PloSni integrali

1°. Plodni integral prvog tipa. Neka je f(x, y, z) neprekinuta funkcija, a z = ¢ (x, y)
glatka ploha S.

Plosni integral prvog tipa je limes integralne sume

[I1G yo dS =Tim Y f(xi v 2)AS,
S

n—ei=1
gdje je AS; povrdina i-tog efementa plohe S i tadka (x;, y;, 2;) pripada tom elementu, pri ¢emu
maksimalni promjer elemenata razdiobe teZi k nuli.
Vrijednost tog integrala ne ovisi o izboru strane plohe S, po kojoj se vrii integracija.

Ako je projekcija ¢ plohe S na ravninu XOY jednoznaCna, tj. svaki pravac paralelan s osi
OZ sijeée plohu S samo u jednoj tacki, onda pripadni plodni integral prvog tipa moZemo izracu-
nati pomocu formule

[J76e v, 248 = [[]Tx, 30 9(x, )] VI+¢2(x, y) + ¢} (x, y)dxdy.

Primjer /. lzracunajmo ploSni integral
fsf(x+y+ 2)dS,
gdje je S povr¥ina kocke 0<x <1, 0<y<1, 0<=z<].
Rjefenje. Izralunajmo zbroj ploSnih integrala po gornjoj strani kocke (z=1) i po donjoj strani
kocke (z=0)

11 11 11
bfof(x-l-y-l-1)d.xdy+{J(x+y)dxdy=£6f(2x+2y-l—1)dxdy=3.

Ocigledno je da je traZeni ploSni integral tri puta vedi i iznosi

£f(x+y‘+ 2)dS =9.

2°. Plo¥ni integral drugog tipa. Ako su P=P(x,y,2), Q =Q(x, 3, 2), R=R(x, 3, 5)
neprekinute funkcije a S+ strana glatke plohe S koju karakrerizira smjer normale n {cos a, cos 8,
cos v}, onda se pripadni plo¥ni integral drugog tipa izraava na ovaj nadn:

ffPdydz+Qdzdx+Rdxdy = 1I(;f(Pcosoz+Qcosﬁ+Rcosy)dS.
S+

Pri prijelazu na drugu stranu S~ plohe taj integral mijenja svoj predznak.
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Ako je ploha § zadana implicitno F (x, y, z) =0, onda kosinus smjera normale te plohe
odredujemo po formulama

oF 1 oF 1 oF
cosa:B—, cosf=— —, cosy=— —

ox D dy D ¢z

2 2 2
D=i\/(£) +<ﬁ> +<ﬂ) ,
0x dy 0z

a a1zbor predznaka radikala mora odgovarati odabranoj strani plohe S.

3°. Stokesova formula. Ako su funkcije P =P (x, v, 2), 0=Q(x, ¥, 2), R = R(x, y. 2)
neprekinuto derivabilne, a C je zatvorena krivulja koja omeduje dvostranu plohu S, onda vrijadi
Stokesova formula

$Pdx+Qdy+Rdz =
C

0
- (15 2o+ (5= eoss + (22 - P eosy ] as,
8y oz dz  Ox ox  dy
s

gdje su cos a, cos B, cos y kosinusi smjera normale na plohu S, pri &emu se smjer normale odre-
duje tako da bi sa strane normale obilazak krivulje C bio suprotan smjeru gibanja kazaljke na saru
(u desnom koordinatnom sistemu).

gdje je

Izratunajte ove plodne integrale prvog tipa:
2347. [[(x*+)%)dS, gdje je S kugla x4y 4z2=q2
S

2348, [[\/x*+%dS, gdje.je S plagt ¢unja
S

2 2 2
%+§ —% =0 [0<z<b].

Izralunajte ove plosne integrale drugog tipa:

2349. [[yzdydz+xzdzdx+x ydxdy, gdje je § vanjska strana povriine tetraedra
S
omedenog ravninama x=0, y=0, 2=0, x4y+z=a.

xl y2 Z2
2350. Ji[z dxdy, gdje je S vanjska strana elipsoida 7+? +—=1

a ¢
s

2351. f_[xzdydz+y2 dzdx+z%dxdy, gdje je S vanjska strana plohe polukugle -
& _

x4y 422 =a? (2 =0).
2352. Nadite masu povriine kocke 0 <x <, 0<y <1, 0<z<I ako plosna gustoéa
u tacki M (x; y; 2) iznosi xye.

2353. Odredite koordinate teZista homogene parabolne ljuske az=x2{|-y?
(0 <z <a).

2354. Nadite moment tromosti dijela plasta ¢unja z=./x*+3? [0<z <h] s ob-
zirom na os OZ.
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2355. Primjenom Stokesove formule transformirajte integrale:

a) $(x*—yz)dx + y*—zx)dy + (22 —xy)dz;
Cc

b) $ydx+zdy+xdz.
g

Primjenom Stokesove formule nadite zadane integrale i provjerite neposrednim
raéunom:

2356. gf(y+z) dx + (z+x)dy + (x+y)dz, gdje je C kruznica
x4y +z2=a% x+y+z=0.
2357. gg(y—z)dx + (z—x)dy + (x—y)dz, gdje je C elipsa
x2+y2= 1, x+z=1.
2358. ggxdx + (x+y)dy + (x+y+2)dz, gdie je C krivulja
x = asint, y=acost, z=a(sint+cost) [0<t<2n].

2359. ¢ y>dx+z>dy+x’dz, gdje je ABCA kontura A ABC s vrhovima
ABCA

“A(a; 0; 0), B(0; a; 0), C(0; 0; a).
2360. U kome slucaju je krivuljni integral
I = ¢Pdx+Qdy+Rdz
c

po bilo kojoj zatvorenoj krivulji C jednak nuli?

11. Formula Ostrogradskog-Gaussa

Ako je S zatvorena glatka ploha koja omeduje volumen V,a P=P (x, 9, 2), Q = Q (x, 3, 2),
R =R (x, v, 2) su funkcije neprekinute zajedno sa svojim parcijalnim derivacijama prvog reda u
zatvorenom podrudju V, onda vrijedi formula Ostrogradskog-Gaussa

JJ(Pcosa+Qcos B+ Rcosy)dS = JJI(EE + -Z?_Q_ + a—R> dxdydz,
0x dy oz

S V)
gdje su cos &, cos 8, cos y kosinusi smjera vanjske normale na plohu S.

Primjenom formule Ostrogradskog-Gaussa transformirajte ove plodne integ-
rale po zatvorenim plohama S koje omeduju volumen V (cos a, cos B, cos ¥ su
kosinusi smjera vanjske normale na plohu S):

2361. [[xydxdy+yzdydz+zxdzdx.
s

2362. [[x*dydz+y*dz dx+z*dxdy.
S

2363 ﬁl‘xcosa-l—‘ycosﬁ+zcosyds.

«/x2+y2+z2



12 ELEMENTI TEORLJE POLJA 277

2364. JJ(a—u cosa + du cos B + du cos-y) ds.
Ox dy 0z
N

Pomocu formule Ostrogradskog-Gaussa izradunajte ove plodne integrale:

2365. ffx2 dydz+y*dzdx+z2dxdy, gdje je S vanjska strana povrSine kocke
s

0<x<a, 0<y<a, 0<z<a.

2366. [[xdydz+ydzdx+zdxdy, gdje je S vanjska strana piramide omedene
s
plohama x4y+4z=a, x=0, y=0, 2=0.

2367. [[x*dydz+y*dzdx+2z>dxdy, gdje je S vanjska strana kugle
S

x24y?4-z% = a?.

2368. [[(x*cosa+y®cosf+2°cosy)dS, gdjeje S vanjska potpuna povriina &unja
S

X2 y? g2
=+ ——= 0<z<bh].
a> a* b’ ] !
2369. Dokazite da je

[[cos(n, )dS =0,

N

ako je S zatvorena ploha i f po volji odabran konstantan smjer, a # vanjska
normala na plohu S.

2370. Dokazite da volumen tijela V' omedenog plohom S iznosi

|
V= —3—Jj(xcosoc+ycos[f+zcosy)dS,
S
gdje su cos «, cos B, cos y kosinusi smjera vanjske normale na plohu S.

12. Elementi teorije polja

1°. Skalarno i vektorsko polje. Skalarno polje definirano je skalarnom funkcijom tadke
u=f(Py=f(x,y, 2) gdje je P(x, y, 2) tacka prostora. Plohe f (x, y, 2) = C, gdje je C=const
nazivamo ntvo-plohama skalarnog polja.

Vektorsko polje definirano je vektorskom funkcijom tatke @ =a (P)=a (r), gdje je P tacka
prostora a r=xi+yj+zk radijvektor tatke P. U koordinatnom obliku a =a.i+a,j+a.k gdje
sua, =a, (x,y, 2), ay =a, (X, y, 2), 8, = a,(x, ¥, z) projekcije vektora @ na koordinatne osi. Vek-
torske linije (silnice, strujnice) vektorskog polja ratunaju se iz sistema diferencijalnih jednadzbi

dx dy dz

a, a, a,

Skalarno ili vektorsko polje koje ne ovisi 0 vremenu ¢, nazivamo stacionarnin, a ono koje
OVisl 0 vremenu restacionarnim.
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2°. Gradijent. Vektor

au, du ou
gradU(P)=—i+—j+—k=/ U,
0x ady oz
o O . 9 .
gdje je V=i — —|—] — +k — Hamiltonov operator (nabla) nazivamo gradijentom polja
oy

U=f(P)u dano; tacki P (v1d1 VI 6). Gradijent je usmjeren po normali # na nivo-plohu u tacki
P u stranu porasta funkcije U i ima duljinu jednaku

w GGG

Ako je smijer zadan jedini¢nim vektorom f {cos a, cos 8, cos y} onda je

aU

~—=gradU-l =grad,U = a—Ucosaz + a—Ucosﬂ + a—Ucosy

ol ox ay 0z
(derrvacija funkcije U u smyeru I).

3°. Divergencija i rotor. Divergencijom vektorskog polja a(P) =ad+ a,j+a,k nazivamo
da, aa, ca,
— + + — = Va.
ox ay oz

skalar div a =

Rotorom vektorskog polja a (P)=a,i+a,j+a.k nazivamo vektor

- (0a, da, da, da,\. (0a, Oa,
rota=(—— ) +.(—’——’]+ —2— k=Y xa.
Jdy 0z 0z  dx ox 0Oy
4°. Tok vektora. Tokom vektorskog polja a (P) kroz plohu S u stranu odredenu jediniénim
vektorom normale a {cos a, cos B, cos y} na plohu S, nazivamo integral

J[fandS = [fa,dS = [[(a,cosa+a,cosf+a,cosy)dS.
Q s s

Ako je S zatvorena ploha koja omeduje volumen V, a n je jedinini vektor vanjske normale
na plohu S, onda vrijedi formula Ostrogradskog-Gaussa, koja u vektorskom obliku glasi

§ $a,dS = [f[divadxdydz.
s %)

5°. Cirkulacija vektora; rad polja. Linijski integral vektora a po krivulji C odreden
je formulom

Efadr=cfasds=g‘a,dx+aydy+azdz (N

i predstavlja rad polja @ duZ krivulje C (g, je projekcija vekrora @ na tangentu na C).

Ako je krivulja C zatvorena, onda linijski integral (1) nazivamo cirkulacijom vektorskog
polja @ duZ krivulje C.

Ako zatvorena krivulja C omeduje dvostranu plohu S, tada vrijedi Stokesova formuda,
koja u vektorskom obliku glasi

$adr = [[nrotadS = [[(rota),ds,
¢ S S

gdje je n vektor normale pa plohu S kojem smjer mora biti tako odabran da je za promatraca
koji gleda sa strane plohe karakterizirane smjerom vektora a, obilazak krivulje C u desnom sis-
temu koordinata suprotan smislu gibanja kazaljke sata. .
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6°. Potencijalno i solenoidalno pelje. Vektorsko polje @ (r) nazivamo potencijainim
ako je

a=grad U,

gdje je U:f(r) skalarna funkcija (potencijal polja).

Za potencijalnost polja @, zadanog u jednostruko suvislom podrucju nuzno je i dovoljno
da ono bude bezortlofno, 1j. da bude rot @ = 0. U.tome sfuaju postoji potencijal U, koji odreduje
iz jednadzbe

dU = a,dx+a,dy+a.dz.
Ako je potencijal U jednoznaéna funkcija, onda je f a dr=U(B)— U (A); napose je cir-
AB
kulacija vektora a jednaka nuii: f adr =0.
C

Vektorsko polje a (r) nazivamo solenoidalnim ako je u svakoj tacki poha div @ = 0; u tome
je slu€aju tok vektora kroz bilo koju zarvorenu plohu jednak nuli.

Ako je polje istovremeno 1 potencijalno i solenoidalno, onda je div (grad U)=0, i potenci-
jalna funkcija U je harmonijska funkcija, tj. zadovoljava Laplaceovu jednadzbu

U N arU n U
ox? oy? 922
a2 aﬂ 82

gdje je A=V?*~ — 4+ — + — Laplaceov operator.
ox?  9y*  o=?

=0 ili AU=0,

2371. Odredite nivo-plohe skalarnog polja U=7(r), gdje je r= x4y 422
Kakve ¢e biti nivo-plohe polja U= F (p), gdje je p= /x>+??

2372. Odredite nivo-plohe skalarnog polja

U = arcsin

V4
\/x2+y2
2373. Pokazite da su vektorske linije vektorskog polja a (P)=¢, gdje je ¢ kon-
stantni vektor. pravci paralelni s vektorem e.

2374. Nadite vektorske linije polja a@ = — wyi+ wxj, gdje je « konstanta.
2375. Izvedite formule:
a) grad(C,U+C,V)=C,gradU+C,grad ¥, gdje su C, i C, konstante;
b) grad (UV) = Ugrad V+ Vgrad U;
¢) grad(U?) =2Ugrad U;

d) grad(i).= Vgrad U—Ugrad V|
14 v?

>

e) gradp(U) = ¢ (U)grad U.

2376. Nadite veli¢inu 1 smjer gradijenta polja U=x*43y3+2°—3xyz u tacki
A(2; 15 1). Odredite u kojim tackama je gradijent polja ockomit na os OZ
1 u kojim tatkama je jednak nuli.
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2378.

2379.

2380.

2381.

2382.

2383.

2384.

2385.

2386.

2387.

2388.
2389.
2390.
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Izracunajte grad U, ako U iznosi:
, 1
ayr, b)r? ¢ —, d) f(r) (r=+x*+y*+z).
r
Nadite gradijent skalarnog polja U=¢r, gdje je ¢ konstantan vektor. Kakve
¢e biti nivo-plohe tog polja i kako su one rasporedene u odnosu na vektor ¢?

y2 2

2
Nadite derivaciju funkcije U - x_o + —1—2—2 u zadanoj tacki P(x, y, 2)
2 ¢

a b?
u smjeru radijvektora r te tatke. U kojem sluaju e ta derivacija biti jednaka
vrijednosti gradijenta?

Nadite derivaciju funkcije U= Lu smjeru / {cos o, cos 8, cos y}. U kojem
sluéaju je ta derivacija jednakar nuli?

Izvedite formule:

a) div(Cia,+C,a,) = C,diva +C,diva,, gdje su C, i C, konstante;

b) div(Uc) = grad U - ¢, gdje je ¢ konstantan vektor:

c) div(Ua) = grad U -a+ U diva.

Jzradunajte div [%] .

Nadite div a za centralno vektorsko polie a (P)= f(r)—r—, gdje je
r
r= /x2+y2+22.

a) rot(Ca,+C,a,) = C,rota, +C,rota,, gdje su C, i C, konstante;

Izvedite formule:

b) rot(Uc) = grad U xc¢, gdje je ¢ konstantan vektor;
¢) rot(Ua) = grad U xa+ U rota.

IzraCunajte divergenciju i rotor vektora a, ako a iznosi: a) r; b) rc i ¢) f(r)e,
gdje je ¢ konstantan vektor.

Nadite divergenciju i rotor polja linearnih brzina taaka tijela koje retira
konstantnom kurnom brzinom « oko osi OZ u smislu suprotnom gibanju
kazaljke sara.

Izracunajte rotor polja linearnih brzina v=cor rtataka tijela, koje rotira
konstantnom brzinom ® oko neke osi koja prolazi ishodi$tem koordinatnog
sistema.

Izracunajte divergenciju i rotor gradijenta skalarnog polja U. '
Dokazite da je div (rot a)=0.

Uz pomo¢ teorema Ostrogradskog-Gaussa dokazite da je tok vektora o —=r
kroz zatvorenu plohu koja omeduje neki volumen w, jednak trostrukom
volumenu.
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Nadite tok vektora r kroz punu povr§inu valjka x?+3?<R? 0<z<H.

2 2 ~2
Nadite tok vektora a=x%+41v%+2% kroz: a) plast ¢unja x—;%sb—

0<z<H; b) kroz punu povriinu ¢unja.
P . e N . mr
Izracunajte divergenciju i tok privlatne sile F ==, tacke mase m
r

smjeStene u ishodi$tu koordinatnog sistema, kroz bilo koju zatvorenu plohu
koja okruzuje tu tacku.

Izra¢unajte linijski integral vektora r duZ jednog zavoja zavojnice
x=Rcost; y=Rsinz; z=ht od t=0 do r=2m7.

Pomoc¢u Stokesova teorema izraunajte cirkulaciju vektora @ = x?y3%i+4j4zk
duz kruznice x? £y*--R?; z=0, ako se za plohu odabere polukugla

z=/RP—x2—y2

Pokazite, ako je sila F centralna, 1j. usmjerena prema nepomic¢noj tacki
O i ovisi samo o udaljenosti » do te tacke: F=f(r) r, gdje je f(r) jednozna¢na
neprekinuta funkcija, da je to polje potencijalno. Nadite potencijal U polja.

Nadite potencijal U gravitacionog polja koje stvara materijalna tacka mase
. . " . . m ..
m smijestene u ishodidte koordinatnog sistema: a= — N PokaZite da
s
potencijal U zadovoljava Laplaceovu jednadibu AU =0.

Istrazite ima i zadano vektorsko polje potencijal U, i nadite {J ako potencijal
posto)i:

a) a=(5x"y—4xy)i + (3x>=2y)j;
b) a = yzi4+zxj+xyk;
) a=QU+i+(x+2)j+x+nk
Dokazite da ¢e prostorno centralno polje @ =7 (r) r biti solenoidalno samo

k
za f (r) :; gdje je k= const,

Da li je vekrorsko polje a =—=r (¢%r) solenoidalno (¢ je konstantan vektor)?
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GLAVA VIII

REDOVI

1. Redovi brojeva

1°. Osnovni pojmovi. Red brojeva
a,+a,+...+a,+...=) a, (1)

nazivamo konvergentnim, ako njegova parcijalna suma
S,=a,+a,+...+a, .

ima limes kada n —>oco. Veli¢inu S =lim S, nazivamo tada swnom reda, a broj
n—>00

R,,=S—Sn = a,,+1+a,,+2+ s

ostatkom reda. Ako limesa lim S, nema, onda red nazivamo divergentnim.
” > 00

Kada red konvergira, tada je lim a,=0 (nuZdan uvjet konvergencije). Obratna tvrdnja
”-> 00
nije talna.
Da bi red (1) konvergirao, nuzno je i dovoljno da za svaki pozitivni broj € mozemo odabrati
takav N, da je za n>N i po volji odabrani pozitivoi p zadovoljena jednadZba

|ay;+l +an+2+' . '+an+p| <e

(Cauchyjev kriterty).

Konvergencija ili divergencija reda ne poremeti se ako redu dodamo ili od njega oduz-
memo konacan broj ¢lanova reda.

2°, Uvijeti konvergencije i divergencije redova s pozitivmim é&lanovima.

a) Kriterij usporedivanja I. Ako je 0 <a, <b, polevii od nekog 7 - :n,, a red

o (2
bl +b2+...+b"+... = Zb"
n=1
konvergira, onda red (1) takoder konvergira. Ako red (1) divergira, onda divergira i red (2).
Za usporedivanje redova napose je povoljno odabrati geomerrijski red
@

Y ag"  (a#0),

n=0

koji konvergira za |g|<1, a divergira za |q| =1, i harmoniski red

y L

5
n=1 N

koji je divergentan.
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Primjer J. Red
i n | + 1
1.2 2.2 3.

I

N

konvergira buduéi da je ovdje

pri ¢emu geometrijski red

kojemu je kvocijent ¢-: —, konvergira.

[

Primjer 2. hRed
In2  In3 Inn

_ —+ ...+ —
2+3+ n+

tnn 1 .
divergira bududi da je njegov opéi ¢lan — veéi od pripadnog &lana — harmontjskog
n n

reda (koji divergira).

a
b) Kriterij usporedivanja II. Ako postoji konatan lim — razli¢ir od nule (napose
n—> 00 Oy
ako je a,~b,), onda oba reda (1) i (2) konvergiraju ili divergiraju istovremeno.

Primjer 3. Red
: +
2n—1

1 1
I+ —4+ = +...
3+5 +

divergira, buduéi da je

. ( ] | ) ]
lim P — = —3£0,
n—sw \ 21— | n 2

1
ared s opéim ¢&lanom — divergira.

Primjer 4. Red

konvergira, jer je

. 1 | . 1 |
lim D=0, . ~ —,
P 271 —n 2:: 2!1 —n 2'1
s - I
ared s opéim ¢&lanom T konvergira.

c) D’Alembertov kriterij. Neka je a,>0 (polevii-od nekog n=wn,) i neka postoji
limes
lim Znt
n=o d,
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Tada red (1) konvergira kada je g<1, a divergira kada je ¢>1. Ako je ¢=1, kriterij ne daje
odluku (red moZe konvergirati ili divergirati).

Primjer 5. Ispitajmo konvergenciju reda

| 3 5 m—[
-+ -+ =+ 4
2 22 28 27
Rjesenje. Ovdje je
2n — 1 2n + 1
an = on > Gnty T 2n+1
i
1+ !
. Gn+y . (2n - 1)2" b 21 1
lim = Jim = — lim = —.
n—oo Qy 200 2"'“(271 - l) 2 n—»oal § 2
" an

Prema tome zadani red konvergira,

d) Cauchyjev kriterij. Neka je a, >0 (potevdi od nekog 7n=rn,) i neka postoji limes

lim %/a, = q.

n—o

Tada red (1) konvergira kada je ¢<C1, a divergira kada je g>1. U sludaju kada je ¢=1 kriterij
ne daje odluku (red mozZe konvergirati ili divergirat).

¢) Integralni kriterij (Cauchy). Ako je a,=)(n), gdje je (linkciia /(%) pozitivna,
monotono silazna i neprekinuta za x >a =1, onda red (1) i integral
0
[f(x)dx
a

konvergiraju ili divergiraju istovremeno.
Pomotu integralnog kriterija dokazuje se da Dirichletov red

© 1 )
n;l—n_p (J)

konvergira kada je p > |, adivergira kada je p <. Konvergenciju mnogih redova moZemo
ispitat usporedivanjem s odgovaraju¢im Dirichletovim redom (3).

Primjer 6. Ispitajmo konvergenciju reda

1 1 1 1
— = —
1.2 3.4 56 (2n — 1)2n
Rjesenje. Imamo:
1 1 | !
an-—'—»'—— = — ~ —,
2n— D2n  4n® | 1 4n?
2n

Bududi da Dirichletov red za p = 2 konvergira, onda na osnovu kriterija usporedivanja I1
moZemo utvrditi da i zadani red konvergira.

3°, Kriteriji konvergencije redova s ¢lanovima promijenljivog predznaka. Ako red
Ia;|+|az|+..4+la"1+,.., (4)
koji je sastavljen od apsolutnih vrijednosti ¢lanova reda (1) konvergira, onda red (1) rakoder kon-

vergira i nazivamo ga apsolutno konvergentnim. Ako pak red (1) konvergira, a red (4) divergira,
tada red (1) nazivamo wuwjerno (neapsoluino) konvergentnim.
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) Za ispitivalnje apsolutne konvergencije reda (1) moZemo za red (4) upotrijebiti poznate
uvjete konvergencije redova s pozitivnim &lanovima. Napose red (1) konvergira apsolutno ako je

. la
lim 2+ < |
noo | ay
ili
lim%/|a,| <1.
n—+caw
Opéenito iz divergencije reda (4) ne slijedi divergencija reda (1). No ako je lim ‘ﬂ > 1 il
n—-00 a,
n
lim |/ |a,|] > J tada ne divergira samo red (4) nego i red (]).
”— o0
Leibnizov kriterij. Ako su za alternirani red
by—by+by—by+... (b,>0) (5)
ispunjeni uvjeti: 1) by b, 20> ...; 2) lm b,= 0, onda red (5) konvergira.
#— 0
Za ostatak reda R,, u tome sluéaju vrijedi ocjena
|Rn| gbn + 1

Primjer 7. Ispitajmo konvergenciju reda

2\2 3\3 4\* ) N n{n—1) n "
(5= (3) () e s ()

Rjefenje. Sastavimo red iz apsolutnih vrijednosti &lanova zadanog reda:

(BT () e [

Budud da je
.o n Y . n . 1 1
lim = lim = lim = —,
N300 2n — 1 oo 28 — 1 o 1 2
n
to zadani red konvergira apsolutno.
Primjer 8. Red
Y T
3 3 i

konvergira jer je ispunjen yvjet Leibnizova kriterija. Taj red konvergira uvjetno (ne-
apsolutno) zato §to red

1

— ...
n

R
Sty

divergira (barmonifski red).

Napomena. Za konvergenciju alterniranog reda nije dovoljno da njegov opéi ¢lan tezi k nuli.
Leibnizov kriterij utvrduje samo da alternirani red konvergira ako apsolutna vrijednost opéeg
¢lana reda tezi k nuli monotono. Tako na primjer red R

1 11 11
TIPSR S S L

5 2 5 3 k5
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divergira bez obzira na to §10 njegov opéi &lan tezi k nuli (monotonost mijenjanja apsolutne
vrijednosti opéeg ¢lana ovdje je naravno naru§ena).

Stvarno, ovdje je Sy = S;I\.-f— Sk gdje je

1 1 1 , 1 1 1
Si=1l+—+—+...+—, S'=- —+ S+t
2 3 k S 5 b
pri &emu je lim Sy = oo (S je parcijalna suma harmonijskog reda) dok limes lim S, postoji
> oo k- oo
i konacan je (S,:.’ je parcijalna surna konvergeninog geometrijskog reda), prema tome je
lm S,,= oo.
B>
S druge strane za konvergenciju alterniranog reda ne mora biti ispunjen Leibnizov
kriterij: alternirani red moZe konvergirau, ako apsolutna vrijednost njegova opéeg Clana teZi k
nuli nemonotono.

Tako red

| 1 + 1 1 P 1 I N
22 33 47 @2n-1)*  (2n)?
konvergira 1 to apsolutno premda Leibnizov kriterij nije 1spunjen: apsolutna vrijednost opéeg
¢lana reda dodus$e tezi k nuli, ali ne monotono.

4°. Redovi s kompleksnim ¢lanovima. Red s opéim ¢lanom ¢, =a,+1b, @*=—1)
o]
konvergira tada i samo tada kada istovremeno konvergiraju redovi s realnim &lanovima X g, i
oo n=l1
¥ b, pri cemu je u tom sludaju

n=]
0

Zlc,,= ia,,-l—iib,,. (6)

n= n=1 n=1
Red (6) ocito konvergira i nazivamo ga apsolutno konvergeninim, ako konvergira red
@ = ¢
Yolel =Y Jar+bi,
n=1 n=1

kojernu su ¢lanovi moduli ¢lanova reda (6).
5°. Osnovne radunske operacije s redovima.

a) Konvergentni red mozemo pomnoziti lan po €lan s bilo kojim brojem %, tj. ako je

aj+as,+...+a,+...=8,
onda je
ka,+ka,+...+ka,+... =kS.
b) Pod sumom (vazlikom) dvaju konvergentnih redova
act+a,+...+a,+...=8,, @)
by+by+...+b,+...=5, (8)

razumijevamo pripadni red
(alib|) + (azibz) +...+ (a,,ibn) +. .= Sli's_z.
¢) Produktom redova (7) i (8) nazivamo red
cyteytode -+, 9)
gdje je ¢, =ayb, +ayb,_y + ... Tab(n=1, 2,...).
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Ako redovi (7) i (8) konvergiraju apsolutno, onda red (9) takoder konvergira apsolutno
i imz sumu §,S,.

d) Ako red konvergira apsolutno, njegova suma se ne mijenja permutacijom &lanova reda, To
svojstvo ne vrijedi ako red konvergira uvjetno.

Napisite jednostavnu formulu za #-ti &lan reda prema navedenim ¢lanovima:

2q01. 14+ -4 b L ogo2, Lol
3005 7 2 4 6 8
)
2403 1+ = 42>+ 4 4 2404 1+ 4 Lo Ly
2 48 4 9 16
2405, 2 4+ L 3 8, 206 24 L 0 8
4 9 16 25 | 58 (1 14
2407.i+L+L+.&_+L+1_+
26 12 20 30 42
2408, 1 4 2 135 1357
14 147 1-4-7-10
1 t
2409, | —14+1—141—1+... 2410.1+7+3+I+D+Z+...

U zadacima br. 2411 do 2415 napiSite 4 do 5 prvih ¢lanova reda prema poznatom
op¢em ¢lanu a,.

2411, g, = "2 2412, o = "D
n*41 o
2413, o, =2 F 2L 2AM, g, =
n B+
. nm
<2+sm?>c05nn
2415. a, — .

n!
Ispitajte konvergenciju redova primjenom kriterija usporedivanja (ili nuznih
uvjera):

2\? 2\? 1/2\
2417.£+L(_) +i(_> +4.4+_(_) b
5 2\5 3\S n\'5

2 3 4
n+l+

2418, —+—+—+ ... +
3 5 7 2n+1

n+1
2419. L ! L (=D

——t ...+

+..
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1 1
2420.——+~4—+—+...+-+...

2421.~+—1—+i+ o+

2422. 1_+ L, e

J12 \/_ vhrn+1)

2423.2+2—+2~+...+—' + ...
2 3

2424, 1 _+—_+ =+ ...
\/2 J3 Jn
1 I 1 1

2425.—2+—2+‘-2-+.‘.+ -+
2 5 8 3n—-1)"

i 3 Yn
2426, — + L+¢ o+ */"—+

2 32 43 (n+1)/n
Pomoc¢u D’Alembertova kriterija Ispitajte konvergenciju redova:
a7, 42 S, o]

22 ah T By

2ap8, > 4 23,258 2:5:8.Gn=1)
1 -5 (59 1-5-9...(4n-3)

Pomoc¢u Cauchyjeva kriterija ispitajte konvergenciju redova:

2 2 3 4 n
2429.-—+<i) +(i> +.“+(”+1) +
1 3 5 2n—1
2 3 5 2n-1
mo.i+<_) +(i) +...+( L ) +
2 5 8 3n—1

Ispitajte konvergenciju redova s pozitivnim &lanovima:

1 |
2431, l-l-l-i— —+ .+ — 4+ .
2 3 n!

g2, L L 1, TR,
38 15 (n+1)%—-1
433, L, L. L .1
1:4 7 7-10 (Bn=2)(3n+1)
2
2434.i+i+9—+._,+”_+
39 19 2n* 41

19 Demidovié¢: Zadaci
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2435.
2436.

2437.

2438.
2439.
2440.
2441.
2442,
2443.
2444.

2445.

2446.
2447.
2448.

2449.

REDOVI VIII
1 2 3 n
2 5 10 n*+1
3 s 7 U+l

+ + +ot gt
2232 3242 4%.57 (n+1)>(n+2)

+ + ...
3n+1

n

3 L
2

(3)2 5 (7) , <2n+1>2'
=+ =]+ — ]+
4 7 10 3n+1

| 8 3
—+S5t+tS5+.F o+
e e e e’
| 2 4 not
+ Z+;$+ + o + ..
1! 21 3! n!
+5—+t5—t-.. + +
241 2741 2741 2"+ 1
2 4 !
f+—+—+ ...+ —+
2! (n—1)!
i 1-3 1-3-5 1-:3:5...2n=1Y)
A T S
4 48 4812 4-8:12...4n
1h:  (2nH? n? ) N?
p)+()+o)+“+@l+”.
2! 4! 6! 2n)!
1000+1000 00 +1000 1002 1004+

1-4-7
. 1000- 10021004 ...(998+2m)
1-4-7...3n=2)

.5. 2-5-8-11-14... — —
2 258, 2581114 (6n=T6n=4d)

L 1-59 . 1-5:9-13-17...8n—11)(8n—7)
1 1-5 o+ 1-5:9...(4n=3)
2 246 2:4-6-8-10...(4n—4)(4n—2)

. - .9 . . —_
ARPRER ARGt a2l (10n=9)
i3 51 C @2n=1)!

. 1-4-9 1-4-9...n°
TS SN S AR .

A
{-3-5 1-3:5-7-9 1-3-5:7-9...(4n=3)



1 REDOVI BROJEVA 261

2450. Y arcsin . 2451, Y sins.
n=1 n n=1 n
i 1 Z  nt41
2452. Y Inf1+ ). 2453y In" L
n=1 n n=1 n
> L2 1
2454, ¥ 2455. i
n=2lnn ‘n=2nlnn
_ = 1 i 1
2436. . 7Ty AN N S,
w=2ninn s=2n-Ilnn-Inlnn

Al I oo ]

2458~ 2 - 2459¢ B ——
n=2R"—n n=l\/n(n.|_])

2460. i lﬁﬁ 2461. i -IL
u=l\/,‘1(n+1)("+2) "=2nlnn+\¢]n3n
-~ o 3

2462. S 2463. v .
"=2ni/n—\/n =1 (2n—=1)(53n— 1)
i 7 iy

2464. ) [ 1-—cos—|. 2465. ) —.
n=1 n n=1Hn
o, n ’ w n '

2466. 3 2" 2467, 5 2"
n= n" n=1 n"

i 1
2468+, F £

el 1

n=2n"In?n

2469. Dokazite da red

1) konvergira za bilo koji ¢, kada je p>1, i za g>1, kada je p=1.
2) divergira za bilo koji ¢, kada je p<1, i za g<l, kada je p=1.

Ispitajte konvergenciju dalje zadanih redova s &lanovima promjenljiva predznaka.
Kada red konvergira, tada ispitajte da li je ta konvergencija apsolutna ili

uvjerna.
_ n—1{ _ n=1
aaz0. 1 L L LG0T Lyt e
35 2n—1 J2 3 In
—_ 1y 1 _fyn— 1
az2 1 - L L DT s QI RN Gt S L
4 9 n? 7 13 6n—>5

18
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2474. i_i“l"‘]_—...-l-(—l)"_l 2n+1
1.2 2:3 34 n(n+1)
-~ 2 n
2475, —L—i+i+i_“_+(_1) ‘_n+"'
2 8 16 2
2 4
Yy N S S, S S| N b S——
2W2-1 33-1 4/4-d (n+1)n+1-1
3 2 3 5 ;
2477. __+(i> _<_7_> +,..+(_1)n< n+1> .
4 7 10 3”+1
sqze, 335 35T g ¥57Quah
225 258 2:5:8.,.3n—1)
ogze, L L4, 14T e 14T Gnd)
7079 7911 7-9-11...(2n+5)
2480. sina " sin 2o sin ha
In10  (In10)? (In 10"
> oo
2481, Y (— 1y 2482, 3 (— 1) tg——.
= " n=1 n\n

2483, Uvjerite se da D’Alembertov kriterij konvergencije ne rjeSava pitanje

@®
konvergenciji reda Za,, gdje je
n—=1

2k— i 2k“ 1
02&—1=3T__|‘s azk'—‘? (k=1,2,..)
dok pomoc¢u Cauchyjeva kriterija mozemo ustanoviti da taj red konvergira.
2484*. Uvjerite se da Leibnizov kriterij nije primjenljiv ne alternirane redova

a) do d). Istrazite koji od tih redova divergiraju, koji konvergiraju uvjetno, a
koji konvergiraju apsolutno:

SN TS SIS S S S
J2-1 241 J3-1 3+ Ja—1 Jatt

{ 1 )
ooy =—F7—=, OLyp= = 7—— N
( Jk+1-1 Jk+1+1.
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<a R
BT gy T 4k—3)

Ispitajte k'onvergenciju redova s kompleksnim &lanovima:

2485.

2487,

2489.

2491,

2493.

2494.

2495.

2496.

2497,

2498.

€xB nn a i n
Z n(2+1i) . 2486. Y n(2i—1) '
=zt 2" n=1 3"
w l oo in
- 2488. —
ngl ﬂ(3+i)" ' nZI n
@£ e}
oL 2490 y ' _
SN =(n+ i) n
Zﬁ 1 = 2492, Z [MJ .
n=1[n+(2n—1)i] n=t| n(3=2i)=3i

L 1. 1 . L N
Medu krivuljama y = ; ly=— desno od njihova sjeci$ta konstruirani
X )

su odsjecct paralelni s osi OY i medusobno jednako udaljeni. Da li je suma
duljina tih odsjetaka konaéna?

Da li ¢e duljina odsjecaka iz prethodnog zadatka biti konaéna ako krivulju

Yo L zamijenite krivuljom y= L?
x2 X

. @ | R (=D —n . .
Zbrojite redove ) ;l—n iy % Da li ta suma konvergira?
n=|( " n=|
Nacinite razliku divergentnih redova iy 1 i ispitajte njezinu
n=12n—1  #=12n

konvergenciju.

. 4 . 2 21
Da li konvergira red tvoren oduzimanjem reda Y 5 : l od reda ) —?
n=1271— n=~tL n

Odaberite takva dva reda da njihova suma konvergira, a razlika divergira.
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_ © 1 . = -
2499. Natinite produkt redova "21;7;— 1 ,1;1 31" Da li taj produkt kon-
vergira?
v 1 1 1 2 .o
2500. Nacinite red 1+7+7 + ...+ 2“_1-1- ...]. Da li taj red konver-
gira?
. 11 (=1 . .
2501. Zadan je red —1 —|—;— 3 + ... +—‘ + ... Ocijepnite mogucu
! ! n

pogreSku pri zamjeni sume tog reda sumom prva Cetiri ¢lana tog reda te
sumom prvih pet &lanova. Sta moZete reéi o predznacima tih pogresaka?

2502*. Ocijenite mogudu pogresku pri zamjeni sume reda

1 1/t 1/1\3 1/1y
—+ =) +=(=) .+ =)+
2 21\2 31\2 n!'\2
summom njegovih prvih n ¢lanova.
2503. Ocijenite mogucéu pogreSku pri zamjeni sume reda
1 1 1
T+ —+ —+. . +—+...
21 3t n!
sumom njegovih prvih »n ¢lanova. Napose ocijenite talnost takvog pribli-
Zenja za n=10.
2504**, QOcijenite mogucéu pogresku pri zamjeni sume reda
1 1 1 1
+?+? +...+An—2+...
sumom njegovih prvih » &lanova. Napose ocijenite ta¢nost takvog pribli-
zenja za n=1000.

2505*. Ocijenite moguéu pogresku pri zamjeni sume reda

2 4 2n—-2
1+z(i) +3(L> +...+n(l) .
4 4 4

sumom njegovih prvih n clanova.

o (=1t
2506. Koliko &lanova reda Y ~————
n=I1 n

s ta¢no$éu do 0,01? do 0,001?

treba uzeti da se njegova suma izracuna

2507. Koliko ¢lanova reda Y, " treba uzeti, da se izratuna njegova suma
n=1(2n+4-1) 5"
s tatnoséu do 0,012 do 0,001? do 0,0001?
1 1 1

1
2508*. Nadite sumu reda ___ +— + —+ ...+ —+ ...
1-2 2.3 34 n(n+1)

2509. Nadite sumu reda
Yt (I A=+ + Y= "Yx)+...
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2. Redovi funkcija

1°. Podruéje konvergencije. Skup vrijednosti argumenata x za koje red funkcija

i)+ 4+ + f(x) +.. O

konvergira, nazivamo podruijem hkonvergencije tog reda. Funkdciju
S(x) = lim S, (x),
n—ao

gdje je Sy, () =f )+ ()+ .. .+, (x), a x pripada podrudju kon\?crgcncije, nazivamo swmom
reda, a R, (x) = S(x) — S,, (x) ostatkom reda.

U jednostavnijim slufajevima je za odredivanje podrudja konvergencije reda (1) dovoljno
primijeniti na taj red poznate kriterije konvergencije, smatrajuéi x fiksiranim.

Primjer 1. Odredite podrugje konvergencije reda

x4+ 1 (x+ 1)2 x4+ IR x 4 I
+ ~ ( +...+ ( 0)
1.2 222 3-23 n-2"
Rjefenje. Oznadimo sa u,, opéi élan reda, pa ¢emo imati:
o My . Jx 4+ 1{n+i2ny |x+1]|
Hm—— = lim =
nsoo  |1,] oo 2P (m 4 1) |x 4 1|2 2

Na osnovu D’Alembertava kriterija moZemo ustanoviti da red konvergira (i to apsolutno),

lx4-1) ix+1

. . ) . I . .
ako je <I, tj. za —3<x<1; red divergira ako je >], 1. ako je —oco<x< —3

1 1
ili 1<x< oo (sl. 104). Za x = dobijerno harmonijski red |+ ?—}- ?—i— . .. koji divergira,

Konvergira

Divergira . Divergira
=3 ~1 0 1 X
Slika 104.

! 1 .. - L .
2azax= —3red —| +E -3 + ... koji (prema Leibnizovom kriteriju) konvergira (uv-
jetno). Red dakle konvergira za —3 <x<I.
2°. Redovi potencija. Za svaki red potencija

cotey(x—a)+ ey (x—a) +.. .4 (x—a) +... [©)

(¢ 1 a su realni brojevi) postoji takav interval (interval konvergencije) |x—a|<R sa srediftem u

talki x =a, unutar kojega red (3) konvergira apsolutno; za Ix—al>R red divergira. Polumjer

konvergencije R moZe u spedjalnim sluéajevima bid i 0 ili co. U zavrinim tackama

intervala konvergencije x = a4 R moguéa je kako konvergencija tako i divergencija reda potencija.

Interval komvergencije odreduje se obiéno pomoéu D’Alembertova ili Cauchyjeva kriterija pri-

mijenjujuéi th na red kojem su &anovi apsolutne vrjednosti &lanova zadanog reda (3).
Primjenom na red apsolutnih vrijedoost

leol + leql [x—al +...+ |c,| Ix—al” +...

D’Alembertova i Cauchyjeva kriterija konvergencije dobivamo za polumjer konvergencije reda
potencija (3) pripadne formule

c’l

';_ R = 1ilTl
lim%/|c,| e

n—*x

R =

cn+1
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No upotreba tih formula zahtijeva oprez zbog toga $to limesi s desnih strana tih formula Cesto
ne postoje. Tako npr. ako ima neizmjerno mnogo koeficijenata ¢,, koji su jednaki nuli (to je napose
ispunjeno u slu¢aju kada red ima samo ¢lanove s parnim potencijama ili samo s neparnim po-
tencijama od (x—a)), nije moguée primijeniti te formule. U vezi s time preporuta se za odredi-
vanje intervala konvergencije primijeniti D’Alembertov ili Chauchyjev kriterij neposredno, kako
je to uéinjeno prije prilikom razmatranja reda (2), gdje nisu upotrijebljene opée formule za polu-
mjer konvergencije.
Ako je z=x-+1y kompleksna varijabla, onda za red potencija

Cotei(z—20) + ¢a(2—20)" +.. .+, (z—20)" +. .. (4)

(¢, = ay+iby, 2o=%o-+1ye) postoji neki krug (krug konvergencije) |z—z,| <R sa srediftem u tacki
z —= z, unutar kojeg red konvergira apsolutno; za [2—z,| >R red divergira. U tatkama koje leZe
pa samom rtubu kruga konvergencije red (4) moZe ili konvergirati ili divergirati.

Krug konvergencije obi¢no s¢ odreduje pomoéu D’Alembertovog ili Cauchyjevog kriterija pri-
mijenjenih na red

[col + eyl 1z—2zo| + |Cz|'|z"zo|2 oot el lz=z0l" +.

kojemu su &lanovi moduli ¢lanova zadanog reda. Tako na primjer pomoéu D’Alembertovog kri-
terija lako moZemo ustanoviti da je krug konvergencije reda

z+1 n? 1)? "
+ (z+ 3 (z+ 3) +_“+(z+1) N
1:2 22 3-2 n-2"

odreden nejednad?bom |z—+ 1|<2 (dovoljno je ponovitt ono §to je navedeno na str. 295, a 5w je
sluzilo za odredivanje intervala konvergencije reda (2), zamijeniv§i samo x sa z). Srediste kruga
konvergencije nalazi se u tacki z -~ —1, a polumjer R tog kruga (polumjer konvergencije) iznosi 2.

3“. Jednolika (uniformna) konvergencija. Red funkcija (1) konvergira u nekom inter-
valu jednoliko ako za bilo koji £>0 moZemo naci takav N koji ne ovisi 0 x, da uz n> N za sve x iz
zadanog podrudja vrijedi nejednadZba |R, (x)|<e, gdje je R, (x) ostatak zadanog reda.

Ako je [ [, () <¢, (n=1,2, ...) za a<x<b | red brojeva Z ¢, konvergira, onda red

=1
funkcija (1) konvergira u intervalu [a, 4] apsolutno i jednoliko (Weterszrassov kriteriy).

Red potencija (3) konverg1ra apsolutno i jednoliko u svakom intervalu unutar podruéia
konvergencije. Red potencija (3) moguce je Clan po tlan der1V1rat1 1 integrirati unutar njegova
podrudja konvergencije (kada je |x—al<R), tj. ako je

cot+c,(x—a)+ ¢, (x—a)? +...+ x—a)y +...=f(x), (5‘)

onda za svaki x iz podruéja konvergencije reda (3) imamo

cl+_2c2(x—a)+...+nc,|(x—a)";’+...=f’(x), (6)

fcodx+fcj(\’—a)dx+fcz(*c—a) dx +.. +fc (x—a)"dx +.

i (.)C a)n— +(fo_a)h+l ='[f(’t)dx (7)
n=0 n

(broj x, takoder pripada podruéju konvergencije reda (3)). Pri tome redovi (6) i (7) imaju isto pod-
rudje konvergencije kao i red (3).
Nadite podrucje konvergencije reda:

w© n+t 1
2510. 2 — 2511, ¥ (-1) 1_

n=1R* n=1 n



2512. 2( ! s

2514, . 2"sin—.
=0

2516, Y (—1yTle ¥,

2518. Y
N
S (x—2)

o0 (_l)n—l
A=t 3" (x—35)"

2524%. Y (x"+ . )

2520.

2522.

n=1 2")6"

REDOVI FUNKCIJA

2513. ¥ sin@n—1)x
n=| (Zn— 1)2

25154+ Z cosnx ]

n=o e~

2517. 3 ™

nlx

- 1
2519. _
"Z'] 2n-1)x"

S 2n+1

2521.
n= 0(n+1)5 2

n

2523. 3 -z

n]X

2525, 3 X"

n=—1

Nadite podruéje konvergencije reda potencija i ispitajte konvergenciju

krajevima intervala konvergencije:

2526. 3 x

S 2n—t

X
2528. .
ngl 2n—1

nln

2530, Z (=7 %

n

2532 Y (=1)"2n+1)*x"
=0

€L
2534. Z nix".

) n 2n—1
2536. 3 < ) X",
n=1

2n+1
o] n x n
2538. ).
n;1n+1<2)
0 n—1
2540. 3 —

2527. ¥ X
n=1n'2n
» An—1_2n-1
2529, ) 2 X -
A=t (4n—3)°
5 .2n
2531, 3 (DX
n=0 2n+1
2533. Y =.
n=1n!
2535. Y .
n=1n

2537. Y 37x"
n=0

2539.

2541, Y X"

297

na
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o0 o xnl
2542+, Y nix™. 2543%. ) i
= n=1
25445, ¥ L 2545, 3 (— 1y 152
n=1n n=1 n-3"
o0 _ @ _ 2n
2546, 3 O 2547, y &1
n=1 n-5" a=1 n-9"
. @© — oo 3"
2548. 3 (—1y—' =2 2549, 3 &)
n=1 2n n=1 n
S ) 2n-1
2550. Y n"(x+3)". a551. 3 O
n=1 n=1 2n-4”"
@® _ n 0 2n n
o550, v (=2 2553. Y (- )"H(Z"_I)(x_)'
n=1(2n—-1)2" "= Gn=2)*"
@ ] n a n
2554, Y T n (”3) 2555, 3 DT
n= n=1(n+DIn“(n+1)
o« 2n @ 7\
2556. & 2557. ¥ (—qytt =D
n=1{n+DIn(n+1) - n=1 (n+D)In(n+ 1
© n2 o) n2
2558, § Xt 2559%. Y (1+i) (x—1y". -
* n=1 n n=1
ase0, y D HI)N 2561 Y (— 1)"*/'”'2( —ay.
=1 27" =0 +1
2562. w 2563. Y (—1) (’,‘;3)_.
=0 (n+1)°2 n="0 (2n+1)\/n+1
Qdredite krug konvergencije:
2564, ¥ i7" 2565. Y (1+ni)z".
n=0 n=0
_ n %) 2n
2566. \;(Z 20)" 2567. ¥ C_.
n=1 a=0 2n
2568. (14+2i) + (14+20) (3420 z+... + (1 +2)(B+20)...Qn+1+2i) 2" +
2 n
2569, 1 + —— +—— ot £ +
1—i  (1—i)(1—20) (1= (1=2i)...(1—ni)

2570. 2 (1“"’) 2"

n+2i
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Polaze¢i od definicije jednolike konvergencije dokazite da red

T4x+x 4. +x"+...

ne Zonvergira jednoliko u intervalu (—I, 1), ali da konvergira jednoliko u
svakom intervalu unutar tog podrudja.

Ryefenje. Primijenivii formulu za zbroj geometrijskog reda dobit éemo za |x| <1

2572,

xn+1

Ry(x) = xntl 4 21 | = .
1 -x
Uzmimo u podrudu (—1, 1) interval [—1 +}o, 1 —«] gdje je o po volji malen pozidvan
broj. U tom intervalu je [x| <1—a, [{ —x| >« i prema tome je
(1 —ay't?
[Ru(x)| <

Da dokaZemo jednoliku konvergenciju zadanog reda u intervalu [—1+4a, | —a)], treba
pokazati da za po volji odabrani >0 moZemo odabrati takav' N koji ovisi samo o ¢, da
za svaki n> N vrijedi nejednadzba |R, (x)|<e za svaki x u promatranom intervalu

.. .. . A=yt .
Uzevsij po volji odabrano >0 treba daje —————— <g; Odatle je (1 —«)"H <en,
a
In (ext) In (co)
(n+Dlp (1 —e)<In(ea), fj. n-t1>——— Ger je In 1 —)<0 1 n> — -
In(l—o) In(1 —oL)

o In () N . .

Stavivsi prema tome N = m — I, uvjerit ¢emo se da je uz n> N zaista |R, (x)|<e
—a

za svaki x iz intervala [—1+«, 1 —a), I jednolika konvergencija zadanog reda u bilo kojem
odsje¢ku unutar intervala (—1, 1) tme je dokazana.
Sto se tide cijelog intervala (—1, 1), on obuhvada tadke koje su po volji blizu tadki
xH
x— 1, a kako je lim R,(x) =lim —— = oo, tada za bilo kako veliki n ima tataka x za
x—>1 x>1 1—x
koje je R, (x) veci od po volji odabranog bilo kako velikog broja. Prema tome, nemogude
je odabrau takav N da bi za n> N nejednad?ba |R, (x)| <e vrijedila za sve take intervala
(—1, 1), a to znadi da konvergencija reda u intervalu (—1, 1) nije jednolika.

Polaze¢i od definicije jednolike konvergencije dokaZite da:

x 2 n
a) red 1+ 2+ 4+ 4
1t 2! n!
konvergira jednoliko u svakom konadnom intervalu;
2 4 6 yn-12
b) red o e X
1 2 3 n
konvergira jednoliko u ditavom intervalu konvergencije (—1, 1)}
' 1 1
¢) red l+—+—+...+—1+...
21 3I nx

konverglra jednoliko u podru¢ju (I+8 o), gdje ]e 8 po volji odabran po-
zitivan broj;
d) red (x>—x*)+ (x*—x®) + (x* x4+ =X 4.

konvergira ne samo unutar intervala (—1, 1) nego i na kra]evu'na toga inter-
vala, ali je konvergencija reda u intervalu (—1, 1) nejednolika.

2n+2
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Dokazite jednoliku konvergenciju reda funkcija u zadanim intervalima:

2573. 3 = na odsjecku [—1; 1].
1 :

n=1

@

2574. Y 5”;"”
n=1

na cijelom brojnom pravcu.

x'l

Jn

Primijeniv§i dertviranje i integriranje &lan po ¢lan, nadite sume redova:

2575. Y (-1 na odsje¢ku [0, 1].
.oon=1

2 3 n
2576. x +— + — 4.+ +...
2 3 n
2 3 n
2577 x - + i — (=
2 3 n
3 5 2n~—1
2578, X+ —+ 4.+ 4
3 5 2n—1
3 5 2n—1
2579, x — = + Xy (=1t
3 5 2n—1

2580. 1+2x+3x*+...+(n+Dx"+...
2581, 1 —3x 4 5x*— .+ (=" '@n—1)x" 2+, ..
2582, 1-2+2-3x+3-4x*+. . 4+n(n+1)x""'+...

Nadite sume redova:

2 3
2583.—1+-;+—3+...+in+...
X X X X
. 5 9 4n-3
2584, x4+ + X 4. X4
Y 9 4n—-3
' 1 1y 1
agsr, 1——— L L, U
3.3 532 7.3 Qn—1)3"
5 2n—1
2586.i+i2+—3+u.+ L
2 222 2"
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3. Taylorov red

1°. Razvoj funkcije u red potencija. Ako funkcija f(x) dopudta u nekoj okolini
|x—a| <R tatke arazvoj u red potencija po potencijama od x—a, onda taj red (7'aylorov red) glasi

f“() A

S0 =f@ +f @ -y + 1D ay? 4 (’(x a4 (D)

Za a =0 Taylorov red nazivamo takoder Maclaurinov red. Jednadiba (1) vrijed; ako za
[x—a|l <R ostatak Taylorova reda

f‘“(a)
R,(x) =f(x) — [f(a) + Z (x—a)'
K=l !
kad n—o0.
Za ocjenu ostatka mozemo se posluziti formulom

(X a)n+ 1

(n+ D!

gd)e je 0 <8 <1 (Lagrangeova formula).

R, (x) = Fo PV la+0(x—a)], (2)

Primjer I. Razvijmo funkciju f(x)=chx u red po potencijama x.

Rjeserje, Nademo derivacije zadane funkcije  f(x) -ch x, f'(x)--shx, [“(x)=ch x,
f7'(x)=sh x,...; opéenito f(x)=ch x, kada je n paran, a f(™ (x) =sh x kada je n

neparan. Stavivii a =0 dobivamo f(0)=1, /" (0)=0, f”(0)=1, /*’(0) =0, ... ; opcenito
f(”) (0)= 1 kada je n paran, a f0D (0)-—0, kada je n neparan. Odatle na osnovu (1)
imamo:
x2 xon
hx=14--4+—+ ... +—+ ... 3
¢ TR ! &)

Da odredimo podrudje konvergencije reda (3) primijenit ¢emo D’Alembertov kriterij.
fmamo:
xzn-}-‘z x2n x2

lim | ———— lim—m7m—— =
Hroo (2n - 2! (ZH)' noo (21 + 1)(2n + 2)

za po volji odabrani x. Prema tome red konvergira u intervalu — oo<x << oo. Qstatak
prema formuli (2) glasi

R, (x) =(n++]l)! ch 8x, ako je »n neparan, i
ontd l
R, (x) =msh 6x, ako je n paran.
Kako je 0< 6 <1, to je
(ch x| =eox++%x <e'™ |shéx|= ifﬂﬂ el
'Vl+l X n

i prema tome |Rn(x)] <

( Y e|*|. Red s op¢im &lanom - - konvergira za bilo koji x
)1
(u to se moZemo lako uvjeriti pomocu D’Alembertova kriterija) pa je u suglasnosti s nuz-
nim uvjetom konvergencije
[x | n41

lim ———
nooo (n+ 1)!

a prema tome i lim R, (x)=0 za po volji odabrani x. To zna¢i da je suma reda (3) za
n—co
bilo koji x zaista jednaka ch x.

b
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2°. Postupci kojima se sluZimo pri razvoju.u red potencija.
Sluzimo li se osnovnim razvojima ’

2 n
Le=t+2 45 4 54 (—o<x< ),
o2t
3 S 2n+1
ILsinx=—-2 4% _ 41y X 4 (co<x<o),
11 30 s (2n+1)!
2 4 2n
IM11. cosx=1—x—+x——...+(—1)"x +... (—oo<x<w),
20 4t (2n)!
Iv. (1+x)'"=1+']"—|x+Wx2+...
...+m(’"_”“;(’"_"J’l)x"Jr... (~1<x<1)*),
n
X2 x3 xn
V. Jn(1+x)=x~—7+?—...+(—1)”_'—+“. (—1<x<l),
n

a takoder i formulom za sumu geometrijskog reda, mofemo u mnogim slufajevima jednostavno
provesti razvoj zadane funkcije u red potencija, pri éemu otpada potreba ispitivanja ostatka. Po-
nekad je pri razvoju korisno derivirati ili integrirati &an po &lan. Pri razvoju u red potencija raci-
onalnih funkcija preporuta se rastaviti te funkcije na parcijalne razlomke.

Primjer 2. Razvijte po potencijama od x**) funkeciju

‘ 3
f&= A —0(1 +2x)

Rjesenje. Rastavimo funkeiju na parcijalne razlomke, pa é¢emo imati

foy=—t g 2
X)) = — .
_ ¢ 1—x 142«
Kako je
1 . 2
-—=l+x+x2+...=2x" (4)
- n=0
: =1 —2x+(2x)2—...= i (— Dyranyn, (5)
1+ 2x o
to konaéno dobijemo
oo no oo
JR=% 42y (= 12xn = 3 [1 4 (= 1)n2ntyem. (6)
n=0 n=0 . n=0

Geometrijske progresije (4) i (5) konvergiraju kada je Jx|<1 odnosné |x|< 1; prema
tome formula (6) vrijedi za |x|<?, tj. kada je —F<x<d.

*) Na granicama intervala konvergencije (tj. za x=—1 i za x = 1) razvoj 1V ponasa se
ovako: za m -0 vrijedi apsolutna konvergencija na obje granice; za 0>m> — | razvoj divergira
za x=—1 a uvietno konvergira za x = |; za m < —1 divergira na obje granice.

**) Ovdje i nadalje éemo podrazumijevati 5;p0 cijelim i pozitivaim potencijama®.
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3°. Taylorov red za funkcije dviju varijabli. Razvoj funkcija dviju varijabli f (x, ¥)
u Taylorov red u okolini tatke (a; b) glasi

f(x, yy=f(a, by + — [(X a) +(y b) - ]f(a b)+—[(x a) T

o7 1 0 ol
+(y=b)— | fla, b)+...+ - |(x—a)— +(y—=b)_ | fla, ) +... (7)
dy n' 0x oy

Ako je a=b=0 Taylorov red nazivamo takoder i Maclaurinov red. Ovdje su upo-
trijebljene ove oznake:

[(x—a)-f’— +(y—b):a—]f(a, = TN (g fA Dy
ox dy ox . ay .
. . y=b y=a
2
[u @—+u m~]ﬂ m=9%§ﬂ (x—a)* +
x:g
)| m+6ﬂxﬂ by i,
Oxdy . y .
y=h y=5

Razvoj (7) vrijedi kada ostatak reda
a k
R.(x, y) = f(x, y)—{f(a b) + Z [(X—a)—-+(y b)aj f(a, b)} -0
kada n—oo. Ostatak moZemo predotiti u obliku

1 0 ot
—a) -+ (y=b)— , ,
(Hm[a D40 )aj f(x, ) e

gdje je 0< <. y=b+8(y—b)

R.(x, y)=

Razvijte po cijelim pozitivnim potencijama od x navedene funkcije, nadite inter-
vale konvergencije dobivenih redova i ispitajte pona$anje njihovih ostaraka:

2587. a*(a>0). 2588. sin <x + -Z ) . 2589. cos(x+a).

2590. sin” x. 2591*. In(2+x).

Koristeéi se osnovnim razvojima I do V i geometrijskim redom, napisite razvoj
po potencijama od x ovih funkcija 1 odredite intervale konvergencije redova:

2x=3 2503, 2>
(x—1)? x*—4x+3

2592,

2594, xe *%. 2595. ¢
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2596. sh x. 2597. cos2x.
2598. cos? x. 2599. sin 3x + x cos 3x.
x 1
2600. — . 2601.
94-x? Ja_x2
2602, In 1T 2603. In (1+x—2x?),

1—x

Primjenom deriviranja razvijte po potencijama od x ove funkcije i odredite inter-
vale u kojima ti razvoji vrijede:

2604. (1+x)In(1+x). 2605. arctgx.
2606. arcsin x. 2607. In(x++/1 +x7).

Na razne nacine razvijte po potencijama od x zadane funkcije i odredite inter-
vale u kojima ti razvoji vrijede:

2608. sin® x cos? x. 2609. (1+x)e™™
2610. (1+¢%)°. 2611, 38+ x.
2
2612, X 73 F T 2613. ch® x.
x"—5x+6
2614. L 2615. In(x>+3x+2).
—X
2616. js—'ﬂ dx. 2617. [e ™% dx.
X 0
4]
x x d
2618. F“(”—x)'d" . 2619, j x
A X N o \/I —,\‘4

Napisite tri prva ¢lana, razlitita od nule, razvoja u red po potencijama od x

funkcija:
2620. tgx. . 2621. thx.
2622, £ ‘ 2623. secx.
2624. Incosx. 2625. e*sin x.

2626*. Pokazite da se za raCunanje duljine elipse moZete posluziti pribliznom

formulom
g2
s ~2na (1 - —) s
4

gdje je ¢ ekscentricitet a 2a velika os elipse.
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2627, Teska nit se pod djelovanjem vlastite tezine provjesi po lancanici y =a ch —
a

pri ¢emu je a= — , gdje je H horizontalna napetost niti a ¢ tezina po jedi-
g .
nici duljine. Pokazite da za mali x, s taénos¢u do veli¢ine reda x!, mozete
s .

uzeti da se nit provjesi po paraboli y=a+ ;—
Q

2628. Razvijte funkciju x*—2x*—5x—2 u red po potencijama od x +4.
2629. f(x) = 5x>—4x>—3x+2. Razvijte f(x+h) u red po potencijama od h.

2630. Razvijte Inx u red po potencijama od x—1.

. 1 .
2631. Razvijte — u red po potencijama od x—1.
X

2632. Razvijte 1—2 u red po potencijama od x+1.
X

2633. Razvijte 21— u red po potencijama od x+4.
x“+3x+2
1 .
2634. Razvijte ———— u red po potencijama od x+2.
x“+4x+7

2635. Razvijte e~ u red po potencijama od x+2.
2636. Razvijte Jx u red po potencijama od x—4.

2637. Razvijte cosx u red po potencijamaodx — 7—;—
2638. Razvijte cos’x u red po potencijama od x — 41

2639*. Razvijte Inx u red po potencijama od i;x
+x

x . X
u red po potencijama od ——.
V1+x 1+x

2641. Kakva je vrijednost dopustene pogre$ke ako stavimo da je priblizno
ex2+ l + i + l ?
21 3t 41

2640. Razvijte

~ 7 - e . . o v
2642. Kako tatno Cete izracunati broj 7’ ako se posluZite redom

3 5
X

arctgx =x ——+ — — ...,
3 5
uzevi sumu njegovih prvih pet &lanova za x='17
2643*. IzraCunajte broj % s tatno§¢u do 0,001 pomocu razvoja u red po poten-

cijama od x funkcije arcsin x (vidite primjer 2606).

20 Demidovi&: Zadaci
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2644,

2645.

2646.

2647.

2648.

2649.

2650.
2651.

2652.

2653.

2654.

REDOVI VI

Koliko morate uzeti ¢lanova reda
2
cosx=1——+ ...,
21

da izracunate cos 18° s ranoséu do 0,001>

Koliko morate uzeti ¢lanova reda
3

. X
SMxX=x——+ ...,
3!

da izracunate sin 15° s ta¢no$éu do 0,0001°?

Koliko morate uzeti &lanova reda

x x?

ef=1+=—+=4 .. .,
1 2!
da nadete broj e s ta¢no3éu do 0,000]?
Koliko morate uzeti ¢lanova reda
2
X
In(1+x)=x—;‘—+ PN

da izraunate In 2 s tatnodéu do 0,01 ? do 0,0001?

IzraCunajte Y7 s taénoscu do 0,01 pomoéu razvoja funkcije Y8+x u red
po potencijama od x. .

Objasnite postanak priblizne formule ‘/a2+4x~a-+ by (a>0) i pomocu
. a

nje izraCunajte +/ 23 uvrstivdi da je a=5, te ocijenite pri tome moguéu pog-

resku. -

Izratunajte /19 s tagnoséu do 0,001.

Za koje vrijednosti x priblizna formula

X2

cosxx1——
2
daje pogresku koja nije veéa od 0,012 0,001? 0,0001>
Za koje vrijednosti x priblizna formula
sinx &~ x '
daje pogresku koja nije veéa od 0,01? 0,001?
1/2

Izraéunajte Jﬁﬂdx s ta¢nodéu do 0,0001.
: x
o

1 .
Izratunajte [e™* dx s tagnodéu do 0,0001.
0
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1

2655. Izracunajte [3/xcosxdx s tagnodéu do 0,001.
0
I

2656. Izracunajte i}_L_x dx s taéno¥cu do 0,001.
X
(o]

1/4

2657. IzraCunajte [ +/14x’dx s tadnoséu do 0,0001.
0

1/9
2658. Izracunajte [ \/;e"dx s taénoséu do 0,001.
0

2659. Razvijte u red po potencijama od x i y funkciju cos (x—y), nadite podrugje
konvergencije dobivenog reda i ispitajte ostatak.

Napidite razvoje po potencijama od x i y ovih funkcija i odredite podru¢ja kon-
vergencija redova:

2660. sinx - sin y. 2661. sin(x?+y?).
1-x+y

2662*, — * e
(+x—y 2663*. In(1—x—y+xy).

2664*. arctg >4
1—-xy
2665. f(x,y) = ax®+2bxy+cy> Razvijte f(x+h, y+k) po potencijama od 4 i k.

2666. f(x, y) =x*—23*43xy. Nadite prirast te funkcije pri prijelazu od vrijed-
nosti x=1, y=2 na vrijednosti x=1+4+h, y =24k

2667. Razvijte funkciju ¢*+¥ po potencijama od x—2 i y+2.

2668. Razvijte funkciju sin(x+y) po potencijama od x i y —%.

Napisite tri, etiri prva ¢lana razvoja u red po potencijama od x i v funkcija:

2669. ¢*cos y. 2670. (1+x)'*7.

. 4. Fourierovi redovi
1°. Dirichletov teorem. Kazemo da funkcija f (xj zadovoljava Dirichletove uvjete u inter-
valu (g, b) ako je u tom intervalu funkcija
1) jednoliko ogradena, tj. | f (x)| <M za a<x<b, gdje je M Kkonstanta;

2) nema vise od kona¢nog broja tataka prekinutosti, a one su sve prve vrsti (tj. u svakoj tacki pre-
kinutosti ¢ funkeija f (x) ima kona&an lijevi limes f(¢ —0) = Lim f(é—e) i konalan desni
limes f(§+0)=lim f(§+¢) (e>0); e=>0

e—>0

3) ima najvie konaCan broj talaka strogog ekstrema.

Dirichletov teorem utvrduje da funkcija f (x) koja u intervalu (—=, ») zadovoljava Diri-
chletove uvjete, u svakoj tadki x tog intervala u kojoj je f (x) neprekinuta mo%emo razviti u trigo-
nometrijski Fourierov red:

f(x)= @+a, cosx+bysinx+a,cos2x+b,sin2x +. ..
2 1
-..Fagcosnx + bysinax+..., (D)

20~
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gdje se Fourierout koeficijenti a, i b, radunaju po formulama

a,,=L'|Af(x)cosnxdx(n =0,1, 2,...); b"=ijf(x)sinnxdx(n= 1, 2,..0).
n n

Ako je x 1z intervala ( —=, =) tatka prekinutosti funkcije f (x), ondaje suma Fourierova reda
S (x) jednaka aritmetic¢koj sredint lijevih i desnih Jimesa funkcyje:

S(x) =§ [f(x—0) + f(x+0)].

Na krajevima intervala x= —n i x==
1
S(—ﬂ)=5(ﬂ)=?[f(—ﬂ+0)+f(7t—0)]~

2°, Nepotpuni Fourierovi redovi: Ako je funkcija f(x) parna (1j. f(—x)=/(x)) onda
je u formuli (1)

b,=0 (n=1, 2, ..).

a,= zJf(x)cosnxdx n=0,1, 2, ..).
ks

0
Ako je funkdja f(x) neparna (tj. f(—x)= —f(x)), onda je 2,=0 (n=0, 1, 2,...)}

b, = iff(x)sinnxdx (n=1, 2, ..).
n
0

Funkcija zadana u intervalu (0, 7) moZe po naSoj volji biti produZena u interval (—m, 0)
bilo kao parna, bilo kao neparna, prema tome mo¥emo je po Zelji razviti u intervalu (0, 7) u ne-
potpuni Fourjerov red po sinusima ili po kosinusima visestrukih Jukova.

3°. Fourierov red perioda 2 /. Ako funkcija f (x) zadovoljava Dirichletove uvjete u nekom
intervalu (=1, /) duljine 2/, onda u taékama neprekinutosti funkeije koje pripadaju tom intervalu
vrijedi razvoj
a X . WX 2nx . 2nx
fx)= ?°+ alcos—[— + b, sm—] + a,cos 1— + b, sin —l +...

nmx . AmX
...+a,cos— + b,,sml—+... .
gdje je

!
aﬂ:E—Jf(x)cosQT—xdx (n=0, 1.2, ..),

!
b, =L1J‘f('x)sin£”;—xdx (n=1,2,..)
-1

U tatkama prekinutosti funkcije f(x) i na rubovima x = 4/ intervala suma Fourierova
reda odreduje se analogno kao pri razvoju u integvalu (—m, ).

Kada se funkcija f (x) razvija u Fourierov red u po volji odabranom intervalu (a, a+2I)
duljine 2/, granice integriranja u formulama (2) treba zamijeniti sa a i a+21..
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Dalje navedene funkcije razvijte u Fourierov red u intervalu (—w=, =), odredite
sumu reda u tatkama prekinutosti i na krajevima intervala (x= —m,
x =), Konstruirajte graf te funkcije i sume odgovarajuceg reda (takoder
i izvan intervala (—m, m)):
2671. f(x):J"i za —m<x<0,
lcz za O<x<m.

Razmotrite specijalni sludaj kada je ¢y=—1, ¢,=1.
ax za —nw<x<0,

2672. f(x) = {

‘bx za O0<x<m.

Razmortrite specijalne sludajeve: a) a=b=1; b)ya=—1, b=1; c)a=0, b=1,
d) a=1, b=0.

2673. f(x) = x°. 2674. f(x) = ™.

2675. f(x) =sinax. 2676. f(x) =cosax.

2677. f(x) =shax. 2678. f(x) = chax.

T—X

2679. Funkciju f(x) =

razvijte u Fourierov red u intervalu (0, 27).

2680. Razvijte u intervalu (0, ) po sinusima viSestrukih lukova funkciju f(x)=

= — . Dobiveni razvoj vpotrijebite za sumiranje redova brojeva:
4

1 ] i 1 { | 1 1
a) | ——4+———+._; b) 1+ ——— = —4+ —+——..;
305 7 57 1113 17

1 | | 1
Q) l——4+ ———+——...
5 7 11 13
Dalje navedene funkcije razvijte u intervalu (0, 7) u nepotpune Fourierove redove:

a) po sinusima vi§estrukih lukova; b) po kosinusima viSestrukih lukova.
Nacrrajte grafove funkcija i grafove suma pripadnih redova u podrudju
njihove egzistencije.
2681. f(x)=x. Nadite pomoéu dobivenog razvoja sumu reda
| | 1
+ '3—2 + ? +...
2682. [ (x)=x* Nadite pomocu dobivenog razvoja sumu redova brojeva
| 1 -] 1 1
1)I+—_,+—,+..., 2)1——74'—2——’
2= 37 2% 3 47
2683, f(x) = ™.

n
| za 0<x<—;, X za O0<x<
2684. f(x) = - 2685. f(x) =
n n
0 za 3 <x<nm. TN 7 - <x<Tm.

19| &
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Razvijte u intervalu (0, ) po sinusima visestrukih lukova funkcije:

X za 0<x<£. 2687. f(x) = x(m—x).
2686. f(x) = 2
0 za g <x<nm. 2688. f(x)= sin%.

Razvijte u intervalu (0, 7) po kosinusima videstrukih lukova funkcije:

X
< -z - <2h.
2689. f(X)={l - 2<X\h’ 2690. f(x) = I n 0<x<2h

07 hex<r 0 za2h<x<nm.

cosx za 0<.\‘$1.
2691. f(x) = xsin x. 2692. f(x) = 2
' —cosx za % <x<r.
2693. Primjenom razvoja funkeija x i x? u intervalu (0, 7) po kosinusima vi§estru-
kih lukova (vidi zadatke br. 2681, 2682), dokazite jednadZbu

> X 3x2—6nx+ 21
Z cosznr: X 7r\*+‘£ (OSXSN).
n=l R 12

2694*%, Dokazite da kada je funkcija f(x) parna, a pri tom je f [ T;'—{—x] =

= —f[z—x], tada njen Fourierov red u intervalu (—m, ) predocuje
razvo) po2 kosinusima neparnih visestrukih lukova, a kada je funkcija f(x)
neparna i f[% -l-x] =/[ ;i—x] tada se ona razvija u intervalu (—=, =)
po sinusima neparnih visestrukih lukova.

U navedenim intervalima razvijte u Fourierov red funkcije:

2695. f(x)=|x] (=-l<x<]l). 2696. f(x)=2x (0O<x<|I).

2697. f(x)=¢" (—l<x<l). 2698. f(x)=10—x (S5<x<l13).

Razvijte u navedenim intervalima u nepotpune Fourierove redove:
a) po sinusima viestrukih lukova i b) po kosinusima viSestrukih lukova -
ove funkcije:

2699. f(x)=1 (0<x<1). 2700. /(x) =x (0<x<I).
<1,

2701. [(x) = x> (0<x<2m). 2702.f(x)={ e
2—x za l<x<2.

2703. Razvijte po kosinusima visestrukih lukova u intervalu [%, 3] funkctju

J(x) =

3
I za —<x<2,
2

3—x za 2<x<3.



GLAVA IX

DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

1. Provjera rjeSenja. Sastavljanje diferencijalnih jednadZbi
porodica krivulja. Pocetni uvjeti

1°. Osnovni pojmovi. Jednadzibu oblika

F(x) > y’?"')_}}"))=0a (1)

gdje je y=y (x) traZena funkcija, nazivamo diferencijalnom jednadzbom n-tog reda. Svaku funkciju
v = ¢ (x) koja jednadzbu (1) prevodi u identiter, nazivamo rjesenjem te jednadzbe, a graf te funkcije
integralnom krivuljom. Ako je rjelenje zadano implicitno @(x, v) =0 tada ga obiéno nazivamo
tntegralom.

Primger 1. Provjerimo da li je funkcija y =sin x rjeSenje jednadibe

yu +y — 0‘
Rjesenje. Imamo

y =cosx, y'= —sinx
i prema tome

17

y'+y=—sinx+sinx =0.
Integral

®(x, y, Cyy ..., C,)=0 (2)

diferencijalne jednadzbe (1) koji ima 7 nezavisnih po volji odaberivih konstanti C,,. . . ,C,
i ekvivalentan je (uzadanom podrudju) jednadzbi (1), nazivamo opé&m integralom te jednadzbe
(u pripadnom podru&u). Dajuéi u relaciji (2) konstantama C,, . . ., C, odredene vrijednosti,
dobivamo paritkularni integral jednadzbe (1).

Obrnuto, kada imamo porodicu krivulja (2) i eliminiramo parametre C,....,C,
iz sistema jednadzbi

D =0, @=O, ey d¢’=0
dx dx"

3

dobivamo opcenito diferencijalnu jednadZbu oblika (1) kojoj je opéi integral u pripadnom
podrudju relacija (2).

Prismjer 2. Nadimo diferencijalnu jednadZbu porodice parabola
2
y=Ci(x-Cy)~ 3
Rjesenje. Derivirajmo dva puta jednadZbu (3) pa ¢emo imati

yl =2Cl (X_Cz) i y”=2C[. (4)
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Iz jednadzbi (3) i (4) eliminiramo parametre C, i C, pa dobijemo traZenu diferencijalnu
jednadzbu

1 12
2yy" =y
Lako moZemo provjeriti da funkcija (3) prevodi tu jednadZbu u identitet.

2° Pofetni uvjeti. Ako su za traZeno partikularno rjefenje y = y (x) diferencijalne jed-
nadzbe

YO =fx y, ¥, ) (5)

zadani pocetni uvjeri (Cauchyjev problem)
’ ’ -1 -1
y(x) =yo, ¥ (%) =yo -os PT(xe) = 7Y
1 poznato je opde rjefense jednadzbe (5)

y=o(x C, ..., C),

onda se po volji odaberive konstante C,, ..., C, odreduju, ako je to mogucde, iz sistema jed-
nadzbi

y0=?)(x0’ Cl’ o Cn))
}’6=‘P/(Xo; Cl> s G,

ve VU =¢""(xo, Cypy L, G
Primjer 3. Nadimo krivulju porodice
y=Ce"+Cye™ >, (6)
zakojuje y(0)=1, 3" (0)= —2.

RjeSenje. Imamo:
Y =Ce"—2C,e” % %)
Stavimo li u formulama (6) i (7) x =0, dobit éemo
1=C1+C2, —2=Cl—2C2,
odakle je

i, prema tome,

Istrazite, da li su navedene funkcije rjeSenja zadanih diferencijalnih jednadzbi:

2704, xy' =2y, y=5x%

1
2705. y" = x2+_\;2, p=—.
X

C2—x?

2706. (x+y)dx+xdy =0, y= 5
x
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2707. y'+y =0, y=3sinx—4cosx.
d?®x N .
2708. F+w x=0, x=C,coswt+C,sinwt.
I
2709. y' —2y'+y=0; a) y=xe, b) y=x’e"

2710. y'— (A1 + Ay +A Ay =0, y= C e*+C, et

Pokazite da su za zadane diferencijalne jednadzbe naznacene relacije integrali:
2711, (x—2y)y =2x—y, x?—xy+y*=C%

2712, (x—v+1)y' =1, y=x+Ce"

2713. (xy—x)y" +xy +yy' =2y =0, y=in(xy).

Odredite diferencijalne jednadzbe zadanih porodica krivulja (C, C,;, Gy C; su
po volji odaberive konstante):

2714. v = Cx. 2715, y = Cx™.
2716. y*> = 2Cx. 2717. x*+y* = C%.
2718. y = Ce™. 2719. x* = C(x*—y?).
Zz
2720. y® + L =2+4Ce 2. 2721, In > = 1+ay (a je parametar).
x y
2722. (y—yo)* = 2px 2723, y = C,e**+Cre ™.

(yo, p Su parametri).
2724. y = C, cos2x+ C, sin 2x. 2725. y = (C, +C,x)e* +C;.
2726. Odredite diferencijalnu jednadzbu svih pravaca u ravnini XOY.

2727. Odredite diferencijalnu jednad?bu svih parabola s vertikalnom osi u rav-
nini XOY.

2728. Odredite _diferenciialnu jednadzbu svih kruznica u ravnini XOY.

Za dane porodice krivulja nadite linije koje zadovoljavaju zadane pocetne uvjete:
2729. x*—y* =C, y(©0)=S5.

2730. y = (C,+Cyx)e**, y(0)=0, y'(0)=1.

2731, y =C,sin(x—C,), y(m=1, y(n)=0.

2732, y = Cie "+ C,e"+C3e™; y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)= -2
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! 2. Diferencijalne jednadZbe prvog reda
1°. Oblici diferencijalnih jednad¥bi prvog reda. Diferencijalna jgd'hadiba prvog
reda s nepoznatom funkcijom y, rjeSena po derivaciji y’, ima oblik /
Yy =f(x, y), ()

gdje je f(x, v) zadana funkcija. U nekim sluajevima povoljno je traZenom funkcijom smatrati
varijablu x i jednadZbu (1) napisati u obliku /

x'=g(x, y), ‘ ()
gdje je g(x, y)=——. .
S ) {
. . . dy . dx . - .
Uzevdi u obzir da je y" = & 1 x'= I diferencijalne jednadzbe (1) i (1’) moZemo
y )
napisati u simetri¢nom obliku
P(x, y)dx+Q(x,y)dy =0, ©))

gdje su P (x, y) i Q (x, ¥) poznate funkcije.

Pod rjefenjima jednadzbe (2) razumijevamo funkcije oblika y=g¢(x) ii x=4¢(y) koje
zadovoljavaju tu jednadZbu.

Opéi integral jednadzbi (1) i (1’) ili jednadibe (2) tima oblik
D(x, y, O)=0,

gdje je C po volji odaberiva konstanta.

2°. Polje smjerova. Skup smjerova

tga = f(x, y)
nazivamo poljem smjerova diferencijalne jednadzbe (1) i obitno ga prikazujemo sistemom crtica -
ili strijelica s priklonim kutom a. :

Krivulje f (x, y) =k, duz kojih je prikloni kut polja konstantan i iznosi k, nazivamo izo-
klinama. Nacrtavii izokline i polje smjerova mozemo u jednostavnijim sluajevima pribliZzno
nacrtati polje integralnih krivulja shvativii ih kao krivulje koje u svakoj svojoj tacki imaju zadani
smjer polja. :

Pringer 1. Metodom izoklina konstruirajmo polje integ-

Metodom izoklina nacrtajte priblizno polje
integralnih krivulja za dalje navedene
diferencijalne jednadzbe:

ralnih krivulja jednad?be \l\ Y T ¥ /
; N A
¥y =x. \1\ 1 ¥ /
RjeSenje. Nacrtavsi izokline x =k (pravce) i polje smje- o s
rova, priblizno dobijemo polje integrainih kri- ‘1\ 1 g /
vulja (sl. 105). Opce rjeSenje je porodica pa- A X
rabola ) \\ A X /
' x2 AN X
y=3 +C. : A X
A Ve
3 X

y
A
/
4
ff
ff
ff
f
b4

A Y A T i i

x -3 | X
2733. ' = —x. 2734, y' = — —. \ N £y /
7 2 y \1\ \L T * /l/ /
2735. y' =1+~ Y T K
L _x+y \ s
, > 2 2736, v =——=.
2737. v = x4+ " xX—y Slika 105.
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3°. Cauchyjev teorem. Ako je funkcija f(x, y) neprekinuta u nekom podrucju
U{a<x<A, b<y<B}iima u tom podruju ogradenu derivaciju f)’ (x, ¥), onda svakom ta¢kom
(x4¥e) podrudja U prolazi jedna i samo jedna integralna krivulja y = ¢ (x) jednadZbe ) (p(xo)=
= Yo)-

4°. Metoda Eulerove lomljene crte. Za pribliznu konstrukciju integralne krivulje
jednadzbe (1), koja prolazi zadanom tackom M, (xo, ¥o), tu krivulju zamjenjujemo lomljenom cr-
tom s vrhovima M; (x;, vy;) gdje je

Xipy =X+ AX, Yo =yt Ay,
Ax;=h (korak procesa),

Ayi=hf(x, y) (i=0,1,2, ...

Primjer 2. Eulerovom metodom za jednadzbu

nadimo y (1), ako je y(0)=1 (=0, I).

Nalinimo tablicu:

x:
t X, ¥i Ay; =;—§'
0 o, 1 0
1 0,1 1 0,005
2 0,2 1,005 0,010
3 0,3 1,015 0,015
4 0,4 1,030 0,021
5 0,5 1,051 0,026
6 0,6 1,077 0,032
7 0,7 1,109 0,039
8 0,8 1,148 0,046
9 0,9 1,194 0,054

10 1,0 1,248

Prema tome je y (1) = 1,248. Za usporedbu navodimo taénu vrijednost y (1) = ot = i,284.

Eulerovom metodom nadite partikularna rjeSenja zadanih diferencijalnih jednadzbi
za navedene vrijednosti x:

2738. y' =y, v(0)=1; nadite y(1) (h =0.0).

2739. y' = x+y, y()=1: nadite y(2) (h=0,1).

2740. y' = — 1—‘— +(0) = 2: nadite y(1) (h=0,1).
+x

2241. y' y—zf’ y(0) = 1: nadite y(1) (h =0.2).
y

~
Il
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3. Diferencijalne jednadibe prvog reda sa separiranim
varijablama. Ortogonalne trajektorije.

1°. JednadZba prvog reda sa separiranim varijablama. Jednadibom sa separiranim
varjjablama nazivamo jednadibu prvog reda oblika

Y =f(x)g(y) ()
X(x)Y(y)dx+X,(x)Y,(y)dy =0. ()

Podijelimo 1i obje strane jednadZbe (1) sa g () i pomnozimo sa dx, dobit ¢emo —(}L) = f(x)dx.
gy

i

Odatle integriranjem dobivamo opéi integral jednadbze (1) u obliku
dy
A Jf(x)dx +C. )
9(y)

Analogno, ako obje strane jednadibe (1’) podijelimo sa X, (%) Y (») 1 integriramo, dobit éemo opéi
integral jednadZbe (") u obliku

X(X) J\Yl(y) 7
— dx + dy =C. 2
fx,()o v @ @

Ako za neku vrijednost y =y, imamo g (y,) =0 onda je funkcija y =y, takoder rjedenje
jednadZbe (1) u §to se neposredno lako mozemo uvjeriti. Analogno ce praval x=a i y =5 biti
integralne krivulje jednadibe (1”) ako su a i & korijeni jednadzbi X;{x)=0, odnosno Y (y)=0
¢ijim lijevim stranama smo dijelili pofetnu jednadzbu.

Primger 1. Rije§imo jednadzbu
, Y
y=-2 ®
x
Napose nadimo rjeSenje koje zadovoljava pocetni uvjet: y(h)y=2.

Rjesenje. Jednadzbu (3) mozemo napisati u obliku

" Qdatle ¢emo separacijom varijabli imati

dy dx |
— = — — ] prema tome In|p| = —In|x{ +1nC,,
y x

gdje je po volji odaberiva konstanta In C, uzeta u logaritamskom obliku. Nakon potenci-
ranja dobijemo opée rjesenje
C
y=— (4)
X

gdje je C= + C,.

Prilikom dijeljenja sa y mogli smo izgubiti rjesenje y =0, ali se ono nalazi u formuli (4)
za C-=0.

Pomoéu zadanog potetnog uvjeta dobivamo C =2, pa je prema tome trazeno parti-
kularno rjeSenje

y=

RN

2°. Neke diferencijalne jednadZbe koje se svode na jednadZbe sa separiranim va-
rijablama. Diferencijalne jednadZbe obljka

y =f(lax+by+c) (b#0)

svode se na jednadzbe oblika (1) zamjenom = ax+by+c, gdje je « nova tra¥ena funkcija.
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3°. Ortogonalne trajektorije su krivulje koje sijeku linije zadane porodice @(x, y, @) =0
(a je parametar) pod pravim kutom. Ako je F (x, y, ') =0 diferencijalna jednadzba porodice,

onda )e
1
CFlx, y, — — =0
y

diferencijalna jednadiba ortogonalnih trajektorija.
Primjer 2. Nadimo ortogonalne trajektorije porodice elipsa

x4 2yt = g% . )
Rjesenje. Deriviranjem obiju strana jednadibe (5) nalazimo diferencijalnu jednadZbu porodice

x+ 2yy =0.

1 o
Odatle, zamijenivii y"sa —— , dobijemo diferencijalnu jednadzbu ortogonalnih trajek-
¥y
torija

2 2
=20 i y=2=2

’

x

Integriranjem éemo dobiti y =Cx?* (porodicu parabola) (sl. 106).

Y

Slika 106.

4°. Postavljanje diferencijalnih jednadZbi. Pri postavljanju diferencijalnib jednadzbi
u geometrijskim zadacima &esto se moZemo koristiti geometrijskim smislom derivacije kao tan-
gensa kuta §to ga &ni tangenta na krivulju s pozitivnim smjerom osi OX; to u mnogo slu¢ajeva
omoguéava da odmah ustanovimo odnose medu ordinatom y traZene krivulje, njenom apscisom
x 14, tj. da dobijemo diferencijalnu jednadZbu. U drugim slu¢ajevima (vidite zadatke 2783, 2890,
2895) koristimo se geometrijskim smislom odredenog integrala kao povriine krivocrtnog trapeza
ili duljine luka. Pri tome se neposredno iz uvjeta 2adatka dobije jednostavna integralna jednadzba
(ukoliko je traena funkcija pod znakom integrala), a deriviranjem obiju njenib strana moZemo
lako prijeéi na diferencijalnu jednadZbu.

Primjer 3. Nadimo krivulju koja prolazi tackom (3; 2), 2 diralidte bilo koje njene rangente raspo-
lavlja odsjetak tangente medu koordinatnim osima.
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Ryefenje. Neka je tacka M (x, y) polovitte tangente AB, a ta talka je po uvjetu zadatka diraliite
(tatke A i B su tacke u kojima tangenta sijece osi OY'i 0X). Na osnovu uvjera je 04 =2y
i OB =2x. Koeficijent smjera tangente na krivulju u talki M (x, y) je

dx OB x’
To je ve¢ diferencijalna jednadiba trazene krivulje. Transformacijom ¢emo dobiti:

dx d
— 4 _J.)zo
x ¥y
1iz toga
Inx+Iy=InC ili xy=C.

Primjenom pocetnih uvjeta dobivamo da je C=3-2 — 6. Tako smo ustanovill da je tra¥ena
krivulja hiperbola xy = 6.

Rijesite diferencijalne jednadzbe:

2742. tgxsin® ydx+cos® xctgydy = 0. 2743. xy' —y = y°.
2744. xyy = 1 — x> ' 2745. y—xy' = a(l+x%y').
2746. 3e*1gydx + (1 —e")sec’ ydy = 0. 2747, y'tgx = y.

Nadite partikularna rjeSenja koja zadovoljavaju navedene pocetne uvjete:
2748, (1+e)-y-y' =¢€*; py=1 za x=0.
2749. (xy’+x)dx + (x’y—y)dy=0; p=1 za x=0.

2750. y'sinx=ylny; y=1 za x=%‘

Rijesite diferencijalne jednadzbe pomocéu zamjene varijabli:
2751, y' = (x+ )2

2752, y' = (8x+2y+1)2

2753. 2x+3y—1)dx + (4x+6y—5)dy = 0.

2754. (2x—y)dx + (4x—2y+3)dy = 0.

U zadacima 2755 i 2756 prijedite na polarne koordinate:
/2, 2
2755, ' =YX ¥V =X
y
2756. (x*+y*)dx—xydy = 0.

2757*. Nadite krivulju za koju je duljina tangenté jednaka udaljenosti diralista
od ishodista koordinatnog sistema.

2758. Nadite krivulju za koju se odsjetak normale izmedu koordinatnih osi u bilo
kojoj tacki krivulje raspolavlja u toj ta&ki.

2759. Nadite krivulju za koju suptangenta ima konstantnu duljinu a.
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2760. Nadite krivulju za koju je suptangenta dvostruko veéa od apscise djralista.

2761*. Nadite krivulju za koju apscisa tezista lika omedenog koordinatnim osima,
tom krivuljom i1 ordinatom bilo koje njene tacke iznosi 3/4 apscise te tacke.

2762. Nadite jednadzbu krivulje koja prolazi tatkom (3; 1), za koju se odsjecak
tangente izmedu dirali§ta i osi OX raspolavlja u sjeci§tu s osi OY.

2763. Nadite jednadzbu krivulje koja prolazi tatkom (2; 0), ako odsjeCak tangente
na krivulju izmedu dirali§ta i osi OY ima konstantnu duljinu 2.

Nadite ortogonalne trajektorije zadanih porodica krivulja (a je parametar), kon-
struirajte porodice i njihove ortogonalne trajektorije.

2764. x*+y’ = a’. 2765. y* = ax.
2766. xy = a. 2767. (x—a)’ + v* = d?

4. Homogene diferencijalne jednadZbe prvog reda
1°. Homogene jednadzbe. Diferencijalnu jednadzbu

P(x, v)dx+Q(x, y)dy =0 (1)

nazivamo homogenom ako su P(x,y) 1 Q(x,y) homogene funkcije istoga stupnja. Jednadzbu

<|>' nozemo svesti na oblik
- , f( ; )
X

.1 pomocu supstitucije y =xu, gdje je u nova nepoznala funkcija, transformiramo u jednadibu sa
separiranim varijablama. MoZemo takoder primijeniti 1 supstituciju x = y.

Primger /. Nadite opée rjeSenje jednadzbe

):':g-" + 'Y_
X

Rjefenje. Stavimo y = ux, pa ¢emo dobiti w+ xu' =¢“+u ili

x
e~"du= —.
x

C
Integriranjem dobivamo u= —InlIn — , odakle je
X
.. C
y=—xInln —.
X

2°. Jednadzbe koje se svode na homogene. Ako je

, ax+b,y+c
)" =f( 1 1y l) (2)
a,x+b,y+ec,

a, b,

6=‘72 b,

7501

onda, stavivsi u jednadibi (2) x=u-+2%, y =v+ B gdje se konstante « i # odreduju jz sistema jed-
‘nadzbi

a+b ey =0, ayu+bf+e, =0,
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dobivamo homogenu diferencijalnu jednadZbu s obzirom na varijable z i z. Ako je 8 =0, onda
uvritenjem a,x +b,y = u u jednadzbu (2) dobivamo jednadZbu sa separiranim varijablama.

Integrirajte diferencijaine jednadzbe:

2768. y' =2 _ 1. 2769. ) = —
x x

2770. (x—y)ydx—x*dy = 0.

2771. Za jednadzbu (x®+y*)dx—2xydv =0 nadite porodicu integralnih krivulja.
a takoder izdvojite krivulje koje prolaze kroz tacke (4: 0), odnosno (1; ).

2772, ydx + 2V xy—x)dy = 0. 2773. xdy —ypdx =Jx 4y Adx.

2774. (4x* +3xy+yH)dx + (4y* +3xy+x2)dy = 0.

2775. Nadite partikularno rjeSenje jednadzbe (x*—3y?)dx+2xydy=0 iz uvjera
da je v=1 za x=2.

Rijesite jednadzbe:

2776. (2x —y+4)dy + (x—2y+5)dx = 0.

1—3x—3y- 2778, )/ — x+2y+l_.
I+x+y 2x+4y+3

2779, Nadite jednadzbu krivulje koja prolazi tatkom (l; 0) i ima svojstvo da je
odsjecak koji odsijeca tangenta na osi OY jednak polarnom radijusu dira-
lista.

2777, y' =

2780**, Kakav oblik treba dati zrcalu projektora da se zrake iz rackastog izvora
svjetla reflektiraju u paralelnom pramenu?

. 2781. Nadite jednadzbu krivulje u kojoj je suptangenta jednaka aritmetickoj
sredini koordinata diralista.

2782. Nadite jednadzbu krivulie za koju je odsjecak, koji na osi ordinata odsijeca
normala u bilo kojoj tacki krivulje, jednak udaljenosti te tacke od ishodi$ta
koordinatnog sistema.

2783*. Nadite jednadzbu krivulje za koju je povr§ina, omedena s osi apscisa, kri-
vuljom i sa dvije ordinate od kojih je jedna konstantna a druga promjenljiva,
jednak omjeru kuba promjenljive ordinate i pripadne apscise.

2784. Nadite krivulju za koju je odsjedak na osi ordinata, koji odsijeca bilo koja
tangenta, jednak apscisi diralista.

5. Linearne diferencijalne jednadZbe prvog reda.
Bernoullijeva jednadzba

1°. Linearne jednadZbe. Diferencijalnu jednadZbu oblika

VH+PX)y=0(x) W)
prvog stupnja § cbzirom na y 1y’ nazivamo /linaernom.
Ako je funkcija Q (x) =0, onda jednad¥ba (1) dobiva oblik

V+P(x)y=0 : (2)



5 LINEARNE JEDNADZBE PRVOG REDA 321

i nazivamo je homogenom linearnom diferencijalnom jednadZbom. U tome sluaju se varijable se-
pariraju i opée rjefenje jednadzbe (2) je

yzce—fp(x)dx_ (3)

Za rje$avanjc nehomogene linearne jednadzbe (() primjenjujemo tako zvanu metodu vari-
Jjacije po volii odaberive konstante; ra metoda se sasto)i u tome da najprije nademo opée rjesenje
pripadne homogene linearne jednadZbe, tj. relaciju (3). Zatim, smatrajuéi u toj relaciji da je C
funkcija od x, trazimo rjeSenje nehomogene jednadzbe (1) u obliku (3). U tu svrhu uvrsiimo u jed-
nadzbu (1) y i y’ koje smo odredili iz (3), i iz dobivene diferencijalne jednadZbe odredujemo funk-
ciju C (x). Na ta) nadin opce rjesenje nehomogene jedpadzbe (1) dobivamo u obliku

y=Cx)e JPxydx
Primjer /. RijeSimo jednadZbu
Vs Igx-y = COS X 4)
Rjesenje. Pripadna homogena jednadzba je
y —tgx-y=0.

Rjesavanjem te jednadZbe dobivamo:

i
y:‘C.—..
cos x

Smatrajuéi C funkcijom od x, deriviranjem nalazimo da je
[ dC sin x

cosx dx cos? x

-C.

Uvritenjem v iy’ u jednadzbu (4) dobivamo:

1 dC sin x C . dC .
-C=tgx- ocosx, il — = costu,
cosx dx cos? x cos x dx

odakle je

1 ]
C(x)= jCOSZxdx = —x-+ —sin2x - C,.
2 T g ,

17 toga slijedi da opée rjeSenje jednadzbe (4) glasi

1 I 1
y o= —x-l—;stx Gy

2 cos x

Za rjeavanje linearne jednad?be (1) mozemo takoder primijeniti supstituciju

V =uv, (>)
gdje su u 1 ¢ funkcije od x. Tada jednadzba (1) dobiva oblik
(W +Px)u]o+v'u=0(x). (6)
Ako trazimo da bude
u' +P(x)u =0, (7)

onda iz (7) dobivamo 1, zatim iz (6) nalazimo v, a prema (3) imamo y.

21 Demidovic¢: Zadaci
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2°. Bernoullijeva jednadzba. Jednadibu prvog reda oblika

Y+Px)y=0(x))

gdje je @70 i a7=1 nazivamo Bernoullyjevom jednadsbom. Nju svodimo na linearnu pomocu supsti-
tucije z =y' -, MozZemo takoder neposredno primijeniti supstituciju y = uw 1li metodu varijacije

konstante.

Primjer 2. RijeSimo jednadZbu

4
¥ = ;y+xl@,

1
Rjesenje. To je Bernoullijeva jednadzba (7. = 3) Stavimo da je

Yy = uv,

pa dobivamo:

’ ’ __4 oy L ili 1_4 ey an ;
wv+vu=-  uv+xfuv 1 v|iu - u| +2'u=xluv.
x x

Da bi odredili funkciju # treba da ispunimo relaciju

w——u=290,
X

odakle je
u=x'
Uvrstenjem tog izraza u jednadZbu (8) dobijemo:
v'xt = x [fvxt,

a odatle nalazimo v:
] 2
v = (—ln x| i C) 5
2
i prema tome dobivamo opce rjeSenje u obliku
1 2
y =x‘(»— In |x] i C) .
2
Nadite opce integrale jednadzbi:

o785, LV _

dx x
2786, 3 2 _ x3.
dx x

2787*. (14 v%)dx = (14 ysin y— xv)dy.

2788. vidx — (2xy+3)dy =0.

®
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Nadite partikularna rieSenja koja zadovoljavaju navedene uvjete:
2789. xy'+y—e*=0; y=b za x=a.

2790. ¥ - Yo 1-x=0; y=0z x=0
—X

' !
2791, ' —ytgx = ; y=07za x=0.
COs X

Nadite opca rjesenja jednadzbi:
2792, WY 2
dx x

2793. 28 _ 2 ix =0,

dx

2794. vdx + <x - %x{v)d y=0.

2795. 3xdy = y(1+xsinx—3)sinx)dx.

323

2796. Zadana su tri. partikularna rjesenja y, v,, v, linearne jednadZbe. Dokazite

. n—y
da izraz22—-
N e
rijski smisao tog rezultata?

zadrzava konstantnu vrijednost za svaki x. Kakav je geomet-

2797. Nadite krivulje za koje je konstantna povrdina trokuta, koji tvore os OX,

tangenta 1 radijvektor diralista.

2798. Nadite jednadzbu krivulje za koju je odsjecak koji odsijeca rtangenta na

osi apscisa jednak kvadratu ordinate diralidta.

2799. Nadite jednadzbu krivulje za koju je odsje¢ak koji odsijeca tangenta na osi

ordinata jednak subnormali.

2800. Nadite jednadZbu krivulje za koju je odsjecak koji odsijeca tangenta na osi

ordinata proporcionalan kvadratu ordinate diraliSta.

2801. Nadite jednadzbu krivulje za koju je duljina tangente jednaka udaljenosti

tacke, u kojoj tangenta sijete os OX, od tatke M (0, a).

6. Egzaktne diferencijalne jednadzbe. Eulerov multiplikator
1°. Egzaktne diferencijalne jednmazdbe. Ako je za diferencijalnu jednadibu

P(x,y)dx+Q(x,))dy =0

~

P d R . . . .
ispunjena jednadzba %— = a—Q , tada jednadzbu (1) moZemo napisati u obliku dU (x, y, =0 i
2

X

(D

nazivamo je egzaktnom diferencijalnom jednadibom. Opéi integral jednadzbe (1) je U (x, y) :C.

Funkcija U (x, ) odreduje se na nacin koji je naveden u glavi VI, 8. ili po formuli

U = j P(x,y)dx+ j O (xy, ¥)dy

(vidi glavu VI, 9).

PAG
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Primjer 1. Nadimo opéi integral diferencijalne jednadzbe
(3x2 + 6xy®) dx + (6x%y + 4y*dy=0.
Rjesenje. To je egzaktna diferencijalna jednadzba, jer je

D3¢ + 6% | (6xty +4y)

=12
ay ox i
i prema tome jednadZzba ima oblik dU = 0.
QOvdje je
ol 3 2 6> . 6x2 4 3
— 3 6xy? 1 — = 6x2yor 4y
O0x * Y oy Y J
a odatle je

U= r (3x% + 6xy?) dx + @ (¥) = x* + 3%y + 5 (v,
Deriviranjem U po y naéi ¢emo
oU ;
— =6xy @ (3) - 6x%y + 4y°
%y

(prema uvjern); odakle je ¢’ (¥) =4y*1 o (3) =y*+C,. Najzad dobijemo U (x, y; x*+
" 3x%y2-34 4 C,, i prema tome je x4 3x?y?4y* =C trazeni op¢i integral zadane jednadzbe.

2¢, Eulerov multiplikator. Ako lijeva strana jednadzbe (1) nije totalni diferencijal, a
ispunjeni su uvjeti Cauchyjeva teorema, onda egzistira funkcija p = p (x, ¥) (Euderov muliiplikator)
takva da je

u(Pdx+Qdy)=dU. (2)
Odatle dobivamo da funkcija u zadovoljava jednadzbu
8
dy
Eulerov multiplikator n lako je naci u dva slucaja:
1 /0P 0
n—( 0

= — Z|=F(x), adaje i =ux);
o\ 6x> (x), tada je I (

P = 2 0)
0x

. 1/oP 0 .

2) —(T - —Q> = Fy(y), tada je p=p(y).
P\ody 0x

Primjer 2. Rije§imo jednadzbu

3

(ny + x2y 4+ y?jdx () dy = 0.

Rjesenje. Ovdje je

»? oL foP 00 2% + 2% y* — 2x
_ 20y 1 2yt (¥ _ = oo Ty
P=2x+ 2+ O=x*+y* i Q(by ox @ Ly ’
iz Cega slijedi da je p = p(x).
o(uP) 0w .. oP 00 du .
G daje ST Oy T = 401 tada e
Buduéi da je o e ili p % s Q i ada j

———)dxzdx i Inp=x, p=e"
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Kada jednadibu pomnoZimo sa u = e*, dobijemo:

3
e’(( 2xy — 2y 4 y?)dx + e¥(x* - y%)dy = 0,

a 1o je egzakina diferencijalna jedn;\d-zba. Kada je integriramo, imat ¢emo op¢i integral
ye¥ (x2 + }f) = C.
3
Nadite opée integrale jednadzbi:
2802, (x+y)dx+‘('x+2y)dy = 0.
2803, (x*+ y*+2x)dx+2xydy =0.
2804. (x*—3xy*+2)dx— 3x*y—y*)dy = 0.

2805. xdx+ydy=%.
X“+y
. 3_ a2
2806, X9 L Ty, o
y y

2807. Nadite partikularni integral jednadzbe

X X
<x+ey>dx+ey(1 —i>dy =0,
y
koji zadovoljava pocetni uvjet y (0)=2.
Rijesite jednadzbe za koje postoji Eulerov multiplikator p=p (x) ili w=p(y):

2808. (x+y*)dx—2xydy = 0.
2809. y(1+xy)dx— xdy= 0.

2810. 2 dx+ (y*—Inx)dy = 0.
X

2811. (xcosy—ysiny)dy+ (xsiny+ycos y)dx = 0.

7. Diferencijalne jednadZbe prvog reda koje nisu rijeSene
s obzirom na derivaciju

1°. Diferencijalne jednadibe prvog reda viSeg stupnja. Ako je jednadiba

F(x,5,5) =0, (1)

na primjer drugog stupnja s obzirom na y’, onda, rjefavanjem jednadzbe (1) s obzirom na y’, do-
bivamo dvije jednadzbe :

Y =fi), ¥ =fny). 2)

Tako svakom tackom M, (x,, ¥o) nekog podruéja ravnine prolaze opéenito dvije integralne
krivulje. Opéi integral jednadzbe (1) u tome slu¢aju ima oblik

@(x,y,C)E ch(x3y>C) ¢2(x>ysc) =0> (3)
gdje su @, 1 @D, opdi integrali jednadei ).



326 . DIFERENCIJALNE JEDNADZBE iX

Povrh toga za jednadzbu (1) moze postojati singularni integral. Singularni integral geomet-
rijski predstavlja ovojnicu porodice krivulja (3) i moZemo ga dobiti eliminacijom konstante C iz
sistema jednadzbi

D(x,y,C)=0, D (x,y,C)=0, (4)

ili ako eliminiramo p =y’ iz sistema jednadzbi

F(x,y,p)=0, F,(x,y,p)=0. : (5)

Primijetimo da krivulje definirane jednadzbama (4) ili (5) nisu uvijek rjefenja jednadZbe
(1); prema tome 10 u svakom pojedinom slucaju treba provjeriti.

Primjer. 1. Nadimo opéi i singularni integral jednadzbe
xy’? L 2xy’ —y =0.

Rjeienje. Rijesimo s obzirom na y’ pa imamo dvije homogene jednadZbe:

definirane u podrudju .
x(x+3) >0,

a njihovi opdi integrali su
: C Ty : C
( 1-!-1—1)=—, (l/1+3+1j=—
X X X X

Qxtry- O 2@ Ta=0, Q+y—C+2Y+xv=0.

Kada ih pomnozimo, dobijemo opéi integral zadane jednadzbe

ili

2x+y—CPF—4x*Tx)=0
ili
(y ~C2=4Cx
(porodicu parabola).
Derivirajmo op¢i integral po C i eliminirajmo C. Nalazimo singularni integral
y+x=0.

(Pokus pokazuje da je 3-: x = 0 rjeSenje zadane jednadzbe.)

Singularni integral moZemo takoder naéi deriviranjem xp*+2xp—3y =0 po p i eli-
miniranjem p.

2°. RjeSavanje diferencijalne jedoadzbe uvodenjem parametra. Ako diferencijalna
jednadzba prvog reda ima oblik

x =y, )
onda varijable x i y moZemo odrediti iz sistema jednadZzbi
1 _dp 0 dp

- + > x'—“P()"»P),
p 09y Odpdy

gdje je p =3’ parametar.
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Analogno, ako je y = (x, y”) onda se x i y odreduje iz sistema jednadZbi
_oy adp
ox  dxdx’

Primjer 2. Nadimo op¢i i singularni integral jednadibe

y=¥(x,p).

x2
y=y%—xy' 4+ —.
y Yy 2
Rjefenje. Stavivii y’ = p prepisimo jednadzbu ovako
x2
y=p*—xp-+ 2

Deriviravsi po x i smatrajuéi da je p funkcija od x dobivamo

dp dp
=2p -—p—x—+x
? ¢ dx ? dx
.. dp L. dp B . -
ili o 2p—x)=Qp—=x), ili i 1. Integriranjem izlazi p=x+C. UvrStenje u po-
X x

¢etnu jednadZbu daje opée rjeSenje:
' x? x?
y=(x+C)2—x(qc—|—C)+—2— ili y=E+Cx—|-C2.

Deriviranjem opcéeg rjeSenja po C i eliminacijom C dobijemo singularno rjesenje:
x x?
y= ry (Pokus pokazuje da je y = " zaista rjeSenje zadane jednadzbe).

R o .. X .
Ako faktor 2p—x, kojim smo kratili, izjednalimo s nulom, dobijemo p=3 i nakon

. x2 - . - v v
uvritenja p u zadanu jednadzbu izlazi y ST a 10 je isto singularno rjesenje.

Nadite opce i singularne integrale jednadzbi (u zadacima 2812 i 2813 konstru-
irajte polje integralnih krivulja):

2812, y? —Qy’ +1=0.

X

2813. 4y'> —9x = 0.
2814, yy'? — (xy+1)y +x=0.
2815. yy'* — 2xy’'+y = 0.
2816. Nadite integralne krivulje jednadZbe y'®*+4y?=1 koje prolaze talkom

1

M [0; —] .
2

Uvodenjem parametra y' =p rijeSite jednadzbe:

2817. x =siny +Iny’. 2818, y = y'?e”.

2819. y =y ?+2Iny’. 4 2820. 4y = x*+ %
2 12

2821, &= TV

’

2y
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8. Lagrangeova i Clairautova jednadzba

1°. Lagrangeova jednadZba. JednadZbu oblika

y=xe(p)+¥(p), (1)

gdje je p =y’ nazivamo Lagrangeovom jednadZbom. Deriviranjem, znajuéi da je dy =p dx, jedna-
dzbu (1) svodimo na linearnu s obzirom na x:

pdx = p(p)dx + [x¢' (p) + V' (7)]dp. )

Ako je pE ¢ (p), onda iz jednadzbi (1) i (2) dobivamo opée rje§enje u parametarskom obliku:

x=Cf(p)+9(p). y=[Cf(p)+g®]ep) +¥(p),

gdje je p parametar, a f (p), g () su neke poznate funkcije. Povrh toga moze postojati singularno
rjeSenje koje traZimo na obi¢an nadin.

2°, Clairautova jednadZba. Ako je u jednadzbi (1) ¢ (p)=p onda dobivamo Clairaut
tovu jednadzbu

y=xp+y(p).

Njeno opée rje§cnjAe ima oblik y =Cx- ¢ (C) (porodica pravaca). Pored toga egzistira singularno
rjeSenje (ovojnica) koje dobijemo nakon eliminiranja parametra p iz sistema jednadZbi

J, X=_'V(P)x
L oy=px+y(p

I

Primjer. Rijesimo jednadzbu
1

’

y=2yx+
¥

€
Rjesenje. Stavimo y’ = p, pa je-tada y =2px+ —; derivirajmo i zamijenimo dy sa pdx Dobi-
P .
¢éemo:

dp
pdx =2pdx +2xdp — ;2
ili
dx 2 1
—_— = — — X 4 —s.
dp P p
Kada rijedimo tu linearnu jednadZbu, imat ¢emo
1
x = ;2 (Inp + C).
Iz toga je opdi integral
1
x = ;‘;(lnp + C).
1
y=2px+ —.
?

Da nademo singularni integral po opéem pravilu tvorimo sistem

1 1
y=2px+ —, 0=2xf—2.
? »
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Odatle je

i prema tome
y=x2 l/2x.

Uvritenjem y u jednadzbu (3) uvjerit éemo se da dobivena funkcija nije rjeenje, pa
prema tome jednadzba (3) nema singularnog integrala.

RijeSite Lagrangeove jednadzbe:

! LY
2822. = \(1 +—,>- 2823, y =)' +/1-y"

1
2824, v = (1+1)x+1"% 2825%, y = — ?y'(2x+y').
Nadite opce i singularne integrale Clairautove jednadibe i konstrulrajte polje

integralnih krqu]a
2826, y = xy'+y”. ' 2827. y=xy' +y.
’ ’ 1
2828, y = xy' +/1+(p)% 2829. y =xy' + —.
y
2830. Nadite krivulju za koju je konstantna povr§ina trokuta, koji tvore koordi-

natne osi i tangenta u bilo kojoj tacki.

2831. Nadite krivulju, ako je udaljenost zadane tacke do bllO koje tangente te
krivulje konstantna.

2832. Nadite krivulju za koju duljina odsjecka bilo koje njene tangente unutar
koordinatnih osi ima stalnu vrijednost I.
9. Razne diferencijalne jednadZbe prvog reda

2833. Odredite tpove dlferencualmh jednadzbi i ukazite na metodu njithova rje-
Savanja:

h) (y’—2xy)\/;= x*
Doy =0t
J) xcosy' +ysiny =1;

a) (x+y)y = xarctg—'K ;
X

b) (x—y)y =%

c) y = 2xy+x*; N
o 3 k) (< =xy)y' =%
d) y=Zxy ey D+ 297 dx + (437D dy = 0

¢) xy+y=siny; m) (x* —3xy)dx + (x*+3)dy = 0

N2 i3
f)y (y—xy) =y n) (xy*+Inx)dx = y*dy.

g y=xe
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Rijesite jednadzbe:

2834. a) (x—ycosl>dx+xcosi dy =0;
X X

b) xln—i-:fdy—ydx=0.
xZ
2835. xdx=(———y3>dy.
})
2837. xy'+y = xp’lnx.
2839. y=xy ++ —ay’.

2840. x> (y+ 1)dx + (x>~ 1)(y—1)dy =0.

2841, (14 y?)(e**dx—e’dy) — (1+y)dy =0.

2x—1
<2

2842, y' — y 1.

2844. )’ + ycosx = sln X COS X.

2846. xy’ — —x=0.

x+1

2836. (2xy° —y)dx+xdy = 0.

2838. y = x)'+y'Iny".

2843, ye' = (y° +2xe’)y’.
2845, (1—x7)y' +xy.=a.

2847. y'(xcosy+tasin2y) =1

2848. (x’y—x+y—1)dx + (xy+2x--3y -6)dy =0.

, y—1\*
2849, y' =[1+2 ).
2x

2
2851, y = — .
x*+y+1

2853. ' =2 + tg2.
X X

2855, xdy+ydx = y’dx.
d
2857, yL = —p+p>.
dy
2859, x2y'2+3xyy +2y* = 0.

2861, &’ dx + (x&—2y)dy = 0.

2863. y' = 2 (1+Iny—Inx).
X

2850. xp’dx = (x*y+2)dy.

2852. 2dx + |—dy — \de —0.
y X

2854, vy’ +y* = cosx.
2856. y'(x+siny)=1.
2858, x3dx — (x*+y*)dy =0.

xdx+ydy +xdy—ydx_
Jxi+y? v
2862. y = 2xy' +J1+y'%

2864. (2¢*+y*)dy—ye*dx =0.

2860. 0.




2865.

2867.
2869,

2871.

2872,

2874.

2875.

RAZNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 33[
B /+2 2 By
y =2<"—) . 2866. xy(xy +1)dy—dx =0.
x+y—1
a(xy' +2y) =xyy". 2868. xdy—ydx = y2dx.

2o 343 2_1)dx = 0. ; -
(* =17y + (e 30~ D dx 2870. tgxd—}— y=a.
\/;12+x2dy+(x+y— a*+x%)dx =0. dx

xyy'? = (x2+yH)y +xy =0. 2873. y = x)' +i’2A
»

(3x* +2xy—~y?)dx + (x* —2xy—3y?)dy = 0.

d
2yp—p =3p?44y’,
dy

Nadite rjeSenja jednadZbi za navedene poletne uvjete:

2876.

2877.
2878.
2879.

2880.

2881.

2882.
2883.
2884.
2885.

2886.

2887.

2888.

y,:y-f—l; y=0za x=1.
x

ey =1, y=1z x=1.
yeigx+y=2; y=2za x=0.
e(y+1)=1;, y=0za x=0.

, 1
y' +y=rcosx; y=7 za x = 0.

y =2y = —x%; 'y=% za x =0.

YV+y=2x; y=-1z x=0
xy =y; ay y=1za x=1,; b) y=0za x=0.
2xy =y; a) y=11za x=1; b) y=01za x=0.

2xpy’ +x*=y*=0; a) y=0za x=0; b)y=1z x=0.
c) y=0za x=1.

Nadite krivulju koja prolazi tatkom (0; 1) u kojoj je suptangenta jednaka
zbroju koordinata dirali§ta.

Nadite krivulju ako vam je poznato da je suma odsjecaka, koje na koordi-
natnim osima odsijeca tangenta krivulje, konstantna i iznosi 2a.

Zbroj duljina normale i subnormale jednak je jedan. Nadite jednadZbu
krivulje ako je poznato da krivulja prolazi kroz ishodidte koordinatnog
sistema.
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2889*, Nadite krivulju za koju je kut koji tvori tangenta i radijvektor diralista,
konstantan.

2890. Nadite krivulju ako vam je poznato da je povrina izmedu koordinatnih
osi, te krivulje i ordinate bilo koje ta¢ke nakrivulji jednaka kubu te ordinate.

2891. Nadite krivulju ako je poznato da je povr§ina sektora, omedenog polarnom
osi, tom krivuljom i polarnim radijusom bilo koje tacke krivulje, propor-
cionalna kubu tog radijusa. )

2892, Nadite krivulju za koju je odsjééak koji na osi OX odsijeca tangenta jednak
duljini te tangente.

2893. Nadite krivulju za koju parabola 3y?-=2x raspolavlja odsjetak tangente
izmedu koordinatnih osi. :

2894. Nadite krivulju za koju je duljina normale u bilo kojoj tacki krivulje jednaka
udaljenosti te talke od ishodi§ta koordinatnog sistema.

2895*. Povriina lika omedenog krivuljom, koordinatnim osima i ordinatom bilo
koje tatke krivulje jednaka je duljini pripadnog luka krivulje. Nadite jednadzbu
te krivulje ako je poznato da ona prolazi tackom (0; 1).

2896. Nadite krivulju za koju je povrdina trokuta, koji tvori os apscisa, tangenta
' i radijvektor dirali$ta, konstantna i jednaka a®.

2897, Nadite krivulju ako je poznato da je poloviste odsjecka koji na osi OX odsi-
jecaju tangenta i normala na krivulju, konstantna tacka (a; 0).

Pri postavijanju diferencijalne jednadzbe prvog reda, naroito u zadacima iz fizike, Cesto
je svrsishodno primijeniti tzv. metodu diferencijala Koja se sastoji u tome da priblizne odnose medu
neizmjerno malim prirastima traZenih veliéina, ispravne s taéno3¢u do neizmjerno malih veli¢ina
videg reda, zamijenimo pripadnim odnosima medu njihovim diferencijalima, §to ne utjede na re-
zultat. R
Zadatak. U rezervoaru ima 100 1 vodene otopine od 10 kg soli. Voda utjee u rezervoar brzinom

od 31 u min., a smjesa iz njega istjede brzinom od 2 | u min, pri ¢éemu se mijefanjem podr-

#ava jednolika koncentracija. Koliko soli ée biti u rezervoaru po isteku jednog sata?
Rjesenje. Koncentracijom ¢ zadane tvari nazivamo koli¢inu tvari u jedinici volumena. Ako je kon-

centracija jednolika, onda koli€ina tvari u volumenu V iznosi c¢V. .

) Neka je kolidina soli koja se nalazi u rezervoaru x kg, po isteku vremena ¢ min. Koli-

&ina smjese u rezervoaru u tome trenutku bit ée (100+2)1 i prema tome koncentracija

x

kg na | L
100-; ¢ _g

U toku vremena dr iz rezervoara istjele 2 dt | smjese sa 2¢ d¢ kg soli. Prema tome
promjenu dx koli¢ine soli u rezervoaru karakterizira odnos

—dx =2cdt, jli —dx= dz.

100 +¢
To i jeste traZena diferencijalna jednadiba. Kada separiramo varijable i integriramo,
dobit ¢emo ' )
Inx —2In(100 + ) +1In C
ili
C
X=—
(100 + 1)*
Konstantu C odredujemo iz uvjeta da je za t= 0, x= 10, 1j. C= 100000. Po isteku jednog

100000
60*

sata u rezervoaru ée biti x = ~ 3,9 kg soli.
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2898*, Dokazite da slobodna povrsina teske tekudine, koja rotira oko vertikalne
. . . . p N )
osi, ima oblik rotacionog paraboloida.

2898+, Nadite ovisnost tlaka zraka o visini, ako je poznato da je tlak 1 kp/cm?
na razini mora, a 0,92 kp/cm® na visini od 500 m.

2900+, Prema Hookeovom zakonu elasti¢ni konop duljine / pod djelovanjem raz-
vla¢ne sile K dobiva prirast duljine k/F (k= const). Koliko ¢e se produziti
konop pod djelovanjem svoje tezine W, ako ga objesimo za jedan njegov
kraj? (Pocetna duljina konopa je ).

2901. Rijesite isti zadatak pod uvjetom da je na kraju konopa objeSen teret P.

Pri rje$avanju zadataka 2902 i 2903 upotrijebite Newtonov zakon po kome
je brzina hladenja tijela proporcionalna razlici temperature tijela 1 okoline.

2902. Nadite zavisnost temperature 7 od vremena ¢ ako tijelo zagrijano do T,
stupanja unesemo u prostoriju u kojoj je temperatura stalna 1 iznosi a stup-
njeva.

2903. Kroz koje ¢e se vrijeme temperatura tijela zagrijanog do 100° sniziti do 30°
ako je temperatura prostorije 20°, a za prvih 20 min tijelo se ohladi do 60°?

2904, Usporavajuce djelovanje trenja na disk koji se vrti u tekucini proporcionalno
je kutnoj brzini vrinje. Nadite ovisnost te kutne brzine o vremenu ako je poz-
nato da se disk poceo vrtjeti brzinom od 100 okr/min i da se nakon 1 min
vrtio brzinom od 60 okr/min.

2905%, Brzina raspadanja radijuma proporcionalna je prisutnoj kolid¢ini radijuma.
Poznato vam je da nakom [600 godina ostane polovina prvotne koli¢ine.
Nadite koliki se postotak radijuma raspadne nakon 100 godina.

2906*. Brzina istjecanja vode iz otvora na udaljenosti 4 po vertikali od slobodne
povrsine odreduje se formulom

v=cv2gh, gdje je ¢~0,6 1 g ubrzanje sile 1eze.

Za koje vrijeme voda kojom je napunjen polusferni kotao promjera 2 m
istjece iz njega kroz okrugli otvor na dnu, polumjera 0,1 m.

2907*. Kolicina svjetlosti koja se apsorbira pri prolazu kroz tanak sloj vode propor-
cionalna je koli¢ini svjetla koje pada na vodu i debljini sloja vode. Ako se pri
prolazu kroz sloj vode debljine 3 m apsorbira polovina prvobitne koli¢ine
svjetla, koliki dio svjetla prodire do dubine od 30 m?

2908+, Sila otpora zraka pri padanju tijela s padobranom propotcionalna je kvadratu
brzine padanja. Nadite grani¢nu brzinu padanja.

.2909*. Dno rezervoara sadrzine 300 1 pokrito je smjesom soli 1 netopive tvari.
Uz pretpostavku da je brzina otapanja soli proporcionalna razlici nredu
koncentracijom u zadanom trenutku i koncentracijom zasi¢ene otopine
(1 kg soli na 3 1 vode) i da zadana koli¢ina &iste vode otapa 1/3 kg soli u |
min, nadite koliko ée soli sadrzavati otopina po isteku | sata.

2910*, Elektromotorna sila e u strujnom krugu struje 7, otpora R i induktiviteta
L sastavljena je od pada napona R7 i elektromotorne sile samoindukcije

di . . . . .
L % Qdredite struju 7 u trenutku ¢, ako je e = E sin wt (E 1 w su konstante)
t

a 1=0 za 1=0.
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10. Diferencijalne jednadZbe viSeg reda

1°. Neposredno integriranje. Ako je

¥ =f(0),

onda je
v=fdx [ [f(x)dx+C x4 Cyx" 4. 4G,
n puta

2°. SniZenje reda jednadzZbe. ) Ako diferencijalna jednad?ba ne sadrgi eksplicitno
¥y, Npr.

F(x, ¥, y"y=0,

onda supstitucijom y’'=p dobivamo jednadibu kojoj je red za jedinicu ni¥:

F(x, p, p)=0.
Primjer /. Nadimo partikularno rjesenje jednadibt'
xy"+y' +x—=0,
koja zadovoljava uvjete
y::0, =0 za x:-0.
RjeSemye. Stavimo ' =p, pa imamo y»p”" =p’, odakle je
xp'+p+x=0.
Kada rijedimo ovu jednadibu kao linearnu s obzirom na funkciju p, dobijemo

X2
px—Cl——;.

Iz uvijera y =p=0 za x=0 imamo 0 =C,—0, 1j. C, =0. Iz toga slijedi da je

x
iy
ili
dy x
FrE

odakle jo$ jednom integracijom izlaz)
xZ
y=— n + C,.
Uvrstivéi y = 0 za x - 0, dobijemo C, - 0. Prema tome trazeno partikularno rjeSenje glasi
[

y=— =i

2 Ako diferencijalna jednadzba ne sadrzi cksplicitno x, npr.

F(y, v, y)=0,
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d
onda stavljajuéi v’ =p, y” p d—pdobivamo jednadZbu kojoj je red za jedan niZi:
Y

dp
F 'y Ds - =0
(y P dy>

Primjer 2. Nadimo partikularno rjeSenje jednadibe
oyt =yt
pod uvjetom da je y=-1, y'=0 za x=0.
d
RjeSenje. Uvritenjem y’ =p, a prema tome 1 y’' =p df’ naSa jednadZba se transformira u ovu:
Yy
dp
yp dy pr=yt

Dobili smo Bernoullijevu )ednadzbu s obzirom na p (y smatramo argumentom). Rijesimo
je, pa nalazimo da je

p=+y|C, +i=

Iz uvjeta y=p=0 za y=1 imamo C,= — 1.
Prema tome je

ili

dy —
= = —
dx =YYy
Integriranjemn izlazi:
1
arccos — + x = C,.
¥

|
Stavivii y=1 i x--0 dobijemo C,=0, odakle je — =cosx 1ili y=secx.
>

Rijesite jednadzbe:

2911, V' = 1 2912, y' = — ia

x 2y
2013, y" =1—y% 2914, xy"+y =0.
2915. yy” =y’ 2916, yy'+y'* =0.
2017. (14+x3)y"+y*+1=0. 2018. y'(1+y'%) = ay”.
2919. x%y +xy = 2920. yy" = y*v' +)"’
2921, yy’— ' (1+y') =0. 2022, )" = — =

~ y

’

" ’ .)‘
2023, (x+1)y" — (x+2)y' +x+2=0. 2924. xy" =y ln—x- .
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! 1 4 "
2925, ' + Z(y ) = xy". 2926. xy'""+ 1" =1+,

2

2927. vy =1,

Nadite partikularna rjeSenja uz zadane pocetne uvjete:
2928. (1 +x'2)y"—2xy' =0; y=0, y=3zax=0
2929, 14y =2py"; y=1, y=1za x=1.

2930. yy"+yt =y, y=1, y'=1za x=0.

2931, xy"=y'; y=0, y'=02za x=0.

Nadite opée integrale jednadzbi:

2932. yy =y +y iy -y

2933, yy' =y 4+ y' Sy 24yt

" 2934, p2—yy =y

2935. yy"+y? =3y Iny =0.

Nadite rjeSenja koja zadovoljavaju navedene uvjete:

1
2936, y'y*=1; y=1, y' =1 za x=:2—.

2937. yy'+y?*=1; y=1, y=1za x=0.
2038. x)" =J1+y?; y=0zax=1; y=1za x=¢’.

2939. y"(1+lnx)+i~y’=2+lnx; y=—, yY=1zax=1

X

ol —

2940. " =i<1+lnl); y=i, y'=1za x=1.
X X 2

2941, y'—y+y' (y-1)=0; y=2, y =2z x=0.

2942, 3y = y+y+1; y=-2, v =0za x=0.

2943, v 4322y =0; y=1, vy =12za x=0.

2944, yy' 4+ v i4yy"=0; y=1zax=0iy=0za x=—1.
2945, 23"+ (1'?=6x)-y"=0; v=0, y' =27za x=2.

2948, v\ Hyy —y?P=0; y=1, =2 za x=0.

2947, 2y -3y 4y oy <1, p =0 za x=0.
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2048, 2y +y'—y?=0; y=1, y'=12za x=0.

1 1
2049. V' =y —y; y=—— V=" zax=1.
y y Yy 4 )
" 1 v 22 / 1
2950. y'+ — €y =2yy"?=0; y=1, y=ezax=— -,
y 2e

2051, 1+yy"+y?=0; y=0, y'=17za x=1.

2052, (1+yy)y" =1 +yHy'; y=1, p'=1za x=0.
2053. (x+1)y"+xy?=y"; y==2, y=47a x=1.
Rijesite jednadzbe:

2954. y' = xy"*+y"%

2955, ' = xy"+y"— "%

2956. y'''2 =4y

2957, yy'y" =y + "% Tzdvojite integralnu krivulju koja prolazi tadkom (0; 0)
i u njoj dira pravac y4x=0.
2938, Nadite krivulje konstantnog polumjera zakrivljenosti.

2959. Nadite krivulju za koju je polumijer zakrivljenosti proporcionalan kubu nor-
male,

2960. Nadite krivulju za koju je polumjer zakrivljenosti jednak normali.
2961. Nadite krivulju u kojoj je polumjer zakrivljenosti dvostruko veéi od normale,

2962. Nadite krivulju za koju je projekcija polumjera zakrivljenosti na os OY
konstantna.

2963. Nadite jednadzbu uZeta viseéeg mosta ako pretpostavite da je optereéenje
jednoliko rasporedeno po projekciji uZeta na horizontalni pravac. Tezinu

uzeta zanemarite.

2964*. Nadite polozaj ravnoteze gipke nerastezljive niti, koja je krajevima uévrs-
¢ena u dvije tacke i ima konstantan teret ¢ (uklju¢ivo tezinu niti) na jedinicu
duljine,

2965*. Tesko tijelo bez pocetne brzine klize po kosini. Nadite zakon gibanja ako
je prikloni kut a, a koeficijent trenja .

Upuia. Sila trenja je uN gdje je N sila reakcije podloge.

2966*. Silu otpora zraka pri padanju tijela mo¥emo smatrati proporcionalnom
kvadratu brzine. Nadite zakon gibanja ako je pocetna brzina nula.

2967%. Motorni Camac teZine 300 kp giba se po pravcu s pocetnom brzinom od

66 m/s. Otpor vode proporcionalan je brzini i iznosi 10 kp pri brzini I m/s.
Za koje vrijeme ¢¢ bizina biti 8 m/s?.

22 Demidovié¢: Zadaci
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11. Linearne diferencijalne jednadZbe

A 1. Homogene jednadZbe. Funkcije y, =g, )y Yo=@s (%) .. .5 ¥y=gn(x) nazivamo
Linearno zavisnim ako egzistiraju konstante Cy, C,, . .., C, koje nisu sve jednake nuli, takve da je

Clyl +C2y2+ .. .+C"y,, = 0,

U suprotnom slufaju zadane funkcije nazivamo krearno nezavisnim.
Opée rjelenje homogene linearne diferencijalne jednadZbe

YO 4P ()" 4. 4P, (x)y=0 (1)
s neprekinutim koeficijentima P;(x) (i=1, 2, ... , n) ima oblik
y=Cy1+Cyyrt+...+Cyy,
gdje su 1, Ys, . . - » ¥, linearno nezavisna rjeSenja jednadzbe (1) ( fundamentalnt sistem rjeSenja).

2°, Nehomogene jednad¥be. Opée rjedenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe
n) -1
YO+ P )Y T+ Py = f(X) )
s neprekinutim koeficijentima P;(x) i desnom stranom f(x) ima oblik
y=1"Yo + Y)

gdje je y, opée riefenje pripadne homogene jednadibe (1), a Y je partikularno rjeSenje zadane ne-
homogene jednadZbe (2).

Ako je poznat fundamentalan sistem cjeSenja yi, Ya, - - -5 ¥ homogene jednadzbe (1),
onda opée rjedenje pripadne nehomogene jednadibe (2) moZemo na¢i po formuli

y=C, )y +Co () yr+...+Co(x) yu,
gdje su funkcije C; (x) G=1, 2,..., n) odredene iz sistema jednadZzbi

Ci()p+Co(®)ys  +...+C(0)y, =0,

CL) Y +C(x) Yy +---+Cu(0) Y, =0,
L ®
CL) Y P HC, )Y P+ +C )P =0,
L)y 4Gy G0N =f(0)

(metoda wvarijacija po volii odaberivih konstantr).

Primjer. Rijedimo jednadzbu
"+ y =t )
Rjesenje. Rjetavanjem homogene jednadibe
xy" +y =0,
dobivamo:
y=Clnx+C, )
Prema tome mozemo uzeti da je
y=lnx 1 y,=1
i rieSenje jednazdbe (4) traZiti u obliku

y=C,(x)Inx 4+ Cy(x).
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Postavimo sistem jednadzbi (3) i uzmimo u obzir da je svedeni oblik jednadibe (4)
vy + { = x. Dobit ¢emo
x
Ci(x)lnx + C;(x) 1=0,
7 l ’
Cl(x)— + C2(x)0 = X.
x
Odatle je
x? x8 x3
C =—+4 i C =——Inx+ —+B
1(") 3 a(x) 3 9
i prema tome je

xﬂ
yzg-[—Alnx-}-B,

gdje su 4 1 B po volji odaberive konstante.

2968. Ispitajte linearnu zavisnost ovih sistema funkcija:

a) x, x+1; e) x, x%, x%

by x?, —2x%; f) e, e, ¥,

c) 0, 1, x; g) sinx, cosx, 1;
d) x,- x+1, x+2; h) sin’x, cos®x, 1.

2969. Nadite linearne homogene diferencijalne jednadzbe ako je poznat njihov
fundamentalni sistem rjesenja:

a) y, =sinx, ¥y, =COsX;

b) y, =€, Yy =X

c) yi=x, y2=x2;

d) 'yj = e, y; =e€"sinx, yp,=e"cosx.

2970. Poznavajuéi fundamentalni sistem rjefenja linearne homogene diferencijalne

jednadzbe

yi=x, ya=x' yy=x°,
nadite njeno partikularno rjeSenje y koje zadovoljava pocetne uvjete
'y{x=1=0> .V,rx=1=—1> y"!x=1=
2971*. Rijedite jednadZzbu
, 2,
Vit --y 4y =0,
X

sin x

ako vam je poznato njeno partikularno rjeenje v, =
Be

2972, Rijesite jednadzbu
N(nx—1) ¥ —xy +y =0,

ako vam je poznato njeno partitularno rjeSenje y, =x.

22*
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Metodom varijacije konstanti rijeSite nehomogene linearne jednadzbe:
2973. x*y" —xy = 3x>.
2974%, x*y +xy' —y = x*.
2975. y''+y '=secx.
12. Linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda
s konstantnim koeficijentima

1°. Homogene jednad%be. Linearna jednad?ba drugog reda s konstantnim koeficijentima
p i ¢ bez desne strane ima oblik.

y'+py'+qy=0. (1
Ako su k, i k, korijeni karakteristi¢ne jednadzbe
p(k) = k*+pk+q =0, (2)

onda opée rjesenje jednadzbe (1) piSemo u jednom od ova tri oblika:
1) p=C, e+ C,oet™, ako su k, ik, realni a &y 7 ky;
2) y = "(C,+C,x), ako je by =ky;
3) y = ¢™(C, cos fx+C,sin fx), ako su by =+ fi a k= —Bi(B50).

2>, Nehomogene jednadZzbe. Opce rjeienje linearne nehomogene diferencijalne jednadzbe

Y'+py' +ay=f(x) (3)
mozemo pisati u obliku zbroja
y=yotY,

gdje je y, opce rjedenje pripadne jednadzbe (1) bez desne strane, odredenc po formulama 1) do
3), a Y je partikularno rjesenje zadane jednadibe (3).

Funkciju Y mofemo naéi metodom neodredenih koeficijenara u ovim jednostavnim slu-
tajevima:
1. f(x)=e2* P, (x), gdje je P, (x) polinom r-tog stupnija.

Ako a nije korijen karakteristi¢ne jednadZbe (2), 1). ¢ (a)#0, onda stavljamo
Y -:e® Q, (%), gdje je O, (x) polinom n-tog stupnja s neodredenim koeficijentima.

Ako je a korijen karakteristiéne jednadzbe (2) 1. ¢ (a) =0, onda je Y =x"e® Q, (x),
gdje je r videsirukost korijena o (r=1 ili r=2). )

2. f(x) = e [P, (x) cos bx+Q,, (x) sin bx].
Ako je ¢ (ad4:5))#0, onda stavljamo
Y = ™ [Sy(x)cos bx + Ty (x)sin bx],
gdje su Sy (x) i Tn (x) polinomi stupnja N =max {n, n}.
Ako je pak ¢ (a+b)=0, onda je
Y = x"e® [ Sy(x)cos bx + Ty(x)sin bx],
gdje je r viSestrukost Korijena a+ b7 (za jednadibe drugog reda r == 1).

U opéem sludaju se za rjefavanje jednadibe (3) primjenjuje. metoda warijacije konstanti’
(vidi 11.)

X
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Primjer 1. Nadimo opée rjefenje jednadZbe 2:v”—y’—y=4xe?-".

1
RjeSenje. KarakteristiCna jednadzba 2k2—k&—1 — 0 ima korijene & =11 k- - — 5 Opée rjeSenje

pripadne homogene jednadibe (prvi oblik) glasi y, = C,e¥+ Cye ~*/2, Desna je strana zadane
jédnadibe [ (x) = 4xe® = ¢9% P, (x). Prema tome je Y =e** (Ax+B) jer je n=11ir=0.
Deriviramo li Y dva puta i uvrstimo derivacije u zadanu jednad?bu, dobivamo
203 (4Ax + 4B + 4A4) — e (2Ax + 2B ! A) — e (Ax + B) = 4xe*.
Kracenjem sa ¢**1i izjednaCenjem koeficijenata uz prve stupnjeve od x i slobodnih ¢lanova
4

na lijevoj i desnoj strani jednadzbe imamo: SA=4 1 74+ 5B =0, odakle je A = — a

28 5.

T
4

28
Na taj naéin, Y = ez"(—5~x — 2—5), a opce rjeSenje zadane jednadzbe je

1
——x 4 28
=Ce*--Ce 2 + e[ —x- —|.
y 1 2 (5 25)
Primjer 2. Nadimo opée rjeSenje jednadibe y”' —2y'+y =x e~
Rjesenje. Karaketristiéna jednadzba k*—2k-+1 =0 ima dvostruki korijen k= 1. Desna strana jed-

nad’be ima oblik f(x) = xeX; ovdje je a=1 i n=1. Partikularno je rcienje
Y — x%¢* (Ax+B) jer se a poklapa s dvostrukim korijenom k=1, a iz toga je r =2.

Derivirajmo Y dva puta, uvrstimo u jednadZbu i izjedna&imo koeficijente. Dobivamo

4 - o B =0. Prema tome opce rjeSenje zadane jednadZbe glasi

[
y=(C, + Cpx)e* + o x%e*.

Pri;;y'er 3. Nadimo opée rjeSenje jednadzbe y”’+y = x sin.x.

RjeSenje. Karakteristi¢na jednadzba 4%+ 1 =0 ima korijene b, =1 1 k,= —1i. Opée rjedenje pri-
padne homogene jednadzbe bit ¢e [vidi 3), gdje je a =01 8=1]:

Yo = Cycos x + C,sin x.

Desna strana ima oblik

S(x) = e®[P,(x)cosbx % Q,, (x)sinbx],
gdje je a=0, b=, P (x) =0, Q,,(x)= x. Njoj odgovara partikularno rjeienje

Y = x[((Ax + B)cos x + (Cx + D)sin x]
(ovdje je N—=1, a=0, b=1, r=1).
Derivirajnéo dva puta i uvrstimo u jednadzibu, izjednatimo koeficijente u obje strane jed-
nadzbe uz cos x, x €os x, sin x i x sin x. Time éemo dobiti &etiri jednadzbe: 24 +2D = 0,
4C=0, —2B+2C=0i —4A=1, izkojihizlazidaje A= —1/4, B=0, C=0, D=1/4.

. x? x .

Prema tome je Y= — 7 cos x + — sin x.
Opce rjefenje je

. xg x .
y=Cycosx + C,sinx — 7 cos x + zstnx.
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3°. Princip superpozicije rjeSenja. Ako je desna strana jednadZbe (3) suma vife funkcija

S =1+ L)+ - +/(%)

aY;({@=1,2,...,n su rjeéeqja pojedinih jednadzbi

Y'+py +qy =fi(x) (i=12,....n),

tada je suma
y=Y1+Y2+--c +Yn
rjeSenje jednadzbe (3).

Nadite opée rjeSenje jednadzbi:

2976. y' — 5y + 6y = 0. 2977. y"' — 9y = 0.

2978. y’ — y' =0. 2979, y" + y=0.

2980. y’ — 2y + 2y = 0. 2981, y” + 4y’ + 13y = 0.
2982, y' +2y'+y=0. 2983. y' —4y' +2y=0.
2984, y'' + ky =0. 2085, y=yp" +y.

2086, LY =3
y

Nadite partikularna rjeSenja koja zadovoljavaju navedene uvjete:
2987. ' — 5y +4y=0;, y=35, y =8zax=0.

2988, y' +3y' +2y=0;, y=1,y =—-1za x=0

2089. ' +4y=0; y=0, y'=2za x=0.

2990. y'' +2y'=0; y=1,y =0z x=0.

2991, ' =2 ; y=a, y'=0za x=0.

23

2992, y' +3y'=0; y=0 za x=0 i y=0 za x=3.
2993, )" + 7'y =0; y=0 za x=0 i v=0 za x=1
2994, Odredite oblik partikularnih rjeSenja za zadane nehomogene jednadzbe:
Ca) v — 4y = x%e?;
b) 3" +9) = cos2x;
Q) ¥ — 4y + 4y =sin2x + e
d) y”’ + 2y +2y=¢€"sinx;
e) V' =5y +6y=(x*+1)e" + xe’;

f) y” —2y" 4+ S5y = xe*cos2x — x¢*sin 2x.
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Nadite opée rjefenje jednadzbi:
2995. y" — 4y + 4y = x°.

2997, y" +2y +y=e"

2999, ' —y=¢"

3001. )’ + y' — 2y = 8sin2x.
3003. y”’ — 2y + y =sinx +shx.
3005. y' —2y' + 5y = e*cos2x.

2996, y' — y' +y=x"+6
2998. v’ — 8y + 7y =14
3000. " + y =cosx.

3002. v+ y — 6y = xe’ .
3004. y" + ' =sin’x.

3006. Nadite rjedenje jednadibe y''+4y—=sinx, koje zadovoljava uvjete y =1,

y' =1 za x=0.
Rijedite jednadzbe:
3007, 45 + w™x = Asin pr.
dr?
3008. y' — 7y + 12y = — .
3010. y' — 2y + y =2e".
3012, y' — 2y — 8y = ¢"— 8cos2x.
3014, y' — y =2x—1-3e"

3016. y’' — 2y + 10y =sin3x + ¢

3018. y’ — 3y = x + cosx.

Razmotrite sludaj: 1) p# w; 2) -p = w.

3009, ' — 2y =x*—1.
3011y’ — 2y =e** + 5.

3013. " + y' = 5x + 2%

3015, y' + 2y +y=e"+e "

3017. ' — 4y + 4y = 2> + %

3019. Nadite rjefenje jednadzbe y’'—2y'=e>+x*—1, koje zadovoljava uvijete:

y———-;—, y'=1za x=0.

Rijedite jednadibe:

3020, " — y = 2xsinx. 13021, )" — 4y = e**sin2x.

3022, y'+4y=2sin2x—3cos2x+1. 3023. y'' — 2y + 2y = 4e’sinx.

3024, ' = xe* + y. 3025. y' + 9y = 2xsinx + xe>~.
3026, y' — 2y’ — 3y = x(1+¢€>. 3027. ' — 2y’ = 3x + 2xe”.
3028. y' — 4y’ + 4y = xe’", 3029,y +2y' —3y=2xe T+(x+1)e".

3030%. y”’ + y = 2xcosxCOS2x. 3031. y” — 2y = 2xe™(cos x— sin x).

Primjenom metode varijacije konstanata rijedite jednadZbe:

3032. y" + y =tgx. 3033. y'' + y =ctgx.
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X

3034,y — 2y +y="2. 3035. ) + 2y + p="".
. X X
71 1 1
3036. y'+y=—o. 3037. y'4+y=—.
COS X Sin x
3038, a) y' —y=thx: b) ¥’ — 2y =4x%*.

3039. Dva jednaka tereta objeSena su na kraju opruge. Nadite jednadzbu gibanja
koje ¢e vrditi jedan teret kada drugi otpadne.

Rjefenje. Neka produljenje opruge pod djelovanjem jednog tereta u stanju mirovanja iznosi a,
a masa tereta m. Oznacimo sa x koordinatu tereta ratunajuéi po vertikali od poloZaja ravno-
teZe kada je objeSen jedan teret. Tada je

d%x
m i mg — k(x - a),

L m; d?x
gdje je ocigledno k e , a odatle i : ¢
a 9

x:-C, cos]/;g_ 1+ C, sin £,
a / a

dx
Pocetni uvjeti daju x=a i o =0 za 1=0;o0datleje C;=ai C, =0, pa je dakle
L

Op¢e rjesenje je

x=a cos -I,"l £

' a
3040+, Sila koja rasteZze oprugu proporcionalna je njenom produljenju i iznosi
| kp kada se duljina poveéa za 1 cm. Na oprugu je objesen teret tezine 2 kp.

Nadite period titranja koje nastane kada taj teret lagano povucete dolje i
zatim ispustite.

3041* Teret tezine 2 =4 kp objesen je na oprugu i produlji je za | cm. Nadite
zakon gibanja tereta ako gornji kraj opruge vrdi vertikalno harmonijsko
titranje y == 2 sin 30z cm, a u poletnom trenutku teret se nalazi u mirovanju
(otpor sredine je zanemaren),

3042, Materijalnu tatku mase m privlace dva srediSta silama koje su proporcio-
nalne udaljenosti (koeficijent proporcionalnosti je k). Nadite zakon gibanja
tacke ako znate da je medusobna udaljenost sredista 26 1 da se u pocetnom
trenutku tacka nalazila na duzini koja spaja sredista, na udaljenosti ¢ od njenog
polovidta, i da je poletna brzina bila nula.

3043. Lanac duljine 6 m sklize nadolje s podloge bez trenja. Ako gibanje zapoéne
u trenutku kada visi | m lanca, za koliko vremena ¢e odklizati Citav lanac?

3044*, Uska duga cijev vrti se konstantnom kutnom brzinom « oko na nju okomite,
vertikalne osi. Kuglica koja je u cijevi kliZe po njoj bez trenja. Nadite zakone
gibanja kuglice s obzirom na cijev smatrajuci da je
a) u poletnom trenutku kuglica bila udaljena za a od osi rotacije a poCetna

brzina kuglice bila nula;
b) u poletnom trenutku kuglica bila na osi rotacije i imala pocetnu brzinu v,
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13. Linearne diferencijalne jednadZbe
viSega od drugog reda s konstantnim koeficijentima

1°. Homogena jednadZba. Fundamentalni sistem rjeSenja y,, 3, ..., ¥, homogene li-
nearne jednadzbe s konstantnim koeficijentima
‘ y(m-i-a,y("—”+...+a,,_1y'+a,,y=0 (1)
postavija $e na osnovu karaktera korijena karakteristicne jednadzbe
K'+a k" "+ . . +a,_ k+a,=0. (2)

Napose: [) ako je h realni korijen jednadzbe (2) viSestrukosti m, onda mu odgovara m
linearno nezavisnih rjeSenja jednadzbe (I):
kx m—1 kx.

kx
Y= y Y2 = XeT, veey Y =X e

2) ako je ad- B par kompleksnih korijena jednadZbe (2) viestrukosti m onda mu odgovara
2m linearno nezavisnih rjeSenja jednadzbe (():
v, =e"cos fx, y, = e sinffx, y; = xe"cos fix, vy = xe*sin fix,...

=1
m ea:

Vopey = X cos fx, vy,=x"" e *sin fx.

2", Nehomogena jednadzba. Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe
yWray" U a,y ey = /(%) (3)

o

traZimo na osnovu pravila 12, 2° i 3°,

Nadite opce rjeSenje jednadzbi:

3045. "' —13y"+12p' = 0. 3046. '~y =0.
3047. )" +y =0. 3048. y'"—2y"=0.
3049. =3y " +3y" —y =0. 3050. y'"+4y =0.
3051. y"V +8y"+16y =0. 3052. 'V +y = 0.
3053. y'V —2p"+y =0. 3054. y'Va'y = 0.
3055. ' —6y"+9y =0. . 3056. y'Y +a’y”" = 0.
3057. 'V 42y 41" = 0. . 3058. 'V +2y"+y=0.
3059, "+ o0 D e Ly

[ -2 I
3060. 3V -2y 4" = " 3061. 'V =2y " = X7
3062,y —y=x>—1. 3063. 'V 4" = cosdx.
3064, y' 4" = x?+143xe, 3065. v+ +y 4y = xe*.

3066. y''+y =tgxsecx.
3067. Nadite partikularno rjedenje jednadzbe

1
)

P2y 2 v = x,
koje zadovoljava pocetne uvjete y (0)=3'(0)=y"(0)==0.
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14, Eulerova jednadiba
Linearnu jednadzbu oblika

(ax+b) y™+ A, (ax+b)" 'y D+ L+ A, (ax+b)y+ A,y = f(x),

gdje su a, b, Ay, ..., A,—, konstante, nazivamo Eulerovom JednadXbom.
Za podruéje ax-+b>0 uvodimo novu nezavisnu varijablu ¢ stavijajuéi

ax+b=-¢"

ymaet oSy Ay
dr’ di*  dt)’

3 2
y//l=a36—3{<d_—:_3d 'f +2d_y itd.
dt dt dt

Tada je

i Eulerova jednadiba se transformira u linearnu jednadibu s konstantnim koeficijentima.

Primjer 1. Rije§imo jednadibu x%*"'+xy'4+y=1.
Rjefenje. Stavivii x =et dobivamo:
dy dy d% d?y dy
—=e—t—) — =2 = — Z|.
dx de dx?® dr? de

Prema tome zadana jednadZba prima oblik

odakle je
y=C,cost+ Cysint =1
ili
y=C,cos(lnx) + C,sin(Ilnx) + .

Za homogenu Eulerovu jednadzbu

XyO 44, X" YT 4 A, xy Ay =0

kada je x>0 moZemo rjefenje traZiti u obliku

y =x~

X

(0

e

3

Uvrstimo ki u )1y, ', . . - » ¥ koji se odreduju iz relacije (3), dobivamo karakteristi¢nu

jednadzbu iz koje moZzemo nali eksponent Z.

Ako je k realni korijen karakteristitne jednadibe viSestrukosti m, onda mu odgovara

m linearno nezavisnih rjeSenja

y,o=xK y,=x"nx, y;=x"(nx)? .., Y= x"(nx)" "

Ako je a+ fi par kompleksnih korijena vigestrukosti sz, onda mu odgovara 2/ linearno

nezavisnik rjefenja
y, =x%cos(Binx), y,=x"sin(Blnx), y;=x"Inxcos(flnx),
ya=xInxsin(Blnx), ..., Yam_1=x"(Inx)""'cos(BInx),

Yom = X“(Inx)" " 'sin(BInx).
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Primjer 2. Rijedimo jednadzbu

- xPy" = 3xy' 4+ 4y =0.
Rjefenje. Stavimo

y=xk; ' =kxh=l "= k(k—1)xk"%
Uvrstenjem u zadanu jednadzbu nakon kradenja sa xk izlazi karakteristi®na jednadiba
k*—4k+ 4 = 0.

Kada je rije§imo, dobijemo:

pa je prema tome opce rjesenje
vy =Cix?+ Cyx?ln x.
Rijesite jednadzbe:

2
3068. xzd—z+3x9+y=0. 3069. x%y"—xy'—3y =0.
dx dx

3070. x>y +xy +4y =0. 3071, x*y""—3x%y"+6xy —6y = 0.

" ? " 2y
3072. 3x+2)y"+7y' = 0. 3073. y' =~

" y, y 2. 0 ’
3074. y" + — + = =0. 3075, x“y"—4xy' +6y = x.
x X

3076. (1+x)°y" =3(1+x)y +4y = (1+x)°.
3077. Nadite partikularno rjesenje jednadzbe
XZyU_xyl_!_y = 2_)(,

koje zadovoljava pocetne uvjete: y=0, y'=1 za x=1.

15, Sistemi diferencijalnih jednadZbi

Metoda eliminacije. Da nademo rje¥enje, na primjer, normalnog sistema dviju diferen-
cijalnih jednadZbi prvog reda, tj. sistema oblika

d d
l=f(x, » oz, — =g(x, ¥, z), (N
dx d

rijeSenog s obzirom na derivacije traZenih funkcija y i 2, deriviramo jednu od njih po x. Imamo
na primjer:

dy _of o of '
— =42 f+ g 2
dx*  ax 6yf 6zg @

Odredimo li z iz prve jednadzbe sistema (1) i uvrstimo nadeni izraz

dy
= s y - 3
z qv(x y dx) €)]
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u jednadzbu (2), dobivamo jednadzbu drugog reda s jednom nepoznatom funkcijom y. RjeSavanjem
te jednadzbe izlazi:

y=v(x, C, Cy), 4

gdje su C, i C, po volji odaberive konstante. Uvritenje funkcije (4) u formulu (3) da)e funkciju
z bez novih integracija. Formule (3) 1 (4) gdje je ¥ zamijenjen sa ¢, daju ople rjeSenje sistema (1).

Primjer /. Rije§imo sistemn

a

> 2 4z =) + 4x,
dx

dz 3

— +y—z= —x

dx Y

Rjesenfe. Derivirajmo prvu jednadzbu po x:
d? d
SR L
dx? dx dx

1 d

Iz prve jednadzbe izlazi z = < (l + 4x — 211 —Zy) i time éemo iz druge dobiti:
. X

dz 3 J 3 I dy . . dz | . .

= —x*4+x+ — — — 3y — — — . Uvrdtenjem 2z i — u jednadZbu koju smo

dx 2 4 2 4 dx dx

dobili nakon deriviranja dolazimo do jednadZbe drugog stupnja s jednom nepoznanicom y:

d*y dy
— 4+ — — 6y = —6x"— 4x |- 3.
dx?  dx -
Kada je rijeimo, dobivamo
y=Cie¥ + Che=3* 1. x% + x,

i odatle

e b 1+4x—d—y—2y =—C€”‘+C€‘3x L
4 dx 27

Analogno se moZe postupati kada se radi o sistemu s velim brojem jednadibi.

Rijesite sisteme:

Si"v=2, - 3;)):)"1‘52,
3078. gf 3079 ¢
o Ly 43z =0.
dx dx
dx _
3080, { °~ 3081, | =L =z,
g_zz )'_ - dt
dx - d_g .
dt
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, dy
:jt-=y+z’ RN a_=})+zi
3083.¢
dy dz _ s
3082, Z=x+4z, d'—x+}+4-
dt X
_Z —-X+y
di '
d—)-)-}-2‘\'-1-:=s-in X,
3084 d;‘
— —4y—2z=cosx.
dx
Q+3y+4z=2x,
3085. ¢ y=0, z=02z x=0.
S —y—z=ux,
dx
‘-‘j;i —4x—y 4361 =0,
t
3086 x=0, y=12za1=0.
dy :
-4 2x—y+2¢ =0;
di
dy
dx  z~
3087. { dz 1 ,
dx 27
d dvy
3088%, a) X -9 _ 4z, by OX -4 _dz,
x>+3xy? 2y 2y*z x—y x+y z
9 dx dy _ dz odvojite integralnu krivulju koja prolazi
y—z z-x x—y  tatkom (I; L; -2)
2
X X
3089. 4z 2 3090. e
—+5y=lx — —y—3z=—x
dx x

3091**, Tane izleti iz oruda poletnom brzinom z, pod kutom o« prema horizontu.
ane 2 po * Yo P b
Nadite jednadZbu gibanja taneta uzev§i da je otpor zraka proporcionalan
brzini.

3092*. Materijalnu tacku M privladi srediste O silom koja je proporcionalna uda-
ljenosti. Gibanje zapodinje u tacki 4 udaljenoj za a od sredi$ta, poletnom
brzinom v, koja je okomita na duzinu OA. Nadite trajekroriju tatke M.
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16. Integriranje diferencijalnih jednadZbi
pomoéu redova potencija
Ako integriranje diferencijalnih jednadZbi elementarnim funkcijama nije provedivo,

onda rjefenje jednadzbe u nekim sludajevima moZemo traZiti u obliku reda potencija
oD

y=2 ealx—xo)" (D

n=0

Neodredeni koeficijenti ¢, (n=0, [, 2,...) odreduju se uvritenjem reda (1) u jednadibu
i izjednacenjem koeficijenata uz jednake potencije binoma x—x, na lijevoj i desnoj strani do-
bivene jednadzbe.

Rjedenje jednadibe
y=1(x ) (2)

gdje je y(xy) =y, mozemo takoder traZiti u obliku Taylorova reda

[} {n)
v = 3 sy, @

gdje je y (x0) = Yo, ¥'(x0) =/ (%0, ¥o), 1 daljnje se derivacije 3¢ (x5) (n =2, 3,...) postepeno na-
laze pomoéu deriviranja jednadZbe (2) 1 uvrdtenja x, umjesto x.

Primjer 1. Nadimo rjefenje jednadZbe y” — xy =0, ako je y- y, i y’=y; za x=0.
Rjefenfe. Stavimo da je
y=ttx+ . T X"+,
odatle deriviranjem dobivamo:
=216+ 320+ oo n(n—1)e, x4 (nF 1)nc, x4 (14 2)(nt D) e X" 4
Uvritenjem ¥y i ¥ u zadanu jednadZbu izlazi identitet
[2-1¢, + 3255+ ... +n(n— 1), x"" 2+ (n+ 1)nc, ., x" 1=
++2)F Doy ¥+ ) —xg+ X+, ¥+ ... ) =0

Kada na lijevoj strani dobivene jednadZbe zbrojimo &lanove s jednakim potencijama od
x i koeficijente uz te potencije izjedna¢imo s nulom, imat ¢emo:

o &
o =0; 3:2c5—¢,=0, c3-3——2; 43¢ — ¢, =0, c,,-—4—3'
&
5-4¢5—c, =0, c5=5—4nd.
Opcenito je

L o _ ¢y )
Cap = ; s Cak+y = s
2:3-5:6-...-(3k—1)3k 3:4:6-7...-3k(Bk+1)

Coas=0 (k=123
Prema tome je

-

X3 el
y=(‘0<l—|--2‘—‘ - 4.+ _L—,_.____ >+

302-3-5:6 2-3-5 (3k—l)3k

4 7 3k+ L
< PN AN -—-+...>, @)
4 4-6-7 3:4:6-7-...-3k(3k+1)

gdie je =3y 1 ¢, = yo-
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Primijeniviic D’Alermnbertov kriterij lako éemo se uvjeriti da red (4) konvergira za — oo <x <+ oo,
Primjer 2. Nadimo rjeSenje jednadzbe
y=x+y; y=y0)=I.

RjeSenje. Stavimo

1 rrs

- ’ Yo ., Yo 4
y-yo-l-yox-l—;x—r}—!x + ...
Imamo 3y, =1, y;::O-H = 1. Derivirgjmo obje strane jednadibe 3’ =x+y, pa ¢emo

22

redom dobiti " = {43, y’u/ =1+1=2, 3" —=y" ylol =2 itd, Prema tome je

B+,

“ie

2
=1+ St
y lrx+2!x :

Rjefenje analiziranog primjera moZemo pisati u konaénom obliku
Y=l xt+20 -1 —x) ili y=2%—1—x
Analogno treba postupati u sluéaju diferencijalnih jednadzbi vileg reda. Ispitivanje kon-

vergencije dobivenih redova, opé¢enito je sloZeno 1 pri rjefavanju zadataka iz ovoga paragrafa
nije obavezno.

Nadite pomodéu redova potencija rijeSenja jednadzbi uz navedene poletne uvijete.

U zadacima 3097, 3098, 3099, 3101 ispitajte konvergenciju dobivenih
rje§enja.

3093. y' = y+x?; y=-27za x=0.

3094, y' =2y+x—1; y=y,za x=1

3093, y' = p*+x%; y=—%— za x=0.

3096. y = x*—y* y=0za x=0.
3097. (1—x)y' ' =1+x—y;, y=0za x=0.
3098%. xy"+y=0; y=0, y'=1za x=0.

3099. y'+xy=0; y=1, =0z x=0.

2
3100*, y" + -y’ +y=0; y=1, y¥=01za x=0.
pe

l
3101%, y" + —y'+y=0; y=1, y=0za x=0.
X

2
d’x +xcost=0; x=a; ﬁ=0 Za t = 0.

3102. -
di? dt
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17. Zadaci za Fourierovu metodu

Za traZenje rjefenja linearne homogene parcijalne diferencijalne jednadzbe po Fou-
rierovoj metodi najprije trafimo partikularna rjelenja specijalnog tipa te jednadzbe, od kojih
je svako produkt funkcija ovisnih samo o jednom argumentu. U jednostavnom slu¢aju imamo
beskonadan skup takvih rjeSemja u, (n=1, 2,...), linearno medusobno nezavisnih u bilo
kojem konalnom broju, i koja zadovoljavaju zadane rubne uvjete. Trazeno rjedenje u predolujemo
u obliku reda razvijenog po tim partikularnim rjeSenjima:

u= Y Cu, ‘ (N
n=4

Preostali neodredeni koeficijenti C,, odreduju se iz poletnih uvjeta.

Zadatak: Popre¢ni pomak u = u (x, t) takaka Zice s apscisom x u trenutku ¢ zadovoljava jednadzbu
oy . QPu 2
— = aq* —
or? oxt’ (

T :
gdje je a? = % (T, je napetost, p je linearna gustoéa Zice). Nadimo oblik Zice u trenutku

t, ako su njeni krajevi x —0 i x —/ uévriceni, a u pocetnom trenutku ¢ =0 Zica je imala

oblik parabole u = Fx(l——x) (s1. 107) 1 njene tacke jmale su brzinu jednaku nuli.
U
th .
| .
L X
0 2
Slika 107.

Rjesenje. U skladu s uvjetima zadatka treba naci rjedenje u = u (x, 1) jednadZbe (2) koje zadovoljava
rubne uvijete:
(0, £)= 0, u(l, )=0 (3)
i poetne uvijete:

4h s
u ()C) 0) = l_z x (1 - x>1 iy (%5 0)=0. 4)

Trazimo netrivijalno rjedenje jednadibe (2) specijalnog oblika
u=X(x)TQ).
Kada taj izraz uvrstimo u jednadzbu (2) i separiramo varijable, dobivamo:
7 (1) X (x)
@ T(zs - X(x)- ’

)

Kako su varijable x i ¢ nezavisne, to je identitet (§) mogué samo tada, kada je zajednicka
vrijednost omjera (5) konstantna. Ako tu konstantu oznalimo sa — A%, dobivamo dvije
obi¢ne diferencijalne jednadZbe:

T @)+ (@2 T()=0 i X'(x) - 2X(x)=0.
Rjesenje tih jednadzbi daje:
T() + Acosart + Bsina A,
X (x) = Ccos Ax + D sin Ax,

gdje su A, B, C, D po volji odaberive konstante. Iz uvjeta (3) imamo: X (0)=01 X H=0
jz &ega slijedi caje C=0isin Al 0 (jer D ne moZe istodobno sa C biti jednak nuli). Prema

T
tome je Ax = - gdje je k cio broj.
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Lako se moZemo uvjeriti da ne smanjujemo opéenitost ako za % uzmemo samo
pozitivne vrijednosti (k= 1, 2, 3,...). Svakoj vrijednosti A, odgovara partikularno rje$enje

kan . kan i
up = { Ay cos - L + By sin Tz sin R
koje zadovoljava rubne uvjete (3).
Postavimo red

x kamt . kamt\ | kpx
u= Z Ajpcos —— + Bpsin —— | sin —,
P ! 1 !
kojeg suma, otigledno, zadovoljava jednadibu (2) i rubne uvjete (3).
Izaberimo konstante A i B, tako da suma reda zadovoljava poletne uvjete (4).
Kako je
ou X kan karnt kamt kax
— = ~— | — Agsin —— + B cos — | sin —
o k;z( R £ 1)’1’
to za t=0 dobivamo

bt k 4n
u(x, 0)=k§=:[Aksin %xs I_“-’x(l—x)

ou(x, 0) ® kanw krx
—_— = ~— Bpsin — =0.
o k;l 7 Brsin 0

1z toga slijedi da za odredivanje koeficijenata A, i B, treba razviti u Fourierov red po

. .. 4h . . Bu(x, 0)
samim sinusima funkciju u (x, 0) = ?x(l—x) i funkciju T= 0
14
Po poznatim formulama (glava VII1.4.3°) imamo:
|
2 (4h ; . kax 324
Ay = T ﬁ-x( — x)sin E dx = ity

0
ako je & neparno, i Ay =0, ako je % parno;

|

Bo— = [0.5in ™ dax=0, B,—0

T k—T ~S]l’17 x =0, L= U.
0

TraZeno rjeSenje e bir
@2n+1)ant
cos

k) Thind ! i @n+ 1awx
= mn Y
Sy (2n4 1) 1

3103*. U pocetnom trenutku r=0 je Zica, koja je uévrééena na krajevima x =0
. . o . .o . . .
I x =1/, imala oblik sinusoide « = A4 sin -l—, pri ¢emu su brzine njenih tacaka

bile jednake nuli. Nadite oblik Zice u trenutku r.

23 Demidovié¢: Zadaci
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3104*. U pocetnom trenutku ¢ =0 tatke pravocrtne Zice 0<x< ! dobile su brzinu

0 . . .
Sli =] . Nadite oblik Zice u trenutku z, ako su njent krajevi x=0ix=I
L

udvrééeni (vidite zadatak 3103).

3105*%. Zica duljine /=100 cm ucvri¢ena na krajevima x=0 i x=1/ u pocetnom
trenutku potegnuta je u tacki x =350 cm na udaljenost #=2 cm, a zatim
ispustena bez udarca. Odredite oblik Zice u bilo kom trenutku z.

3106*. Pri uzduznom titranju tanke homogene ravne Sipke kojoj se os poklapa s
osi OX, pomak #=1u (x, t) poprecnog presjeka Sipke s apscisom x u trenutku
1 zadovoljava jednadZzbu

2

QO
=

*u 3

.alz = q

[

~
~

X

gdje je a®*= E (E je Youngov modul, p gustoda $ipke). Odredite uzduzna

titranja elasti¢ne horizontalne $ipke duljine 1=100 c¢m uklijeStene na kraju
x =0 i potegnute na kraju x==100 na duljinu A/=1 cm, a zatim otpustenc
bez udarca.

3107*. Za ravnu homogenu sipku kojoj se os poklapa s osi OX, temperatura
u=u(x, {) u presjeku s apscisom x u trenutku ¢ kada nema izvora topline
zadovoljava jednadzbu vodenja topline

du ,0%u
AP St
ot ox?

gdje je a konstanta, Odredite raspored temperature za bilo koji trenutak
¢ u §ipki dugoj /=100 cm ako je poznata pocetna razdioba temperature

u(x, 0) = 0,01x (100 —x).



GLAVA X

PRIBLIZNI RACUN

1. Ratunanje s pribliZnim vrijednostima

1° Apsolutna pogreska. Apsolutrnom pogreskom (apsolutnom greskom )} pribliznog broja
a koji zamjenjuje taan broj 4, nazivamo apsolutnu vrijednost njihove medusobne razlike. Broj
A, koji zadovoljava nejednadibu

|4 —al <A, (D

nazivamo krajnjom apsolutniom pogreskom. Taéni broj A nalazi se u granicama a— A< A<a+A
ili krate 4 =a+ A.

2% Relativna pogreska. Pod relativiom pogreskom (relativnom greskom) pribliznog broja
a, koji zamjenjuje talan broj A4 (4>0), razumijevamo omjer apsolutne pogreike broja a i tanog
broja A. Broj 8 koji zadovoljava nejednadibu

|A—al
Rk, 2

nazivamo krajujom relativnom pogreskom pribliznog broja a. Kako je u praksi A~a to za krajnju

relaivnu  pogreSku esto uzimamo broj § = — .
a
3 . Broj taénih decimalnih znamenaka. Kazemo da pozitivan priblizan broj a, napisan
v obliku decimalnog razvoja, ima n racmih decimalnih znamenaka (brojaka) u wufem smislu, ako

] .
apsolutna pogreska tog broja ne prelazi B jedinice n-tog reda. Kada je n> | tada za krajnju re-
lativnu pogresku mozemo uzeti broj

n—1
s= (Y7
2k \10

A : Loy
gdje je % prva znalajna brojka broja a. Obrnuto, kada znamo da e dl — —) , tada
2(k+1) \10

broj a ima » ta&nih decimalnih znamenaka u uZem smislu. Napose ce broj a bezuvijetno imati n

10

Ako apsolutna pogreika pribliznog broja a nije veéa od jedinice posljednjeg reda (takvi
su na primjer brojevi koji se pojavljuju pri mjerenju s taénosti do odgovarajucée jedinice), onda
kaZemo da su sve decimalne znamenkextog pribliZznog broja taéne u firem smislu. Kada u kona&nom
rezultatu pribliznog ratuna imamo viSe znadajnih brojaka, tada obi¢no posljednju brojku zaokru-
Zujemo tako da sve preostale brojke budu tagme u usem ili Sirem smislu.

U daljnjem ¢emo pretpostaviti da su sve brojke napisanih pofetnih podataka tane u uzem
smislu (ako nije drukéije dogovoreno). Rezultati medurauna mogu medutim imati jednu do dvije
rezervne brojke.

Napomenimo da su primjeri ovog paragrafa u pravilu konaéni rezultati rauna i prema
tome su odgovori pribliZni brojevi u kojima su sadrZane samo ta&ne decimalpe znamenke.

U daljnjim uvodnim izlaganjima bit ée dane samo kratke upute: detaljnije treba potraziti
u specijalpoj literaturi.

1/ 1\
taénih znamenaka u uZem smislu ako je & < Bt E

23+
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4°. Zbrajanje i oduzimanje pribliznil brojeva. Krajnja apsolutna pogreska algebarskog
zbroja vise brojeva jednaka je zbroju krajnjih apsolutnih pogredaka tih brojeva. Prema tome, da
bismo u zbroju malog broja pribliznih brojeva sa samim tainim decimalnim znamenkama imali
samo talne brojke (barem u 3irem smislu) treba prikratiti sve pribrojnike po uzoru na onog prib-
brojnika kojemu je-decimalni zapis prekinut prije nego kod ostalih, satuvavii u svakom od mjih
rezervnu znamenku. Nakon toga zbrojimo dobivene brojeve kao tafne i zaokruZimo sumu na
jednu znamenku.

Ako %Zelimo zbrojiti nezaokruZene priblizne brojeve, treba da ih zaokruZimo tako da u
svakom pribrojniku zadrZzimo jednu do dvije rezervne znamenke, a zatim, da se ravnamo prema
prije navedenom pravilu zbrajanja, zadrzavéi odgovarajuée suvisne znamenke do kraja raluna.

Primjer /. 21521+ 14,1824+21,4 = 215,2(1)-1- 14,1(8) +21,4 = 250,8. .
~ Relativna pogre§ka zbroja pozitivnih pribrojnika nije ve¢a od najvece relativne pogreske
pojedinih pribrojnika.
Relativna pogre¥ka razlike ne pokorava se obiénom odbijanju. U tome pogledu narotito
je neugodna razlika dvaju bliskih brojeva.

Primjer 2. Pri oduzimanju pribliznih brojeva 6,135 1 6,131 sa Cetiri talne decimalne znamenke
[ (
> 0,001 + 3 0,001 |
dobivamo razliku 0,004. Krajnja relativna pogreska je 8=- —0»004— = 7 =0,25;
) >

prema tome ni jedna znamenka razlike nije pouzdana. Stoga po mogucnosti treba izbje-
gavati odbijanje medusobno bliskih pribliznih brojeva i u slucaju potrebe transformirati
zadanj izraz tako da se ta nepoZclina operacija izbjegne.

5. MnoZenje i dijeljenje pribliZnih brojeva. Krajnja relativna pogreska produkta
i kvocijenta pribliznih brojeva jednaka je zbroju krajnjih relativnih pogre3aka tih brojeva. Na osnovu
toga i primjenom pravila za broj tatnih znamenaka (3°), u rezultatu zadrZimo samo odredeni broj
znamenaka, ‘
Primjer 3. Produkt pribliznih brojeva 25,3 - 4,12 = 104,236.

Pretpostavimo da su sve znamenke u faktorima taéne pa dobivamo da je krajnja relativna

pogreska produkta

( 1
= — 0,01 + — 0,01 ~-0,003.
2.2 4.2 ’
Odatle dobivamo da su u produketu tri tane znamenke, i rezultat, ako je konacan, treba
napisati ovako: 25,3 -4,12=104 ili talnije 25,3-4,12 104,24+0,3.

6°. Potenciranje i korjenovanje pribliznih brojeva. Krajnja relativna pogreska m-te
potencije pribliZnog broja a je m-struka krajnja relativha pogreska tog broja.

Krajnja relativna pogreska m-tog korijena iz pribliznog broja a je —-ti dio krajnje relat-
vne pogredke broja a. m

7 . Odredivanje pogreske rezultata raznih matematickih operacija s pribliZznim

brojevima. Ako su Aagy, . ..., Aa, krajnje apsolutne pogredke pribliznih brojeva ag, ... ; @y
onda krajnju apsolutnu pogre§ku AS rezultata
S =f(a1! Tt an)

moZemo pribliZzno ocijeniti po formuli

AS= '?f'Aal+;.-+—g[‘Aan‘
da, da,
Krajnja relativna pogredka 8§ je tada
of| A 0 |
S=A_S=_f._‘l‘. _01%={_nfﬁ\al+...+mAam
IS [9a,| ISl da, If| | oa, da,
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Primjer 4. Izraunajmo § =In (10,3 -|-.Vﬁ§; priblizni brojevi 10,3 i1 4,4 tadni su u svim napisanim
znamenkama.

Rjeienje. Izradunajmo najprije krajnju apsolutnu pogresku AS u obliku: S=In (a-l—VlT),

1 | Ab |
AS= ——(Ag+— 22 1 Aa=Ab~—; [ad—20976...;
S a-l-]/b( 2t3 b) mame Sa 20

. L . . . 11 I
napifemo 2,1 jer je relativna pogreska pribliznog broja |/4, ~ T = %0 5
l g
apsolutna je pogreska tada ~ 2 - P =% i za desetinke moZemo jaméiti.

Prema tome je

1 1 1 1 1 1 ]
=—| =+ —- = (1—1——):—&0,005.
10,3 +2,1\20 2 202, 12,4-20 4,2 2604
Znali da ce stotinke biti taéne.
Sada provedimo ralun s jednom rezervnom znamenkom:
Ig (10,3 + |/ 4) ~1g 12,4 = 1,093; ln([03+|/ 4) =~ 10,93-2,303 = 2,517.
Dobivamo odgovor: 2,52.

sv__ e

] Utvrdlvan)e dopustivih pogreSaka pribliznih brojeva u matemati¢kim ope-
raciiama kada je zadana pogre$ka reznltata. Primjenom formula iz prethodnog stavka 7¢
kada su nam zadane vrijednosti AS ili S smatrajuéi pri tome da su svi parcijalni diferencijali

af Aag
| Aap 1li vrijednosti | — * " medusobno jednake, izratunamo dopustive apsolutne
oa | dapl U ) ‘
pogreike Aa, ..., Aa,,... pribliznih brojeva a,,..., a, ... , koji ulazc u matemati¢ku ope-

raciju (princip jednakih utjecaja).

Treba napomenuti da pr ratunanju dopustivih pogrefaka argumenata funkcija ponekad
nije pogodno primijeniti princip jednakih utjecaja jer to moZe znadit prakti¢ki neispunjive zahtjeve,
U tim sluajevima preporuca se razumna raspodjela pogresaka, po mogucénosti takva da sumarna
pogreska ne bude veca od 2zadane vrijednosti. Na taj nalin je, strogo uzevsi, postavljeni zadatak
neodreden,

Primjer 5. Volumen svaljkastog odsjelka« tj. tijela odsjeenog iz kruinog valjka ravninom koja
prolazi promjerom baze 2R pod kutom « prema bazi, raunamo po formuli

14 2 R3¢
= — a.
3 g

S kakvom taéno$cu treba izmjeriti polumjer Ra~60 cm i prikloni kut «, da volumen
valjkastog odsjetka bude odreden s taéno3¢u do 19,?

RjeSenje. Ako su AV, AR i Aa krajnje apsolutne pogreske vellcma V, R i a, onda je krajnja
relativna pogre$ka izratunatog volumena

3AR 2Axa i

R sin2x 100

. 3AR 1 i 2Aa 1 .
Stavimo - —- & — 1 — < —. Odarle je
R 200 sin 2« 200
R 60 cm sin 2« 1
£ — =~ = | mm. Ao < < — radijana ~ 9’.
600 600 400 400

Prema tome potrebnu tacnost odgovora od 19, osigurat ¢emo tako da polumjer izmjerimo
s talno$¢u do 1 mm, a prikloni kut a s ta¢no§¢u do 9.
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3108. U rezultatu mjerenja dobili ste ove priblizne brojeve, taéne u §irem smislu
u svim napisanim znamenkama:

a) 129 07'14"; b) 38,5 cm; c¢) 62,215 kg.
IzraCunajte njihove apsolutne i relativne pogreske.

3109. Izratunajte apsolutne i relativne pogre$ke pribliznih brojeva koji su taéni
-u uzem smislu u svim napisanim znamenkama:

a) 241,7; b) 0,035; c) 3,14.
3110. Odredite broj taénih znamenaka*) i prema tome napidite pribliZzne brojeve:
a) 48361 pri talnosti od 19%;
b) 14,9360 pri tacnosti od 19%,.
c) 592,8 pri tatnosti od 2% ;
3111, Zbrojite priblizne brojeve kojima su taéne sve napisane znamenke:
a) 25,386+0,49+3,10+0,5; b) 1,2:10% +41,7240,09;
c) 38,1+2,0+3,124.
3112. Oduzmite pribliZzne brojeve kojima su taéne sve napisane znamenke:
a) 1481 —63,871; b) 29,72—11,25; c) 34,22—34,21.

3113*, IzraCunajte razliku povr§ina dvaju kvadrata kojima su izmjerene stranice
sa 15,28 cm i 15,22 cm (s ta¢no$éu do 0,05 mm).

3114. Izralunajte podukt pribliznih brojeva kojima su taéne sve napisane znamenke:
a) 3,49-8,6; b) 25,1-1,743; c¢) 0,02-16,5.
Navedite moguée granice rezultata.

3115. Stranice pravokutnika su 4,02 m i 4,96 m (s ta¢no§¢u do 1 cm).
Izraunajte povréinu pravokutnika.

3116. Izralunajte kvocijent pribliznih brojeva kojima su taéne sve napisane zna-
menke:

a) 5,684:5,032: b) 0,144:1,2; c) 216:4.

3117. Katete pravokutnog trokuta su 12,10 cm i 25,21 cm (s ta¢nos¢u do 0,01
cm). Izralunajte tangens kuta nasuprot prve Katete.

3118. Izralunajte navedene potencije pribliznih brojeva (baze potencija tatne su
u svim znamenkama):

a) 0,4158%; b) 652°; c¢) 1,5%
3119. Stranica kvadrata je 45,3 cm (s ta¢no$¢u do 1 mm). Nadite povrsinu kvadrata.

*) Ta&nost znamenaka razumijeva se¢ u uzem smislu,
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3120. Izracunajte vrijednosti korijena (sve napisane znamenke radikanda su tacne):

a) V2,715; 6)3/65,2; ¢) /81,1,

3121. Polumijeri baza i izvodnica krnjeg stoSca su R = 23,64 cm+0,01 cm; » = 17,31
cm +0,01 cm; /=10,21 cm +0,01 cm; 7= 3,14. Prema tim podacima iz-
racunajte ukupnu povrSinu krnjeg sto$ca. Ocijenite apsolutnu i relativnu
pogresku rezultara,

3122. Hipotenuza pravokutnog trokuta je 15,4 cm -+0,1 cm; jedna kateta je 6,8
cm 40,I em. Kako tatno mozete iz tih podataka odrediti drugu katetu i
njoj susjedni Siljati kut? Nadite te vrijednosti.

3123. Izratunajte gusto¢u aluminija ako aluminijski valjak promjera 2 cm i visine
11 em ima masu 93,4 g. Relativna pogredka mijerenja duljine je 0,01, a rela-
tivna pogre$ka mjerenja mase je 0,001.

3124. IzraCunajte jakost struje ako je elektromotorna sila 221 V |-1 V, a otpor
809 Q +1 Q.

3125. Period titranja njihala duljine / jednak je

T=27r\/_1,
g

gdje je g ubrzanje sile teze. S kakvom ta¢no$éu treba izmjeriti duljinu njihala
kojem je period titranja priblizno 2 s, da bi se dobio period titranja s
relativnom pogreskom od 0,5%? Kako taéne moraju biti uzete vrijednosti
mig?

3126. Treba izmjeriti s tatno§¢u od 1% povrsinu plaita krnjeg stoica kojem su
polumjeri baza 2 m i 1 m, a izvodnica 5 m (priblizno). Kako taéno treba
izmjeriti polumjere i izvodnicu i s koliko znamenaka treba uzeti broj =?

3127. Za odredivanje Youngova modula iz provjesa grede pravokutnog presjeka
primjenuje se formula
Pp
E=L. iy
4 d’bs
gdje je / duljina grede, b je baza i d visina popreénog presjeka grede, s je
provjes, P je optereéenje. S kakvom tacnoiéu treba da izmjerite duljinu !/
1 provjes s, da pogreska od E ne bude veca od 5,5% pod uvjetom da je P

poznato s tacnos¢u do 0,1%, a vrijednosti d i b poznate su s taéno$éu do
1%, I~50 cm, sa2,5 cm?

2. Interpolacija funkcija

1. Newtonova formula interpolacije. Neka su x,, x,, ..., X, labli¢éne vrijednosti
argumenta kojih je raztika &= Ax; (Ax;=2x;,,—x;37 =0, 1,... n—1) konstantna (korak tablice)
a Y0, Y15 - « - » Y U pripadne vrijednosu funkcije y. Tada vrijednost funkcije y za meduvrijednost
argumenta x priblizno daje Newtonova formula interpolacije

~1 —1)...(qg—n+1
q(ql )Azy0+“_+g_(q ) '(q ntl) n
i n:

Y=Yyo+q-Ay, + Vos (1)

gdje je

q= s Ayo=y—yo a AZ}'OZA)H_A}’O»
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znace uzastopne konalne diferencije funkcije y. Za x —x; (t=0, 1,..., n) polinom (1) dobiva
pripadne tabliéne vrijednosti y; (¢+=0, 1, . . . , n). Kao poseban sluéaj Newtonove formule dobivamo:
zan = | linearnu interpolaciju, za n = 2 kvadratnu tnterpolaciju. Da bi se olak3ala upotreba Newtonove
formule preporuéljivo je prethodno sastaviti tablicu konaénih diferencija.

Ako je y=f(x) polinom =n-tog stupmja, onda je
Ary;=cost 1 A"Fly;=0

i prema tome je u tom sliléaju formula (1) taéna.
U opéem sludaju, kada f (x) ima neprekinutu derivaciju f *+1) (x) u intervalu [a, b] koji
sadrZi talke xg, X;,..., %, 1 x, tada pogre$ka formule (1) iznosi

R,,(X)=y— ZH:OQ(q_l)‘l'(q_l-l_l)Aiyo —

_ ne19(@—=1)...(q—n (n+1)
h (it D) (), (2)

gdje je ¢ neka meduvrijednost izmedu x; =0, 1,..., n) i x. U praksi je prikladnije upotrijebiti
pribliznu formulu A
An+ 1y0
R,(x) = (nH),q(q—l) - (g—n).

Ako se n moZe po volji odabrati, onda ga treba odabrati tako da bude diferencija A"+1y,~0
u granicama zadane taénosti, drugim rijeéima diferencije A”y, moraju biti konstantne u okviru
zadanog reda decimalnog mjesta,

Primjer ]. Nadimo sin 26°15’ koriste¢i se tabli¢nim podacima sin 26° = 0,43837, sin 27° = 0,45399,
sin 28°=0,46947.

RjeSenje. Sastavimo tablicu

d X Vi Ay; Ay,
0 26° 0,43837 1562 —14
1 27° 0,45399 1548
2 28° 0,46947
26°15"—26° 1
Ovdie je h=60, g= =2 _
60’ 4

Primijenimo formulu (1) i posluZimo se prvim redom tablice, pa imamo
1/1
! T (Z“j
sin 26° 15'=0,43837+ y 0,01562+- 2—|-(~0,00014) =0,44229.

Ocijenimo pogredku R,. Upotrijebimo formulu (2) i uzmimo u obzir da je |y <1 kada
je y =sin x, pa ¢emo imati

1/ 1

?(1—1)(74) =\ 71 I

PRI I P R R
3 180, 128 57,33 4

Tako su sve napisane znamenke sin 26°15" taéne,
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Pomoéu Newtonove formule mozemo takoder iz zadane meduvrijednosti funkcije y naéi
pripadnu vrijednost argumenta x (obrnuta interpolacija). U tu svrhu najprije odredujemo pri-
padnu vrijednost ¢ metodom postupnog pribliZavanja stavljajuéi:

g =220
Ay,
) (g(i) — 2 (1) (g(i) — D -
girn g 06O A% gOEOD. . @Oon D A,
2! Ay, n! Ay,

Za ¢ uzimamo zajednitku vrijednost (sa zadanom ta&no$éu!) dviju posljednjih pribliZenja
g =gm+1) Odatle je x=x,4+¢ - A.

G=0,1,2, ...

Primjer 2. Upotrebom tablice

x y=shx | Ay Ay
2,2 4,457 1,009 0,220
2,4 5,466 1,229
2,6 6,695

priblizno izracunajmo korijen jednadzbe sh x =35,
RyeSenje. Uzmimo da je y,=4,457 pa imamo
_ 54,457 0,543
© 1,009 1,009
0,538-0,462 0,220

q(o)

=0,538;
gD (1—g) A%y,

CEPONS —0,538 4+ 22> e 0,538 40,027 —0,565;
? 2 Avo 2 1,009 +
0,565-0,435 0,220
o =0,538-4 = I —0,538-+40,027-0,565.

Na taj nadin mozZemo uzeti da je
x=2,2+0,565-0,2=2,2 + 0,113 = 2,313.

2°. Lagrangeova formula interpolacije. U opéem sludaju polinom »-tog stupnja koji

za x = x; dobiva zadane vrijednosti y; (=0, 1,..., n) daje Lagrangeova formula interpolacije:
yo o)) (xmx,) (- x)(x=x). (x=x)
= Mo 0 |
(xo=x)(Xg=x3) ... (Xo = X,) (xp =Xo) (x; —X3) ... (X, = X,)
(x=xo)(x—x)) . (X=X )X =Xy ) (X —X,) vt

o= Xo) (X —x1) - (= X2 1) (Ot — X4 4) m(xk_x,.)-*
(x—x)(x—xy) ... (x—x,_)

(Xn_x())'(xn_xl) (xn_xn—l)

Yo

3128. Zadana je tablica vrijednosti za x i y:

x

!
1‘2(3

3y 15

3‘10

Sastavite tablicu konalnih diferencija funkcije y.
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3129. Sastavite tablicu razlika funkcije y =x3—5x24-x- -1 za vrijednosti x=1,
3,5,7,9, 11. Uvjerite se da su sve konacne diferencije tre¢eg reda medusobno
jednake.

3130*. Koriste¢i se konstantno$¢u diferencija Cetvrtog reda sastavite tablicu raz-
lika funkcije y = x*—10x®+2x%+43x za cijele vrijednosti x, unutar intervala
1 <x<10.

3131. Zadana je tablica

lg 1 = 0,000,
lg 2 = 0,301,
lg 3 =0,477,
Ig 4 = 0,602,
lg 5 =0,699.

IzraCunajte pomodéu linearne interpolacije brojeve: lg 1,7; 1g2,5; lg3,1;
lg 4,6.

3132, Zadana je tablica

sin 10° = 0,1736, sin 13° = 0,2250,
sin 11° = 0,1908, sin 14° = 0,2419,
sin 12° = 0,2079, sin 15° = 0,2588.

Upotpunite tablicu izratunav§i po Newtonovoj formuli (za n = 2) vrijednosti
sinusa za polustupnjeve.

3133. Sastavite Newtonov interpolacioni polinof_n za funkciju zadanu tablicom

x 0 1 2 3 4

y 1 4 s | 40 | 85
3134*. Sastavite Newtonov interpolacioni polinom za funkciju zadanu tablicom

X 2 4 6 8 10

y 3 1 27 | 50 | 83

Nadite y za x=15,5. Pri kojem x je y=20?

3135. Funkcija je zadana tablicom

—2

1‘2‘4
|

25 ‘ -8 i —15

Sastavite Lagrangeov interpolacioni polinom 1 nadite vrijednost y za x=0.

¥y
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3136. Pokusom su nadene vrijednosti skracenja opruge (x mm) u ovisnosti o opte-
re¢enju (P kp) te opruge:

x‘s

10‘15‘20 25‘30 35‘40

P 49 105 172 | 253 352 619 | 793

473

Nadite optereéenje koje skracuje oprugu za 14 mm.

3137, Zadana je tablica vrijednosti x i ¥

l‘3‘4‘5

y 1 -3 25 129 381

Izradunajte vrijednosti y za x=0,5 1 za x=2:
a) pomocu linearne interpolacije;
b) pomocu Lagrangeove formule.

3. Odredivanje realnih korijena jednadibi

1°. Utvrdivanje podetnih pribliZnih korijena. Priblizno odredivanje korijena zadane

jednadzbe
fx)=0 M

provodi se u dvije etape: 1) razludivanfe korijena tj. utvrdivanje po mogucnosti $to manjih intervala
u kojima se nalazi jedan i samo jedan korijen jednadZbe (1); 2) {gracunavanje horijena sa zadanim
stupnjem tacnosti.

Ako je funkcija f (x) definirana i neprekinuta u intervalu [a, b] i f(a) - f(b) <0, onda se
u intervalu [a, b) nalazi bar jedan korijen ¢ jednadzbe (f). Taj korijen je sigurno jedini, ako je
f (x)>0 ili f’ (x)<0 kada je a<x<b.

. Za priblizno radunanje korijena ¢ preporuéljivo je na milimetarskom papiru nacrtati graf
funkcije y = f (x). Apscise tataka u kojima graf funkcije sijece os OX korijeni su jednadzbe f (x) =0.
Ponekad je zgodno da zadanu jednadibu zamijenimo ekvivalentnom jednadzbom ¢ (x) — v (x).
Tada korijene jednadibe nalazimo kao apscise sjeciita tacaka grafova y=¢ (x) i y =y (x).

2°. Pravilo proporcionalnih dijelova metoda (tetiva). Ako se u intervalu [a, 5]
nalazi jedini korijen ¢ jednadzbe f (x) =0, a funkcija f (x) neprekinuta je u intervalu [a, 4], onda,
zamijenivii krivulju y = f (x) tetivom koja prolazi tackama (a; f(a)) 1 (b; f (b)), dobivamo prvu
aproksimaciju korijena

(@) |
J=a-—2 g (2)
= @Y

Da bismo dobili drugu aproksimaciju ¢, formulu (2) primijenimo na onaj odsjeak [a, ¢;] ili
[¢55 8] na &ijim krajevima funkcija f(x) ima vrijednosti suprotnih predznaka. Isto tako provodi se
naredna aproksimacija. Niz brojeva ¢, (n = 1, 2,...) konvergira ka korijenu ¢ .

lime, = £&.
n—*w
Racunanje aproksimacija ¢,, ¢, . . . opéenito treba provoditi sve dotle dok se ne prestanu

mijenjati decimalne znamenke koje ¢emo zadrZati u rezultatu (suglasno sa zadanim stupnjem tac-
nosti!); za meduradune treba uzeti jednu do dvije rezervne znamenke. To je opéenita napomena.
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~Ako funkcija f (x) ima neprekinutu prvu derivaciju f’ (x) razliitu od nule u intervalu
[a, b], onda za ocjenu apsolutne pogreske aproksimativnog korijena ¢, mozemo upotrijebiti formulu

|f (e

K—el < ,
H

gdje je p = min |f"(x)].

as<x<

3°. Newtonova metoda (metoda tangente). Ako je [/ (x) 01 /" (x) 70 za a <x <b,
pri éemu je f (a@)-f (0) <0, f (a) f” (a)>0, onda postupnu aproksimaciju x,, (n =0, 1, 2, . . .) korijena
¢ jednadibe f (x) = 0 provodimo po formulama .

Xy
Xo = a, x,,=x,,_,_—M (n=1,2.) (3)
j.(xn—l)
Uz dane pretpostavke niz x,, (n ='1) 2, ...) je monoton i
limx, =¢.
n=rw

Za ocjenu pogreike moZe nam posluziti formula

X
[x,— & glf(_")l‘
. H
gdje je p= min |f'(x)].

a<x<

Prakticki je prikladnije uptrijebiti jednostavnije formule
Xo = a, Xy = Xp_ 1 —f (X,_ 1) (n=1,2, .., 3"
1 .
gdje je o =m , koje nam daju otprilike istu taénost kao 1 formule (3).
a

Ako je f(B) f (b)>0, onda u formulama (3) i (3’) treba staviti x,= b.

4", Metoda iteracije. Neka je zadana jednadzba svedena na oblik

: x = g(x), (4)
gdje je |¢' (x)| <r<<1 (r je konstanta) za @ <x <b. Polazeé¢i od poletne vrijednosti x, koja pripada
intervalu [a, b] konstruirajmo niz brojeva x,, X;, . . . po ovom zakonu: )

. Xy =¢(x0)) X2 =(P(X1), R} X,.=97(X,,-[), (5)
Ako je a<x,<b (x=1, 2, ...), onda je limes
&= limx,
n— o

jedini korijen jednadzbe (4) u intervalu [a, b], tj. x,, Su postupna priblizenja korijena ¢.
Ocjenu. apsolutne pogreSke n-te aproksimacije x,, daje formula

X —X
|Emx,| <Pzl
—r

Prema tome, ako se x, i x,+, podudaraju s tatno$éu do ¢, onda ¢e krajnja apsolutna

€
pogreska za x, bit 1
—r
Za transformaciju jednadbe f(x) =0 u oblik (4) zamijenimo jednadZbu f(x) =0 ekvi-
- valentnom jednadibom

X =x—/1f(x),
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d
gdje broj A£0 odabiremo tako da funkeija i [x—Af ()] =1—Xf"(x) bude po apsolutnoj vrijed-
x

nosti mala u okolini tagke x, (na primjer moZemo staviti [ —af”’ (x,) = 0).
Primjer 1. Svedimo jednadzbu 2x—In x—4 -0 uz poCetnu aproksimaciju korijena x, - 2,5 na
oblik (4).
1 . .
Rjefenje. Ovdje je f(x)=2x—Inx—4; [(x)=2— —. Napilimo ekvivalentnu jednadzbu
¥ ;

x=x—X(2x—In x—4) i kao jednu od prikladnih vrijednosti A odaberimo broj 0,5 koji
je blizak korijenu jednadzbe

-

Prvotna jednadZba svodi se na oblik
x=x -0,5(2x— Inx—4)

1
=0, tj. blizak — ~0,6.
1,6

x=2,5 3

ih

1
x=2 —|--?- In x.

Primjer 2. Izratunajmo s taéno$éu do 0,01 korijen ¢ prethodne jednadzbe koji se nalazi izmedu
24 3.

[zraéunavanje korijena metodom iteracije. Koristedi se rezultatom primje-

ra | uvrstimo x,=2,5. Raunamo po formulama (5) s jednom rezervnom znamenkom.

|

x =2 -l——z- In 2,5 22,458,
1

Xy=2+ Bl In 2,458 ==2,450,
|

Xyg=2-+ —2— In 2,450 ~-2,448,

[
x=2+ ; In 2,448 ~2.448.
Tako je, ¢§~2,45 (proces daljnje aproksimacije moZemo skratiti jer se treca deci-
mala (tisuéinke) ustalila,
Qcijenimo pogresku. Ovdje je

[ 1
x)=2+—1In i o (x)=—.
% (x) 5 X % (%) 2

Smatrajuéi da sva pribliZenja leZe u intervalu [2,4; 2,5] dobivamo:

1
r=max (x)| = =0,21.
lo" (®)] 724
Prema tome krajnja apsolutna pogreska aproksimacije x, na osnovu rapije navedene prim-
jedbe je
0,001
=————=0,0012~20,001.
1—-0,21

Na taj nadéin taan korijen ¢ jednadZbe nalazi se u granicama
2,447 <£<2,449;
moZemo uzeti da je £€a2,45 pri &emu ¢e sve znamenke tog pribliznog broja biti tatne u
uZem smislu.
[zradunavanje korijena Newtonovom metodom. Ovdje je

1 1
f(x)=2x—Inx —4, ffx)=2——, f”(x)z—f
x X
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Na odsjedku 2 <x <3 imamo: f/(x)>0 i f7(x)>0; f(2)F(3)<0; f(3)/7(3)>0.
Prema tome su uvjetl iz tacke 3° za x, =3 ispunjeni.

Uzmimo
1 —1
a=@__)=ma
3

Ra¢unamo po‘formulama (3") sa dvije rezervne znamepke
%, =3-0,6(2:3—In3—4) =2,4592;
X, = 2,4592—0,6(2:2,4592— In2,4592 - 4) = 2,448(;
%3 = 2,4481 —0,6(2-2,4481 —In2,4481 —4) = 2,4477;
xy = 2,4477—0,6 (2-2,4477— In 2,4477 —4) = 2,4475. -
"U toj etapi prekidamo radunanje jer se broj tisuc¢inki vi§e ne mijenja. Dajemo odgovor:
korijen je ¢ = 2,45. Ocjenu pogreike ne provodimo.

5'. Sistem sa dvije jednadZbe. Recimo da treba sa zadanom talnof¢u izralunati realne
korijene sisterna od dvije jednadZbe sa dvije nepoznanice

{fu,w=q
e(x, y) =0,

i neka podetna aproksimacija jednog rjeSenja (¢, ) tog sistema bude x=1xg, ¥ =y,.

Tu po&etnu aproksimaciju mozemo dobiti, na primjer, grafi¢ki konstrukcijom (u jednom te
istom sistemu Descartesovih koordinara) krivulja / (x, ¥)=01 ¢ (x, y)=0 1 odredivanjem koordi-
nata tacaka u kojima se sijeku te krivulje.

a) Newtonova metoda. Pretpostavimo da se funkcionalna determinanta

/= a(f, ¢
a(x, y)

ne poni§tava u blizini'poéeine aproskimacije x =x,, y =y,. Tada po Newtonovoj metodi prva ap-
roksimacija rjeSenja sistema (6) ima oblik x, =x,+%, »,=ys+B gdje su =, B, rjeSenja
sistema dviju linearnih jednadzbi

{ S (x0s Yo) + oSz (X0, Yo) + Bofy (Xos Vo) =0,
@ (X0, Vo) + @@y (X0, Vo) + Bowy (X0, Yo) = 0.
Drugu aproksimaciju dobivamo na isti naéin:
X=X+, Y=y, +B,
gdje su a,, B, rjeenja sistema linearnih jednadzbi
!f&hyn+mﬁupyo+mﬂ@byo=a
p(x; yy)+ dl(Px,(xls yo+ Bj?’yl(xl, ) =0.

Analogno dobivamo treéu i daljnje aproksimacije.

(6

b) Metoda iteracije. Za rjeSavanje sistema jednadZbi (6) moZemo primijeniti i metodu
iteracije, transformiranjem tog sistema u ekvivalentan oblik

{ x=F(x, y),

y=D(x, ), @

uz pretpostavku da je
| Fe(x, I+ 1DL0 I <r<ly [Fy(x, )] +1Dy(x, y)| <r<l (8)

u nekoj dvodimenzionalnoj okolini U pocetnog pribliZenja (x,, o) koja sadrzi i ta¢no rjeSenje (£, 3)
sistema.
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Niz pribliZenja (x,, 3,) (n =1, 2, . . .) koja konvergiraju k rje3enju (7) ili, $to je isto, k rje-
Senju sistema (6), nastaje po ovom zakonu:
Xy = F(xq, Yo), yi=D(xo, ¥o),
- X2=F(X1, yl): y2=¢(x1> yl)y
Xy = F(x3, y,), V3= P (X 1),

Ako svi (x,,, y,) pripadaju U, onda je lim x,=¢, limy,= 1.

11— co n—>w
Za transformaciju sistcma jednadzbi (6) u oblik (7) s poStivanjem uvjera (8) taj je nadin
preportucljiiv. Razmotrimo sistem jednadibi

[ af(x, p)+ Pop(x, y) =0,
| w(x 1)+ Se(x, 3) =0,
% B
Ys

x = x+af(x, p)+ Bo(x, y) = F(x, y),
y=y+yf(x, y) +dp(x, y)=d(x, y)

Izaberemo parametre «, B, y, 8 tako, da parcijalne derivacije funkcija FF(x,y) i @ (x,3)
budu jednake ili bliske nuli vz pocetnu aproksimaciju, tj. nadimo a, 8, y, 8 kao aproksimativna rje-
§enja sistema jednadzbi

ke * je ekvivalentan sistemu (6) pod uvjetom da je 0. Piscmo ga u obliku:

<

Il

L+ofi(xo. Yo) + o (xo, vo) =0,
afy (xo, Vo) + By, (X0, yo) =0,
e (X0, yo) + 09} (X0, vo) =0,

L+yfy (xo. ¥o) + 8, (x0, yo) = 0.

S tako odabranim parametrima a, 8, y, 8 uz pretpostavku da sc¢ parcijalne derivacije
funckija f(x, y) i ¢ (x, ¥) nc mijenjaju vrlo brzo u ckolini po&etne aproksimacije (x4, ¥,), uvjet (8)
¢e biti ispunjen.

Primjer 3. Dovedimo sistem jednadZbi
{ ¥ +y?—1=0,

x:‘—{}:O
uz poletnu aproksimaciju korijena x, = 0,8, y, = 0,55 na oblik (7).

Rjefenje. Ovdje je f(x:3) =x*+3°—1, o(%, y) =2~ [x(xo30) = 1.6 fy(0ye) = 1,1
Py (%ps ¥o) = 1,92, Qy(xm yo)=—1.

Napisimo sistem koji je ekvivalentan pofetnom,
@ (P43 1)+B (F—3)=0, (
Y (x2+y2—1)-i 8 (x*—y)=0

o sl#o)
Y, &
x4 (= DB (),
y=y+y @@+ =D+ (*—y).
Izaberimo kao pogodne broj¢ane vrijednosti a, 8, ¥ 1 § rjeSenje sistema jednadzbi
I+-1,604+1,92=0,

u obliku

1,la—B=0,
1,6 y+1,928=0,
1+ 1,1y—8=0,

tj. stavimo am~—0,3, Ba—0,3, y~—0,5, S~0,4.
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Tada sistem jednadZbi
{ x=x—0,3 (<143 —1) =0.3 (4 ),
y=y—05*+y2—1) +0,4 (x*—y),
koji je ekvivalentan podetnom, ima oblik (7) pri ¢emu ¢e u dovoljno maloj okolini tacke
(%03 ¥o) uvjet (8) biti ispunjen.

Metodom pokusa razludite realne korijene jednadzbi i pomocu pravila propor-
cionalnih dijelova izralunajte ih s tacnosti do 0,01.

3138. x*—x+1=0.. 3139, x*+0,5x— 1,55 = 0.
3140. x*—4x—1=0.

Polazeéi iz graficki nadenih podetnih aproksimacija, Newtonovom metodom
jzralunajte s taénod¢u do 0,01 realne korijene jednadzbi:

3141. x>—2x—5=0. 3142, 2x—Inx—4 =0.
1
3143. 2% = 4x. 3144. Igx = ’

SluZeé¢i se pocetnim aproksimacijama dobivenim grafi¢kim putem izraCunajte
metodom iteracije s taéno$¢u do 0,01 realne korijene jednadZbi:

3145, x> —5x+0,1 =0. 3146. 4x = cosx.
3147. x> ~x—-2=0.

Nadite grafi¢ki pocetne aproksimacije i izraCunajte s tatno$¢u do 0,01 realne
korijene jednadzbi i sisterna:

3148. x> —3x+1=0. 3149, x°—2x2+3x—5=0.
3150, x*+x*—2x—2=0. 3151, xInx—14 =0.
3152, x*+3x—0,5=0. 3153. 4x—7sinx = 0.
3154. x*4+2x—6=0. 3155, e5+e¢ **—4=0.
24y -1=0 Piy_4=
3156. { X +y=1=0, 3157, © Y 0,
x*—y=0. y—lgx—1=0.

3158. Izratunajte s taénoséu do 0,001 najmanji pozitivni korijen jednadzbe tg x =x.

3159. Izradunajte s talno$¢u do 0,0001 korijene jednadzbe x-thx=I[.

4. Numeriéko integriranje funkcija

1°. Trapezna formula. Za aproksimativno izraCunavanje integrala

N .
[f(x)dx
a
(f(x) je neprekinuta funkcija na [a, b]) razdijelimo podrucje integriranja [a, b] na n jednakih di-
b—a
jelova i izaberimo korak izracunavanja h=——. Neka su x;=x,+1h (x,=a, x,=b, 1=0, |,
n

2, ..., n) apscise djelista a y;,=f(x;) pripadne vrijednosti podintegralne funkcije » =f(x).
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‘Tada po trapeznoj formuli imamo:

b
t Vn
Jf(x)dxz11<%Ty+yl+y2+...+y,,_,) 1

s apsolutnom pogreikom
2

h
R, <—(b—-a)'M,,
12( )M,
gdje je M, = max |f(x)| za a<x<b.

Da postignemo zadanu ta&nost ¢ pri ratunanju integrala, korak ralunanja & odredujemo
iz nejednadZbe

12¢
h? < _— (2)

(b—a)yM,
tj. » mora imati red veli¢ine J/e. Dobivenu vrijednost / zaokruZujemo na manju vrijednost tako da

b—a

Ty

h

bude cio broj, nam daje broj razdjelaka n. Kada smo odredili % i po formuli (1), izraéunamo

integral odabravi vrijednosti podintegralne funkcije s jednom ili dvije rezervne decimalne zna-
menke.

2°. Simpsonova formula (formula parabole). Ako je n paran broj, onda s ozna-
kama prema 1° vrijedi Simpsonova formula

b

h
Jf(x)dxz ?[(yoﬂn) T4V st o F v )20 vet+ )] )

s apsolutnom pogreskom
4

h
R, <—b-a)M,, 4
180( M, 4)
gde je Mi;=max | f1V (x) , za a<x<b.

Da bi se osigurala zadana tacnost ¢, pri ralunanju integrala korak ra¢unanija 4 treba odrediti
1z nejednadzbe

ht

—(b—a)M, <, (5)

180
. . N .. . . y b—a
tj. korak 2 ima red wveliline ]/e_.Vn]ednost h zaokruiujemo na manju vrijednost, da 7= ——
bude cio paran broj; n

Napomena. Kako je odredivanje koraka racunanja 4 i s njime vezanog broja iz nejednadzbi
(2) 1 (5) opéenito dosta tesko, u praksi se h odreduje grubom procjenom. Zatim, kada dobijemo re-
zultat, udvostruéimo vrijednost #, tj. raspolovimo korak k. Ako se novi rezultat podudara s pret-
hodnim u decimalama koje smo zadr#ali, onda je ratun zavrien. U protivnom sluéaju taj po-
stupak ponovimo itd.

Za aproksimativno raCunanje apsolutne pogreske R Simpsonove kvadraturne formule (3)
mozemo takoder upotrijebiti Rungeov princip, prema kome je

R=|Z;Z|’
15

gdie su = i T rezulati ratunanja po formuli (3) suglasni koracima # i H =2k

24 Demidovid: Zadacl
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3160.

3161.

3162.

PRIBLIZNT RACUN X

Pod djelovanjem promjenljive sile F u smjeru osi OX materijalna tacka
se pomakla po osi OX iz poloZaja x =0 u polozaj x = 4. Izracunajte priblizno
rad A sile F ako je zadana tablica vrijednosti njenth modula F:

x 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

F 1,50 0,75 0,50 0,75 1,50 2,75 4,50 6,75 10,00

Raéunajte po trapeznoj formuli i po Simpsonovoj formuli.

. .
Izratunajte priblizno [ (3x2—4x) dx po trapeznoj formuli uzevdi n= 10,
0

Izratunajte taj integral taéno i nadite apsolutnu i relativnu pogresku rezul-
tata. Nadite gornju granicu A apsolutne pogreske ratuna kada je n=10
pomoéu formule za pogredku koja je navedena u tekstu.

1

) . . | xd S
Izralunajte s ta¢no8¢u do 10~ po Simpsonovoj fonnuhj %_ x{ uzevsi da je
x

0
n =10, Ustanovite gornju granicu A apsolutne pogreske koriste¢i se formulom
za pogreske koja je navedena u tekstu.

Izra¢unajte s tacno$éu do 0,01 ove odredene integrale:

-3163.

3165.

3167.

3169.

3171,

3173,

1 1

dx 3164. J dx
J1+x J1+x
0 0

; 2

[ dx

3166. [xlgxdx.

Ji+x3 { &
0
2 2

,.I A,

EX4x. 3168. |2 ¥ 4y,
L4 x v/ x
1 (4]
ﬂ‘ - 2’

S0 . 3170. [ X 4.
J X J x
] 1
z .
X 4. 3172, | dx.
J1+x J
o 0
. . . dx ..
Izralunajte s taéno¥éu do 0,01 nepravi integral 1 primjenom sup-
" _

1
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stitucije x = — . Provjerite ratun primjenom Simpsonove formule za integral
t

b +00
dx » gdje je b odabran. tako da bude < L 10-2,
142 14x2 2
i 6

\

3174. Ravninski lik omeden poluvalom sinusoide y =sin x i osi OX rotira oko osi
OX. Izratunajte po Simpsonovoj formuli s taénodéu do 0,01 volumen rota-
cionog tijela.

3175*. Izradunajte po Simpsonovoj formuli s taénodéu do 0,01 duljinu luka elipse
2 2
x + T A 1 koji se nalazi u prvom kvadrantu.
1 (0,6222)2

5. Numeritka integracija obiénih diferencijalnih jednadzbi

1°. Metoda postupnih pribliZenja (Picardova metoda). Neka je zadana diferenci-
alna jednadZba prvog reda

y'=1(xy (1)
s podetnim uvjctom Y=Y 22 x=2x,.
Rjefenje y (x) jednadibe (1) koja zadovoljava zadapi podetni uvjet moZemo opcenito pre-

dodid u obliku
y(x) = limy, (), @
gdje se postupna priblizenja y (x) odreduju po formulama
yb (x) =Yo»
‘ X
Vi{x) = yo + ff(x> Yioy (x))dx
Xo

(i=0, 1, 2,..).

Ako je desna strana f (x, ¥) definirana i neprekinuta u okolini

R{lx—xol<a, |y~yol<b}

iu toj okolini zadovoljava Lipschitzov wujet

(f( yy)) = f(x, p2)| <Ly, ~y,|

(L je konstanta), onda proces postupnih priblizenja (2) sigurno konvergira u intervalu

fx—xol ghs

gdje je b

h = min (a, ~)
) R M
i

M = m:xlf(x, Pl

240



372 ' PRIBLIZNI RACUN x

Pri tome je pogredka

1
| x—xq|""

(n+1)!

Rn=|y(x)_yn(x)|<ML" .
ako je samo
I X — XO | é h
Metodu postupnih priblizavanja (Picardovu metodu) s neznatnim promjenama oblika prim-

jenjujemo takoder na normalne sisteme diferencijalnih jednadZbi. Sto se tide diferencijalnih jed-
nadzbi visih redova, njih moZemo napisati u obliku sistema diferencijalnih jednadzbi.

2°. Metoda Runge-Kutta. Neka u zadanom intervalu x, <x <X treba naéi rielenje
y (x) zadatka (1) sa zadanim stupnjem tanosti €.
X—x,

Za to najprije odaberemo A= (korak ratunanja) podijelivii odsjetak [xo, X] na n

n
jednakih dijelova tako da bude k*<z. Djelifta x; odredujemo po formuli
X; = Xo+1ih (i=0,1,2, ..., n).

Poipadne vrijednosti y; =y (x;) traZene funkcije po metodi Runge-Kutta postupno se ratunaju po
frrmulama

Yis1 = Vit Ay,
1 . . ) ;
Ay; = Z(k&"+2k;"+ 2k + kD),
gdje je
i=0 12, .., n
6D = f(xi y) by

‘ h &
k(l)= x,--l-—, ‘+—1- hs
2 f( 5 y 5

; h K :
k) = (x,-+—, yi+—2)h, 3
3 5 5 3)

kD = f(x+h, yitk)h.
Metoda Runge-Kutta ima red tagnosti A'. Grubu ocjenu pogretke metode Runge-Kutta
u zadanom podrudju [x4, X) moZemo dobiti polaze¢i od Rungeova principa:
R - I yZm _y—m |
15

gdje su n =2 m, y;,, i 9, rezultati ratuna po shemi (3) s korakom # i_s korakom 24.
Metoda Runge-Kutta primjenljiva je takoder za rjeSavanje sisterna diferencijalnih jednadzbi

>

y=f(x, 3,2, z' =0y 2) @)
sa zadanim poletnim uvjetima: y =3, 2 =2 28 X = X;.

3°. Milneova metoda. Za rjefavanje zadatka (1) Milneovom merodom, polaze¢i od po-
etnih podataka y =y, za x =x, nadu se na bilo koji nalin postupne vrijednosti

Yy =y(xy), Y= y(x2), y3=y(xs)

trafene funkeije ¥ (x) (na primjer, moZemo se postuZiti razvojem rieSenja y (x) u red (gl. IX, 17)
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ili te vrijednosti moZemo naéi metodom postupnih priblizenja, ili primjenom metode Runge-

Kutta itd. Priblizenja y;i y; za iduce vrijednosti y; (=4, 5, ..., n) postupno nalazimo po
formulama
- 4h
Vi=VYi-at ?(2]1'—3 —fic2 2 i)
A (5)
Vi=VYi-2t+ ?(fi"""fi—l'l'fi—z)a
gdje je

Ji=S (s pi) i f: = f(x;, i)

Radi kontrole izratunamo vrijednost
1
& =—Iyi=¥l (&)
29 ‘

Ako €; nije veéi od jedinice B_osliednjcg decimalnog mjesta 10 - koje smo u odgovoru za-
drzali zay (x), onda za y; izaberemo y; i prijedemo na ratunanje idude vrijednosti Yi; ponavljanjem
postupka. Ako je pak &;>10=™ onda moramo poteti ispoletka skrativsj korak ra¢unanja. Veli¢ina
potetnog koraka priblizno se odreduje iz nejednadzibe A*<<10="

Za riedavanje sistema (4) Milneove formule piSemo odvojeno za funkcije y (x) 1 2z (x). Po-
redaj raCunanja isti vie kao prethodni.
Primjer 1. Zadana je diferencijalna jednadiba y'=y—x s pocetnim uvjetom y (0) =1,5. Tzralu=

najmo s taénoséu do 0,01 vrijednost rjeSenja te jednadibe za vrijednost argumenta x = 1,5.
Raunat ¢emo kombiniranom metodom Runge-Kutta i Milnea,

Rjesenje. Izaberimo poletni korak radunanja % iz uvjeta 4*<0,01. Da izbjegnemo slozeno pisanje
za h, ostanimo kod k= 0,25. Tada &itavo podruéje integracije od x =0 do x=1,5 razdi-
jelimo na 3est jednakih dijelova duljine 0,25 pomocu tacaka xi (=0,1,2,3,4,5,6) ; pri-
padne vrijednosti rjesenja y i derivacije * ozna¢imo sa y, t 3;".

Prve tri vrijednosti ¥ (bez potetne) izratunamo metodom Runge-Kutta (po formulama
(3)); ostale tri vrijednosti vy, ¥5 i ¥¢ metodom Milnea (po formujama (5) ).

Vrijednost y, bit ¢e otigledno odgovor na zadatak.

Radun demo provesti sa dvije rezervne znamenke po odredenoj shemi sastavljenoj od
tablice 11 2 (na str. 374 i 375). Na kraju tablice 2 dobivamo odgovor.

Izradunavanje vrijednosti y,. Ovdje je

fle,y)=—x+y, x%=0, Yo=1,5, h=0,25.
Imamo

1
Ayy= o 7+ 267 42687+ )=

1
= (0.3750+2:0,3906+-2.0,3926+ 0,4106) = 0,3920;
B0 = 1 (x4, y5) h=(—0+1,5000) 0,25=0,3750;
k(o)
1

h
kgo)=f %+ IR Yot

3 ) h=(—0,12541,5000+-0,1875) 0,25=0,3906;

k(o)
; )h:(—0,125+1,5000+0,1953) 0,25=0,3926;

h
k(ao)=f(xo‘|' 5) y0+

KO = f gty yo+ k) h=(—0,25+1,5000+ 0,3926) 0,25+0,4106;;

3, =Yo+ Ayg = 1,5000+0,3920 = 1,8920 (prve tri znamenke u ovom pribliZznom broju su
pouzdane).
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Analogno rafunamo vrijednosti y; i y;. Rezultati ratuna uneseni su u tablicu 1,

Tablica 1. Izratunavanje y,, y,, ys metodom Runge —Kutta
f (% y)=—x+y; h=025

h
Vrijed- ; \f(’_‘”fz’ ,
nost x; Y 38 0 HD
i ¥ =1 (%, 9) yit kl_)
1
2
0 0 1,5000 1,5000 | 0,3750 1,5625 | 0,3906
1 0,25 1,8920 1,6420 | 0,4105 1,7223 | 0,4306
2 0,50 2,3243 1,8243 | 0,4561 1,9273 | 04818
3 0,75 2,8084 2,0584 | 0.5146 2,1907 | 0,5477

b
Vrijed- | (x, t2

¢ ) S Gath, () Ay; ,
nes kgi)) k5 PRITN 3 Py Yit1
Vit —
2
0 1,5703 0,3926 1,6426 0,4106 0,3920 1,8920
1 1,7323 0,4331 1,8251 0,4562 0,4323 2,3243
2 1,9402 0,4850 2,0593 0,5148 0,4841 2,8084
3 2,2073 | 0,5518 2,3602 0,5900 0,5506 3,3590
Izralunavanje vrijednosti Yy Imamo: f(x,y)=—x+y, k=025, xg=1;
¥o=1,5000, ¥,=1,8920, ¥a=2,3243, ¥3=2,8084;
¥,=1,5000, y; =1,6420, ya=1,8143, pe=2,0584.

Primjenom formule (5) dobivamo:
4-0
3

_ ., ., 25
y4=yo+7(2y1—y,+2y3)= 1,5000-+——— (21,6420 — 1,824342.2,0584) — 3,3588;

Je=1 (s )= —1+3,3588=2,3588;

- ko, P 0,25
34=y2+3 (s +4ys+y5) = 2,3243+ %(2,3588+4-2,0584+1,8243)=3,3590;

|7a=5: _ [3,3588—3,3590  0,0002
T 29 T 29

| .
~7.10-% <3 -0,001;

prema tome nije potrebno revidirat korak ratunanja:

Dobivamo y,= y=4 =13,3590 (prve tri znamenke u ovoj aproksimaciji su pouzdane). )
Analogno éemo rafunati vrijednosti Y5 1 yg. Rezultati raduna uneseni su u tablicu 2.
Tako konaéno imamo:

¥ (1,5)=4,74.
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4°. Adamsova metoda. Za rjesavanje zadatka (1) Adamsovom metodom polazimo od
pocetnih podataka ¥.(x0) =y, i nademo na bilo koji natin ove tri vrijednosti traZene funkcije y (x):

Yyr=y(x) = y(xo+h), Y2 = y(x2) = y(xo+2h), Y3 =y(x3) = y(xq+3h)

(te tri vrijednosti moZemo nadi, na primjer, pomocu razvoja y (x) u red potencija (glava IX, 16)
ili metodom postupnih priblizenja (1°) ili pak metodom Runge-Kutta (2°) i t. sl.).

Pomocu brojeva x,, xi, X, %3 i vy, Y1s Y2s ¥y 1zracunamo vrijednosti gy, ¢y, ¢, 4, gdje su
‘10=h})(l)=hf(-\'os Vo), ~q1=hy'1=hf(x1, Y1)
Q2 =hyy =hf(x5 v3). g5 =hyy = hf(x;, ).

Zatim sastavimo dijagonalnu tablicu konaénih diferencija veli¢ina q:

Ay— ) q% Ag— Arg = Ag=
Y =y iy, | YT =Y =004, | = Bgyi—Bg, |= At~ A,
Xo | o Ay, S (05 o) 0 Agy Ag, | Adg,
Xy 4t Ay, S ) ‘A Ag, Azrgy A3,
Xe | Do A RECIN g Ag. Atg, Adg,
X3 | Ya Ay, S (255 33) s Ag, Arqy :
Xy Y Ay, f(xfay.a) as Agq
E A A Ay, S (x5 35) 9s
X | e

Adamsova metoda sastoji se u produZenju dijagonalne rtablice diferencija pomoéu
Adamsove formule

L
12

Tako, upotrebom brojeva g,, Ag,, A*g,, A%g, koji su u rablici diferencija rasporedeni po

1 3
Ay, =g, + 3 Ag,_, + —=A%q,_, + EAJQH- (7)

1 5
dijagonali, pomoc¢u formule (7) u kojoj stavimo n = 3, izraunamo Ay, = qt,+E Age+ ENQH-

3 .. N . o
+ gA“qo, Kada smo nasli vrijednost Ayy, raéunamo y, =y, + A_ya. Kada pak znamo x, i y,, izradu-

namo g; = hf (x4, y4), unesemo y,, Ay, 1ig, u tablicu diferencija i dopunimo je zatim kona&nim dife-
rencijama Ag;, A%y, A%, koje zajedno sa g, Eine novu dijagonalu, paralelnu prethodnoj.

Zatim, upotrebom brojeva iz nove dijagonale pomoc¢u formute (7) u kojoj stavirno n=4
izratunamo Ay, ys i ¢; i dobijemo daljnju dijagonalu ¢, Ag,, A%g;, A%g,. Pomoéu te dijagonale
izraCunamo vrijednost y, traZzenog rjefenja y (x) itd. y

Adamsova formula (7) za izratunavanje Ay polazi od pretpostavke da su treée kona_éne di-
ferencije A%q konstantne. Suglasno tome vrijednost 4 podetnog koraka ratunanja odreduje se iz
nejednadibe A'<10-m (ako Zelimo dobiti vrijednost y (x) s talno¥éu do 10 —m),
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U tome smistu je Adamsova formula (7) ekvivalentna formuli Milnea (5) 1 formulama Run-
ge-Kutta (3).

Ocjena pogreske za Adamsovu metodu je sloZena i prakti¢ki nekorisna, jer opéenito daje
znatno previsoke vrijednosti. U praksi promatramo tre¢e konatne diferencije i izaberemo korak
teko malen da se susjedne razlike A%g; i A%, ., medusobno razlikuju najvife za jednu do dvije jedi-
nice zadanog reda taénosti (ne ratunajuéi rezervne znamenke).

Za povidenje tadnosti rezultata Adamsova formula se moze dopuniti ¢lanovima s &etvrtim
i vidim diferencijama veli¢ine ¢. Pri tome raste broj prvih vrijednosti funkcije ¥ koje su nam potreb-
ne za poletno popunjenje tablice. Adamsovu formulu poviene taénosti nedemo razmatrati,

Primjer 2. Izratunajmo kombiniranom metodom Runge-Kutta i Adamsa s tatnodéu do 0,01 vri-
jednosti rjefenja diferencijalne jednad¥be y’ =y—=x za x= 1,5 s podetnim uvjetom »(©0)=
=1,5 (v. primjer 6).

Rjefenje.” Sluzimo se vrijednostima y,, v, s, koje smo dobili u rjeSavanju primjera 1. Njihovo iz-
ratunavanje vidimo iz tablice 1. Iduée vrijednosti y,, y;, v, izrakunat éemo Adamsovom
metodom (v. tablice 3 i 4).

Tablica 3. Osnovna tablica za izralunavanje y,, y;, ¥ Adamsovom metodom ‘

SO, »)=—x+y; h=0,25
(kurzivom su oznaleni ulazni podact)

i X ¥i Ay; =fyéx:y,') a=y'h | Ag; Ag, Alg;
0 0 1,5000 1,5000 0,3750 0,0355 0,0101 0,0028
1 0,25 1,8920 1,6420 0,4105 0,0456 0,0129 0,0037
2 0,50 2,3243 1,8243 0,4561 0,0585 0,0166 0,0047
3 0,75 2,8084 0,5504 2,0584 0,5146 0,0751 0,0213
4 1,00 3,3588 0,6356 2,3588 0,5897 0,0964
5 1,25 3,9944 0,7450 2,7444 0,6861
6 1,50 4,7394
Odgovor: 4,74
Tablica 4. Pomo¢na tablica za izracunavanje Adamsovom metodom
1 5 3
Ayi=gi+ Agioyt T Algimpt o Adgi 4
1 5 3
Vrijednost % 7 B9 I Argi—g n A’gi g Ay
J .
3 0,5146 0,0293 0,0054 0,0011 0,5504
4 0,5897 0,0376 0,0069 0,0014 0,6356
5 0,6861 0,0482 0,0089 0,0018 0,7450

Vrijednost y, = 4,74 bit ée rezultat zadatka.
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Kada rjefavamo sistem (4), tada Adamsovu formulu (7) i shemu rauna pokazanu u tablici 3
primjenjujemo odvojeno za obje funkcije y (x) i z (x).

Nadite tri uzastopna priblizna rjefenja dalje navedenih diferencijalnih jed-
nadZbi i sistema:

3176. y' = x>+ y? y(0) = 0.

377, y=x+y+z, Z=y—z; y0) =1, x(0)= —2.

3178. y' = ~-y; y(@ =0, y'(0)=1

Metodom Runge-Kutta, uzev$i da je korak h=0,2, izratunajte pribliZno za
navedene intervale rjeSenja zadanih diferencijalnih jednadfbi i sistema:

3179. y'=y—x; y(0)=1,5 (0<x<l).

3180. y' = -~ 2, p(1)=1 (1<x<2)."
X
3181, y'==z+1, y@®=1, z(0)=1 O<x<l).

Primjenom kombinirane metode Runge-Kutta i Milnea ili Runge-Kutta
i Adamsa, izratunajte s tatno$¢u do 0,01 vrijednosti rjefenja dalje navedenih
diferencijalnih jednad?bi i sistema uz naznalene vrijednosti argumenta:

z'=y—x,

3182, y'=x+y; y=1za x=0. lzralunajte y za x =0,5.
3183. y' =x’+y; y=1za x=0. Izralunajte y za x = 1.
3184, y'=2y—3;, y=12za x=0. Izratunajte y za x =0,5.

3185. { y, = —x+2y+z,

z'=x+4+2y+3z; y=2, z=—2 za x=0. Izralunajte y i z za x=0,5.
3186. { y=-¥-z .
Z'=y—z;, y=2, z=~-1za x=0. Izradunajte y i z za x=0,5.

3187. y' =2—y;
3188. y’y'+1=0; y=1, y =0z x=1.

d*x X
—— T - cos 2t =
dt 2

y=2, y'=—-12zax=0. IzraCunajte y za x=1.

Izratunajte y za x = 1,5.

3189. 0; x=0, x'=1 za t=0. Nadite x(m) i ¥ (%).

6. PribliZno izradunavanje Fourierovih koeficijenata-
Shema 12 ordinata. Neka su y,=f(x,) (n=0, [, ..., 12) vrijednost funkcije y = f (x)

™
u ekvidistantnim tatkama x, = n odsjecka [0, 27] pri demu je y,=y,;. Sastavimo tablice:

Yo Y1 Y2 V3 Va Vs Ve
Y11 Yo Yo I V2
Suma (¥) Uy Uy Uy Uy Wy U U
Razlika (A) Uy Vs V3 Uy Vs
Uy Uy Uy Uy vy Vg vy
Us Uy Uy Vs Vg
Sume So Sy S S Sume oy 0g Oy
Razlike ty U Iy Razlike Ty Ty
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Fourierovi koeficijenti a,, b, (n=0, 1, 2, 3) funkcije f (x) mogu se priblizno odrediti po
formulama:

6ay = so+ s+ 52+ 55, 65y =0,50,+0,8660;+ o5,

6a, = t,+0,866¢,+ 0,5t,, 65, =0,866 (7,1 14),
6ay = $—$3+0,5 (s,—53), 6by = 0y — 0y, (€))
6ay =t,—1y
V3 | 1
1

die je 0,866 = 4~ 1 — — —.
g Je 2~ Tio %

Imamo:
3

f (%) m.i;-f + Z (ap cos nx+by, sin nx).

n=1
No mogu se upotrijebiti i druge sheme. Da bi olak3ali ratunanje esto se sluzimo Sablonama.

Primjer. Nadimo Fourierov polinom za funkeiju y=f(x) (0 <x <2n) koja je zadana tablicom

Yo B2Y 2 Vs Y4 Y5 Vs Y2 Vs Yo Yio I

38 38 12 4 14 4 —18 | —23 | —27 | —24 8 32

RjeSenje. Sastavimo tablicu
38 38 12 4 14 4 —18
32 8 —24 —27 —23

38 70 20 —20 —13 —19 --18
6 4 28 41 27

38 70 20 —20 6 4 28
¥ _18 —19 —13 P21 4t
s 20 51 7 —20 s| 33 45 28
t 56 89 33 T | —21 =37

Po formulama (1) imamo:
ay=9,7; ay,=24,9; a;=10,3; 32=3,8;
b =13,9; by=—84; b3=0,8.
Prema tome je
£ (x)~44,8 + (24,9 cos x+ 13,9 sin x) + (10,3 cos 2x— 8,4 sin 2x) + (3,8 cos 3x+0,8 sin 3x).

Primjenom sheme sa 12 ordinata nadite Fourierove polinome za dalje na-
vedene funkcije koje su zadane u intervalu [0, 2=} tablicama svojih vrijed-
nosti koje odgovaraju jednako udaljenim vrijednostima argumenta (y, = Yo'

3190. y, = —7200 y, =4300  y¢ = 7400 Yo = 1600

y1 =300 y4=0 Y= —2250  y;o = 4500

y2 =700 ys = —5200 yg = 3850 yyy =250
3191. y, =0 V3= 9,72 Ve = 7,42 Vg = 5,60

y1 =668 vs =897 y, =681 V1o = 4,88

Y2 = 9,68 Ys = 8,18 Ys = 6,22 Y1 = 3,67
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3192 yo =2,714  ys=1,273  ye=0370  y, = —0,357
yy = 3,042 Yo=0788  y;=0,540 Yio = —0,437
Y, = 2,134 Y5 = 0,495 Vg = 0,191 Vi = 0,767

3193. Izralunajte nekoliko prvih Fourierovih koeficijenata po shemi sa 12 or-
dinata za ove funkcije:

2) f(x) = ﬁ(xs—znxmnzx) (0 <x <2m),
T
b) f(x) = %(x--ft)2 (0 <x 2n).

1



1.

3.
4.

5.

7.

9.

12,

13.
14.

15.

18.

21,

23.

26.

27.

28.

29,

37.

ODGOVORI

GLAVA 1

Rjefenje. Buduéi da je a=(a—b)+b, to je (a| <lja—bi+ |b]. Odatle je |a—b|>|al— b
i la—b| = b—al =|b|—|al. Prema tome je |a—b|>]|a|—|b||. Osim toga je la—b| = [a+
4+ (=b)I< |a|+{—bl =la}+1dl. - '

2) —2<x<4; b) x<—3, x>1; ¢) —1<x<0; d) x>0.
—24; —6;0; 05 0; 6.

t
5 1 Vi =t T+ 1) T+ 6. g;o,
f =t 2 B ()= —xt—xtl
x)=—— —. R =—x*— — x+1.
37T NEET T
1
0,4. 10. ;(x—!—lxl). 11. a) —1<x<+o0; b) —co<x< 00,

(—OO) —2); (_24 2); (2: +°°>-

a) —o<x<—)2, V2Z<x<+oo; b) 2=0, x> J2

—1 <x <2. Rjesenje. Mora biti 2+x—2x2 >0, ili x®2—x—2 <0, tj. (x-+1) (x—2)<0. Odatl
je x4 120, x—2<0, tj. —1 <x<2;ili x+1 <0, x~2>0, tj. x <—1, x >2 $to nije moguée®
Prema tome je —1 <x<2.
—2<x<0. 16, —oo<x<—1, 0<x<l. 17. —2<x<2.

1
—l<x<], 2<x< + o0, 19. —;sxsl. 20. 1< x<i00.

b <x < ket ;(k=o, 41, £2,..) 220 o () =2x'—5x2—10, ¢ (x) = — 3x*+6x.

a) parna; b) neparna; ¢) parna; d) neparna; e) neparna.

Uputa. Upotrijebite identitet f(x)=% [ + f(—0))1+ —;— [fC) — f(—x)).

2 2
a) Periodi¢na, T =3 n; b) periodi¢na, T =%; ¢) periodi¢na, = =n; d) periodina,

T = n; e) neperiodina.

b b
y=—x,2k0 je 0<x<c; y=0b, ako je c<x<a; S=?x’) ako je O0< x<¢c; S=bx—
¢ c .
be
— ?, ako je ¢ < x < a.

m=g,x za 0<x <h; m=qL+9, (x—14) ako je L, <x <l +1o; m=qli+gula+ gy (x—L—1y)
za Lh+lL<x<L+lL+I;=1.
o (b () =225 Y (p (1) = 2°. 30. . 3 (xf2n

” L )

— —; 0; —.

2 4
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39.

ODGOVORIT 38

"a) y=0z2a x=—1,y>022 x>—1,y<0zax<—1;b)y=0 zax=—1ix=2,y>0

2a —1<x<2,y<02z8 —oo<x<—1 i 2<x<+00; )y>02za —~o<x<+00; d)y=0"
za x=0, z=—V_§ 1 x=V3, y>0 za —V_3 <x<0 i V_3<x<+oo, y<0 ako je

—o<x<~ |3 i0<x<|3;e)y=0akojex=1,y>0akoje —oo<x<—1il<x<+ 00,
y<0 ako je O0<x<1.

a) =%0’-3)(—°°<y<+°°); b) x=}y+1 i x=— Vy+1 (-1<y<+oo);
9] x-—-VlTy'(—oo<y<+OO); d) x=2.10Y (~ o0 <y< + o0);
1 - -
e) *=3 gy (—? <y <E)'
x=3 ako je —oo< y<0; x=V; ako je 0<y <+ o0,
a) y=u"% u=2x—5; b) y=2% u =cosx; c) y=lgu, u=tgo, v=-’2i;d)y=arcsi.n u,
u=737% o=—xs N
a) y=sint x; b)y=arcth?x; Q) y=2(x*—1), za x| <1, i y=0 ako je |x|>1.
a) y = —~ cos x3, V_ﬂ<|xI<V2—1r; b) y=Ig (10—10%), ~oco<x<1; ©) y=§ ako je
—oo<x<0 i y=x ako je 0<x< + o0,
Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 1.
Uputa. Dopunom kvadratnog trinoma na puni kvadrat, dobivamo y =y;+a (x—x,)%,
gdje je xo=—5b/2a i y,=(dac—b%)/4a. Odatle izlazi da je traZeni graf parabola y=ax?
pomaknuta u smjeru osi OX za x, 1 u smjeru osi OY za y,.
Uputa. Vidjeti prilog VI, slika 2. 58. Upura. Vidjeti prilog VI, sl. 3.

m
Uputa. Graf je hiperbola y = —, pomaknuta u smjeru osi OX za x; i u smjeru osi OY
x

Za y,.

Uputa. Izdvojimo L cijeli dio, dobivan_xo y = ; — %3 (x + %) (vidjet br. 61).
Uputa. Vidjeti priloz VI, sl. 4. 67. Uputa, Vidjen prilog VI, sl. 5.
Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 6. 72. Uputa. Vidjed prilog VI, sl. 7.
Uputa. Vidjeti prilog VI, sl 8. 75. Uputa. Vidjeti prilog VI, sl 19,
Upura. Vidjeti prilog VI, st 23. 80. Upura. Vidjeti prilog VI, sl. 9.
Uputa. Vidjeti prilog VI, sl 9. 82. Uputa. Vidjed prilog VI, sk 10.
Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 10. 84. Uputa. Vidjet prilog VI, sl. 11.
Uputa. Vidjed prilog VI, sl. 11. 87. Uputa. Period funkcijeje T = 2n/n.

Uputa. TraZeni graf je sinusoida y =5 sin 2x s amplitudom 5 i periodom =, pomaknuta
udesno duZ osi OX za 1%.

Uputa. Staviv$i a=A cos ¢ i b= — A sin ¢, dobit ¢emo da je y=Asin (x—¢), gdje je
A=la*+b* i p=arctg (—%) U nafem primjeru je A = 10, p =0,927.

1
Uputa. costx = £y (1+4cos 2x).
Uputa. TraZeni graf je 2broj grafova y,==x i y,=sinx.
Uputa. Trajeni graf je produkt grafova y, =x i y,=sin .

Uputa. Funkcija je parna. Za x>0 odredimo tatke u kojima su 1)y =0; 2)y =1i3)y = —1.
Kada x—+ co, y—1.



165

101.
103.
105.
118.
120.
132.
134.
139.
141.

142,
144,
150.
151.

153.
156.

157.

159.

160.

161.
163.
164.

165.

ODGOVORI 383

Uputa. Vidjett prilog VI, sl. 14. 102, Upuia. Vidjeu prilog VI, sl. 15.
Uputa. Vidjeti prilog VI, sl 17. 104. Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 17.
Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 18. 107. Uputa. Vidjeu prilog VI, sl. 18.
Uputa: Vidjet prilog VI, sl 2. 118. Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 12.
Uputa. Vidjed prilog VI, sl. 13. 121. Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 13.
Uputa. Vidjeti prilog VI, sb. 30. 133. Upura. Vidjet prilog VI, sl. 32.
Upuza. Vidjeti prilog VI, sl. 31. 138. Upura. Vidjeu prilog VI, sl. 33,
Uputa. Vidjeu prilog VI, sl. 28. 140. Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 25.
Uputa. Sastavimo tablicu vrijednosti

14 0 1 2 3 -1 -2 -3

x 0 1 8 27 -1 | -8 —27

y 0 1 4 9 e 1 4 5

Konstruiramo li dobivene tatke (x, y) dobivamo traZenu krivulju (vidjeti prilog VI, sl. 7).
(Parametar ¢ se pritom geometrijski ne odvajal)

Vidjed prilog VI, sl. 19. 143. Vidjeti prilog VI, sl 27.
Vidjed prilog VI, sl. 29. 145. Vidjed prilog VI, sl. 22.
Vidjeti prilog VI, sl 28.

Uputa. Rijedtmo li jednadZbu po y, dobivamo y = :b|/25 —x*. Sada je lako po talkama
konstruirati traZenu krivulju. )

Vidjeti prilog VI, sl 21.

Vidjeti prilog VI, sl. 27. Dovoljno ie konstruirati tatke (x, y) koje pripadaju apscisama
a

x=0, & E.\ +a.

Uputa. Rijedimo li jednadibu po x, dobivamo x = 101lgy—y™). Odatle dobivamo taZke
(x, ) traZene krivulje dajuéi ordinatama y po volji odabrane vrijednosti (y>0) i prema
formuli (*) izra*unajuéi abscisu x. Treba imat na umu da lg y—>— oo kada y—~0.

Uputa. Prijelazom na polarne koordinate r=|x*43?itg ¢ = l,dobivamo dajer=e®
x

(vidjed prilog VI, sl. 32).

Uputa. Prijelazom na polarne koordinate x=rcose 1 y=rsing, dobivamo

si S
_3neHCOSe et prilog VI, sl. 32).
cos® p-+sin? ¢
F=3241,8C. 162, y=0,6x (10—x); ymax=15 za x=5.

ab | ab
y=3smx;ymu=3 Za x =

T

SRIE

1
a) x; = 3 %3 =2;b) x=0,68; c) x, =1,37, x,=10; d) x=0,40; ¢) x=1,50; f) x =0,86.

X =Ly=5%=53=2b) x;= =3, )y =—2; %= —2, yy=—3; x3=2, yy=3;
X4=3, y4=2; Q) %1=2,5,=2; %~31, ya~—2,5; d) x,~—3,6, yy~—3,1;5 xp~ —2,7,

V2. s» Vz

m
Y12,95 23829, y,x 1,8, 6,834, v, — 1,65 &) x, =7 Nn=Sih = g N=— =5
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166.

167.

168.
169.

170.

73.

177.

179.

183.
187,
191.

195.

199. °

203.

207.

211.

215.

219.

227.

231.

235.

» ol -
®

ODGOVORI

. 8) n=24; b) n>10; c)n =32,

—1=N. a) N=9; b) N=99; ¢) N=0999.

3= 3 (e<1). a) 0,02; b) 0,002; c) 0,0002.

166

a) Ig x<— N ako je 0<x <3 (N); b) 2*> N ako je x>X (N); ) I (I>N za |x|>X (N).

7
3b) 15¢) 25 d) —.
2) 0;b) 15 ¢) 25 )

174. 1.
1

178. 7 Upuia. Upotrijebite: 124224+ ... +n?

180. 0.

184. 0.

188. oo.

192. oo,
a—1

3a2

196.

200. 3.

204. 12.
1
2)x"

a
212, —.
2

208.

1
216. 2) ?si.n 2; b) 0.
220. 7.
224, «.

2
228, — .

m
1
232, ) (n*—m®).

2
236. —.

m

240. 1. 241. 1,

245. 0.

249, ¢,

1
171, —.
2

175. 3,

181. 1.

172. 1.
176. 1.

1
=—6—n(n+1)(2n+1).
182, 0.

185.
189.
193.

197.

201.

205.

209.

213.

217.

221,

225.

229.

233.

237.

242,

250.

72.
0.
— 2A

3x2

Njww| s

—

W
By

|
[NY RV

186.
180.
184.

198.

210.

214.

218.

222,

226.

230.

M7l
251,

w]u] NI—

Cos a.

el

w|)—~ u[-—

-
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252,

ODGOVORI 385
1 1 1
. . ; . x . . X ;
a) 1. Rjefenje. lim (cos x) = lim [1 — (1 — cos x)] * = lim |1 —2 sz__) =
x—0 x>0 x>0 2
2 sin? =
-2 2 sin? X
oy ) x im (— Z _“’]
= lim (1 — 2 sin? —) 2 sin‘i;-] = x>0 x . Buduéi da je
x>0 2
2
X . X
. sin —
2sin? — _ n 2 | %2 x o 1
lim | — =—2lim —|=—2.1 1lim— =0,t je im (cos x)* =
x—0 X x—0 x 4x x—~0 4 x>0
2

=e°=1; b) T . Rjefenje. Analogno naprijed pokazanom (primjer a) imamo,
e

2

—2sint Z X
1 Jim|_ "2 5 gintE sin=—|
lim (cos x)**=¢*>0\ 2/ Buduéi da je hm(“ 2 )= —20im|| __“ | ¥ |_
x—0 x—>0 x? x>0 x 4x2
i 1 9 z
=——, toje lim (cos x)=¢ 2=1:-
2 =0 e
253. In 2. 254. 10]ge. 255. 1. 256. 1.
1
257. BER 258. 1. Uputa. Uzmimo da je e*— | =¢«, gdje a—0.
259. In a. Uputa. Posluzimo se identitetom aq =elna,
1 _
260. In a. Uputa. Stavimo — = o, gdje a—0 (vidjeti primjer 259). 261. a—b.
n
1
262. 1. 263. a) 1; b) 5 264. a) —1; b) I. 265. a) —1; b) 1.
266. a) 1; b) 0. 267. a) 0; b) 1. 268. a) —1; b) 1. 269. a) —1; b) 1.
270. a) —o0; b) + oo.
271. RjeSenje. Ako je x Zkn (R =0, +1, +2,...), onda je cos® x< 1 iy=0; ako je pak x = kn,
onda je cos?x=11iy=].
1
272, y=x za 0<x<l; y =E za x=1; y=0 za x>1. 2738. y = |x|.
™ "
274. y=-~-~~5 za x<0; y=0 za x=0; y=—2- za x>0.
61
275. y=1 za 0<x<]; y=x za l<x<+ca. 276. — .
450
¢
277. x,—> — ;5 Xy—> 00, 278, 7. 279. 2nR.
é 1 &4 |
280, — . 281, 1— . 282, Vet
e—1 3 n . !
= . 284, lim ACn = —.
e”—~1 n—eo 3
ab . L x*+1
285. 3" 286. k=1, b=0; pravac y = x je asimptota krivulje y = ﬁ
X2
n
287. Q(,") = Q, (1+; » gdje je & koeficijent proporcionalnosti (,,zakon sloZenih kama-

tac); Qv = Qoekt.

25 Demidovié¢: Zadacl
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1
288. |x|> :; a) |x|>10; b) |x|>100; c) |x|>1000.

€
289. |x—l|<3 ako je 0<e<l; a) |x—1]<0,05; b) |x—1/<0,005; c) |x—1]<0,0005.

1 1 3
290. |x—2| <ﬁ= 5; a) §=0,1; b) §=0,01; c) &=0,001. 291. a) Drugi; b) tredi, ?, —2-
1 2
292. a) 1;b)2;¢)3. 283.a) 1; b) I; (9) ?; d) 2; e) 3. 285. Ne,
296. 15, 207, —1. 298, —1. 299, 3

300

a) 1,03 (1,0296); b) 0,985 (0,9849); ¢) 3,167 (3,1623). Uputa. )10 = J5+1 =3V1+%;
d) 10,954 (10,954).

1) 0,98 (0,9804); 2) 1,03 (1,0309); 3) 0,0095 (0,00952); 4) 3,875 (3,8730); 5) 1,12 (1,125);
6) 0,72 (0,7480); 7) 0,043 (0,04139).

301

303. 2) 2; b) 4; ©) ,d)——
307. Uputa. Ako je x>0 onda za |Ax|<x imamo |Vx+Ax—V;|=|Ax]/(]/x+Ax+V§)<

o <lAx|Yx,
309. Upuza. Upotrijebite nejednadZbu |cos (x+ Ax) — cos x| <|Ax].

310. a) x;é% + km, gdje je k cio broj; b) x7kn, gdje je & cio broj.

311. Uputa. Upotrijebite nejednadzbu ||x+ Ax|—|x|| <|Ax].
313. A=4. 314. f (0)=1. 315. Ne,

316. a) f(0)=n; b) f(O)—-— ©) f(0)=2; d) F(0)=2; e) f(0)=0; £)f () =1.

317. x =2, talka prekinutosti druge vrste. 318. x-— —1, tacka uklonjive prekinutost.
319, x = —2, ratka prekinu‘tosti druge vrste; x =2, tatka uklonjive prekinutosti.

320. x =0, tatka prekinutosti prve vrste.

321. a) x =0, tadka prekinutosti druge vrste; b) x =0, talka uklonjive prekinutosti.

322, x =0, tadka uklonjive prekinutosti, a x=4kn (k= +1, £2,...) su talke neizmjerne pre-
kinutosti.

323. x= 27kt % (=0, +1, +£2,...) su tatke neizmjerne prekinutosti.

324. x=Fkn(k=0, £1, +2,...) su tatke neizmjerne prekinutosti.
325. x =0, talka prekinutosti prve vrste.

326. x = —1, tatka uklonjive prekinutosti; x =1, tacka prekinutosti prve vrst.

327. x=—1, tatka prekinutosti druge vrst.

328. x =0, talka uklonjive prekinutosti. 329. x =1, tadka prekinutosd prve vrste.
330. x =3, tatka prekinutosti prve vrste. 332. x=1, tatka prekinutosti prve vrste.

333. Funkcija je neprekinuta.

334. a) x =0, ratka prekinutost prve vrsti; b) funkeija je neprekinuta; c) x = kw (k )e cio broj),
taCke prekinutosti prve vrste.
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335. a) x=~% (& je cijeli broj), tacke prekinutosti prve vrste; b) x =%k (k20 je cijeli broj), tadke
prekinutosti prve vrste.

337. Ne, jer je funkeija y =E (x) prekinuta za x= 1. 338. 1,53.
339. Upura. Pokazite da pri dovoljno velikom x, imamo P (—x,) P(x,)<0.

GLAVA II

341, g) 35 b) 0,215 ¢) A+ A, 342. o) 0,1; b) —3; ¢) Vatr-Va.
344, a) 624; 1560; b) 0,015 1005 ¢) —1; 0,000011.
345. a)aAx; a; b) 3x*Ax+3x (Ax)*+(Ax)%; 3x*+3xAx+ (Ax)%;
2Ax+ (Ax) 2+ Ax
O Tarbr Gt e’

d) Vx+Ax—Vx;

1
Vx—Ax—i—V;,

. 2*(2Ax—1 +Ax 1 A
&) 25 (2ax—1y; 2N Voopm TR L (8%
Ax x Ax x
346. a) —1; b) 0,1; &) —h; 0. 347. 21. 348. 15 cmy/s.
Ax)— Ax) —
349, 7,5. 350. M)_ 351, f/(x) = an )
Ax Ax—>0 Ax
352. 2 2% by 92 _ i 22 gdie ; litina kuta vrtnje u trenutk
. a) —; — = lim — e je ¢ ve a vr .
i P A‘_n;lo A gdje je ¢ veli¢ina ku je u trenutku z
AT dT . AT
353, a)—; b) — =lm — , gdje je T temperatura u trenutku z.
Ar d: At—=0 At
d A
354, —Q = lim —Q gdje je O kolitina tvari u trenutku r.

dt A0 AL’
355. 2) 27, 1) lim 27
s d) — m —.
Ax’ Ax—0 Ax

1 5 50
356. a) —EM—O,M; b) —2—1 ~-—-0,238; ¢) —-ZE@—O,249; Yx=93=—0,25.

357 . Ricten. | g (x+ Ax) —tg x i sin Ax
. sectx. nje. = lim = lim =
Jeseye Ax—+0 Ax Ax—0 Ax cos x cos (x + Ax)
sin Ax 1 1
= lIim - lim - = =sec? x.
Ax—+0 Ax  Ax—»0c0s x cos (x+ Ax) cos? x
358, &) 3x% by —=; o N —
' s £’ 2 l/}’ sin?x

1 8+Ax)—f(8) . V8+raAx-—V8
359. —. Rjefenje. f'(8) — lim J@HAD=/® lim V_=

12 Ax—»0 Ax Ax—>0 Ax

. 8+Ax—8 1 1
= lim

= llm =_——,
285>0 Ax [V8F Ax)+ VB + Ax)8+ V8] Ax~0 VBT Ax) + 28+ dx-td 12
360. f'(0)=—8, f'(1)=0, f(2)=0.

25°
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361. =x,=0; x,=23. Uputa. Jednadiba f’ (x) =/ (x) za zadanu funkciju ima oblik 3x?= x3%.

—1
362. 30 m/s. 363. 1,2. 364. —1. 365. f'(x) = —-

X
366. —1; 2; tg ¢ =3. Uputa. Koristimo se rezultatima primjera 3 i zadatka 365.

367. Rjefenje. 1) f/(0) = i Vg o1
N esenye. a = l11m =
Jeen Ax—0 Dx ax0fAx

]71+Ax—1

1
b) f’(l) = hm T_Z lim . =4 00;
Ax—=0 x Ax—>0 (Ax)‘
2k+1
cos ( T+ Ax) .
2k+1 IsinAx|
C) f/_ 7 (= 11 = = —1,
2 Ax—+—0 Ax Ax—>—0 Ax
2k+1 sin A [
f’+(—+) —pim 2RO 368, Sxt—12x342. 369. — 1 2x—2x".
2 Az—++0 Ax 3
15x2
370. 2ax+b. 371. — —-
6ax®
372. marm-t4-b (m-n) prn-1, 373. .
Varor
” R |
374. -5 375. 2x 3 —5x?% —3x-4,
X
4 I w2
376. 3 x 3, Uputa., y=xx3 =x3 . 377. 300 ,V;— ™ V;E .
bc—ad — 2x% — 6x + 25
378. ——. 379, —————
(c+dx)? (x2—5x+5)?
380, ¥ TP —
Toxrx—1)2 T Vra=Vay"
4
382. 5 cosx—3sinx. 383. — .
sin? 2x
_2 .
384, —— . 385. ?sinz.
(sin x— cos x)?
386. y'=0. 387. ctgx —— -
sin® x
388. arcsin x + ul . 389. x arctg x.
i/ 1 —x?
390. x%c*(x+7). 301, xe*.
av2, o 2 a0, 2%
. e = N p
394. ¢*(cos x—sin x). 395. x%*,
. x(2lnx—1)
396, ¢* (arcsm + j . 397. .
1—x2 In2 x
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2
398. 3x%lnx. 399. 34_1_2‘___
x  x¥ a2
2Inx 1
400. - —_ 401. shx+xchx.
xn10 x
2xchx—x?*sh x
402, ——— | 403, —th*x.
ch?x
—3(x1 h 9yt
404 (¢ In x+sh x ch x). 405, 2% '
x In? x-sh?x 1—oA

1 1 — V= =T Arch
406. —— Arsh x+ ———— arcsin x. 407. x x x

Vl—x’ |/I—}—x’ x’Vle ’

408‘-. 142x Arcth x‘ 410. S-a ax+b "_
(1—x2)? c ¢
411,  12ab- 18b%y. 412. 16x (3+2x%)3.
m3, 2! 414
C@x—1p :
bx?
4145 —.
V(a+bx?)? 416.
1—tg®x+1gt
g, BT 19,
cos?x
. —16c¢cos 2t .
420. 2—15 cos? x sin x. 421. ———. Upwta. x =sin—2t+cos-*z,
sin® 2¢
s -
422, % 423, %
(1—3 cos x)? cost x
3 cosx+2sin x 2cosx 3sinx
424, . 425, ———+ -
2 /15 sin x— 10 cos x 3Ysinx costx
1 1 . 3 (arcsin x)?
426. . 427, —
2|/l—x‘|/1+arcsinx 2 (1+x* |/arctg x Vl—ac3
—1 e*+xe*+1
428 -~ a9, STXOHL
(14 x?) (arctg x)? 2 Vxe"-i»x
2e¥—2%1n 2 Sintx a
430. — + . 432. (2x—5)Xcos (F—5x4+1)————.
IYQex—2%41)? x xtcos®—
x
433. —osin (ex+B). 434. sin (2t+ ).
€os X —1
435, —2— . 436.
sind x o x
sin? —
a
. , —2
437. x cos 2x?sin 3x2. 439, ————
x Jxt—1
—1 -1
440. ——. 441, ——
= T
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442,

448.

449,

452.

454.

455.

456.

464.

466.

469.

471.

474.

478.

482.

ODGOVORI
—1

T 443.
—2x 5% InS. 445.
sin 2¢42¢ ¢ cos 2¢ In 2. 447.

—2x
ctg x1ge. 450, 451.

1—x®

2

(*+5cosx) [1—x*—4 453.

(e*+5 sin x—4 arcsin x) Vl—x’
1 1
——t
Zleux-!-l 2 (Jx+%

- 10xe-*",

2% 102 (1 +x In 10).

442

—ex 2
1—e> 2-"‘_‘|‘7
2Inx 1
x  xzlnx
1 . 1
(I-I-hl‘x)x_r(l ++x?) arctg x

. . 3 x . ’
Rjefenje. v’ =(sin® 5x) cos? 3 +sin® 5x (cos’ §)=3 sin? S5x cos 5x-5 oos'% +

. x . 1 . 2
+ sin® 5x - 2 cos — (—sm _x_) — =15 sin? 5x cos 5x cos? r_z sin? 5x cos d sin — .
3 3 3 3 3 3

3
4x+3 x44x—6
. 457, — .
(x—2)? (x—3)°
1 x?
—_— 461, ——.
V@5 [T+

1

4

(x—1)*(x+2)"

2abmnxn=1 (@ bx"ym-1
(@—bxym+1

3x*+2 (a+b+c)x+ab+bc+ac
2Y+a) x+B) ity

20t + Y3+ 2.

1

sin® x cos? x. 475, ——— .
sin? x cos? x
3¢2 sin 23, 479. 3 cos x cos 2 x.
(e—pB)sin 2x
2 |/« sin® x+ B cos? r

1 arcsin x (2arccos x —arcsin x)

2 T—52

458.

462.

465.

487.

470.

472.

476.

480.

485.

x'l

(A—xtp
a+Vxyp
Vx

459.

4x® (a—2x3) (a—5x3).

©—1
(x+2)"

142y

488.

6V37’V(;v+ Dy)2

y—a

@ay — 377

10 tg 5x sec? Sx.

tgd x.

473.

477,

481.

x

x—1

N

YAy

a—3x

/1

x cos x2%,

cos 2x

sin® x
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486.

489.

492.

495.

498.

501.
503.

508.

511.

514.

516.

519.

522.

525.

527.

529.

531.

534.

537.

1
T4x2

a—x
Vm (a>0).
arcsin ]/?

sin o
1—2x cos a+x*

sin2 x

1+costx

2m?p 2ma”*+b)p~* @™ In a.

ea* sin Bx.

1 -
—Eytgx(l-l- Vcosxlna).

ODGOVORI 391
487, ‘xarccos x — 1 —x? 488. __1_ .
(1 =y Va<bxz
—_X
490. 2 [a2—x* (a>0). 9 —.
VZ:c-—x2
5 1
493. . 94, — .
[/T=25x* arcsin 5x xYI=In*x
1 X
496. —— . 497, 4x |/ ——.
5+4sinx b—x
499, % Ve 500. sin 2xesin’,
502. eat (o cosBr—Bsinfr).
504. ¢~* cos 3x. 505. x"-1g~"(n—2x%Ina).
ctgl
3 x In3
507.

1\ 7
(xsin—)
x

b 1 x
_2exkh 509, . st0. V% _
axt+-bx+c 1/4’—]—::5 1+ Vx
1 -2 1 x—1
e — 512, ———. 513. — —tg
]/2ax+x’ x In® x x® x
241l SIn (2 — 310 (e 1) 515, SFTl16xt19
_ ta. y= -2) — R . : .
dix—p  Pwa y=oinlx * =D (—2) (x—3)
! 517. Jr—a 518 —6
_— A —at, . .
sin® x cos x x (3—2x% In 3—22%)
In? b 2
_I3aln?(ax+b) 520 > 521, AN
ax+b J+a xt—a?
1 1+4-x2
Vasinln x. 523. —. 524, Vs X
sin®x x
x+1 3
. 526, ———— [2°resindxn 242 (1~arccos 3x)] .
21 Ji-oxt
xin ax sin® ax a cos ax cos bx-+b sin ax sin bx 1
3 cosbx In 3+ : . 528, ———.
cos? bx cos? bx 14 2sinx
1 1 In x 1
530. p— —_— .
x (1-+1n® x) JT==x% arcsin x x x[1—1n%x
1 2
- 832, —mM88¥——. 533, ——m8MH —.
x (141n%x) X'+ xt—2 cos x Jsin x
x2—3x 1 arcsin x
_ 535. . 536, —— .
xi—] 1+x° (1 —x2yr
6 sh® 2x - ch 2x. 538. eox(x ch Bx+ Bsh px). 539. 6th? 2x (1—th? 2x).
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540.

550.

554,

555.

561.
566.

567.

569.
571,
574.
576.

578.

581.

582,

586.

590.

ODGOVORI 540
2x 1 1
2 cth 2x. 541, —— 542, ———— | 543. .
Vary =t x [lnzx—1 cos 2x
-1 2
- . 545, . 546. x Arth x. 547. x Arshx.
sln x 1—x*
1
a)y'=1zax>0;y"=—12ax<0; ¥ (0) ne egzistira; b) 3’ =[2x|. 549, y’ = — .
x
, _f—1 za x<0, 1 V3_
S ) = o> 2a s50 552. — 4+ -—-. 553 6m

*2 ’ ’
39 /-U=1 f+(0)=0;

, , , 2,
a) f_(0)=—1, fL(0)=1; b) f-(0)=;:f+(0)=
d) fZ(O=f%()=0; & f_(0) i f4(0) ne egzistiraju.

-3
1- x. 556. 2+ x4 . 557, —1. 558. 0.

RjeSenje. Imamo y’ = e~* (1 —x). Bududéi daje e~ = X} toje y'= 1(1 —x)ilixy’ =y (1 —x).
x x

42 (1 +3x) + 20+ x) (F+3x) + 3 (x+ 1) (14 2x).

(x-+2) (5x2+ 19x-20) 568 x2—4x+2
10 (x+3F " 2 r_Da—2
Ixt45 3 2 570 (x=2)° (x2—Tx+ 1)
33+1) Voargn” (x~1) (x—2) (x—3) [/(x— ? (x—3)*
Sxitx—24 572. x* (1 +1n %) 573, =+ (142 In x)
. . x). . .
3(x—1)F (x4 2P (x+ 3y nx
T 55, 2% 11y
X ——— . X —_ -
e > nx
1 sin x
x"txx(—+lnx+h1’x). 577. x”‘“"(—-{—cosxlnx).
x X
. 1) 1 1
(cos x)*2 ¥ (cos x In cos x—sin x tg x). 579. [1+4+— ln(l-i—-— - R
x x 1+x
X
arcig In arct — .
( x)x[ e x+(1+x*)arctgx]
) 1 R 2 ) x = 10
VT arm Y Y T e O WS X
1+ 5e?
3 —2 —2u @
=, 583. . 584, — 585, L2710
2 t+1 | —1? 1—-26
2 -1 b
. sg7. 1 588. gt 589, ——.
s t(e2+1) a
3V

’

b -1 za <0,
- ;tg L. 591. — g 3., 592, y, = 1 za (>0,
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593. —2e%, 594. gz 596. |. 597, oo.
599, Ne. 600. Da, jer je jednadiba identitet. 601. %
b 2 2
602. — — . 603. — . YRS JT I | 7
aty 2 x*4+2y x
3
2 2 48
606. — | 2. 607. Y S e S L
x 3 (x*—yH+2xy 14 3xy*4-4y* 10—3 cos y
cos? 1 —x2—y2
609. —1. 610. 222 e 2 CTETY g e
I —x cos?y x 1+x24y2
1 1 y
613. 5 — - ) 614. 2y ¥ 615. > .
ey—1 x+y—1 x x—y
x+ [xirye Iny— 1
616. . o17. YTIVEHY e FIYTY Y e w05 by L oo
x—y ex—y it y2 yhnx—x «x 2
2
622. 45°;arcig 2~63°26". 623, 45°. 624. arctg — ~36°217.
e
625. (0; 20); (1; 15); (=25 —12). 626. (1; —3). 627. y=xt—x-+1.
— | 1
628. A=——". 629, | —; ——|. 631. —5=0; 2=0.
11 ( 8 16) ¥ =+
632. x—1=0; y=0.
1
633. a)y=2x;y= —-—2—- x;b) x—2y—1=0; 2x+y—2=0; ¢) 6x+2y—w=0; 2x—6y+3r=0;
d) y=x—1; y=1—x; € 2x+y—3=0; x—2y+1=0 za tatke (I; 1); 2x—y+3=0;
x+2y—1=0 za tatke (—1; 1). :
634. 7x—10y+6=0, 10x+7y—34=0.
2 2 .
635. y=0; (7+4) x+ (v—4) y — #_= 0.
636. 5x+6y—13=0, 6x—5y+21=0. 637. x+y—2=0.
1—x
638. U tacki (1;0): y=2x—2; y= 3 sutatki 2; 0):y=—x+2;y=x—2; u ta&k (3; 0)!
3—x
y=2x—6; y ==
639. 14x—13y+12=0; 13x+ 14y —41 =0.
x
640. Uputa. Jednadzba tangente je ™ + Ea =1. Prema tome tangenta sijete 0s OX u taZki
0 Yo
A (2%, 0) i os OY u talki B (0,2y,). Nademo li poloviite odsje¢ka AR, dobijemo tackn
(xo: yo)<
643. 40°36.
1
644. U tacki (0, 0) parabole se dodiruju; u taZki (1, 1) se sijeku pod kutom arctg 7 ~ 8°8’.
64? S=8,=2;¢ 2 )2 648, — |
N = =2;t=n= . . —
¢ n o2
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ODGOVORI 652

t 1 13 3 z
652. T=2asin—1tg —; N=2asin—; S,=2asin?— tg —; S,=asint.
2 2 2 2 2
653. arctg - 654. — 42
. arctg — . . = .
g % 2 ¢
655. S,=4n%; S, =a; t=2na|/l—i—41r”; n=al/l+4-rr25 tgu = 2.
a
856. S,=a; S,=—; 1 =|a+4; n=%'|/a“+P33 tg 1= — o
Po
3

657. 3 cm/s; 0; —9 cm/s. 658. 1[5 cm/s. 659. —5m/s.

. o I 4 . 'ug sin 2a X X .

660. Jednad?ba trajektorije je y =xtgoe — ————— x®, Domet je— —— Brzina iznosi

202 cos? & g

— - . .. Ypsina—gt .

l/ v — 20, gt sin a+g¥?; koeficijent smjera vektora brzine je T ocoa Uputa. Da bismo
0

odredili trajektoriju, potrebno je eliminirati parametar ¢ iz zadanog sistema. Domet je
. _— . - de . dy dx\2 /dy\2
apscisa tatke A (sl. 17). Projekcije brzina na osi jesu: — i —. Brzina je —|+|{=13

dr  d: de de

vektor brzine ima smjer tangente trajektorije.
. 9 9

681. Smanjuje se brzinom 0,4. 662. (E s 7) .

663. Dijagonala raste s brzinom ~ 3,8 cm/s, a povrdina brzinom od 40 cm?/s.

664." Povrdina plohe raste brzinom od 0,2 = m?fs, a volumen brzinom od 0,05 » m¥/s.

”

665. — cmj/s.

3 .

666. Masa cijelog 3tapa iznosi 360 g, gustoéa u talki M jednaka je 5x g/em, gustota u talki 4
je 0 i gustoca u tacki B je 60 g/cm.

2(1—x?

667. 56x*-+210x*, 668. & (4x2+2). 6869. 2 cos 2x. 670, —.

34?2
671 B 672, 2arctg x + - 673, —_ 4 AR
. — . 2arctg x . A
V (@1 € 14+ x2 1—x? A —xmr
1 x 24

674. — ch—. 679. ' = 6. 680. /7* (3) = 4320. 681. yV = .

a a . (x+1)8

682, yV1= — 64 sin 2x. 684. 0; 1; 2; 2.

685, Brzina v=235; 4,997; 4,7. Ubrzanje a=0; —0,006; —0,06.

688. Zakon po kome se tacka M, giba glasi x = a cos wt; brzina u trenutku ¢ je —aw sin wt;
ubrzanje u trenutku : je —aw?cos wt. Pofetna brzina je 0; podetno ubrzanje je —aw?;
brzina za x =0 je Faw; ubrzanje za x =0 je 0. Maksimalna vrijednost apsolutne vrijed-
nosti brzine je aw. Maksimalna vrijednost apsolutne vrijednost ubrzanja je awt.

1-3...(2n—3

687. y™W=n! a" 688. a) n! (1—x)~("+D, b) (—l)"“#.

. -}
689, 2) sin (xin); b) 27 cos [2xtn |5 ¢ (—3ye-ar; dy (— 1y DL
’ 2) 2) ’ (142’
(—1yr+inl 2n! . - (=11 (m—Dla” -
€ 5 =3 27-1gin(2x4- (m—1) —|; h
) T D Gy © =g |
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n(n—1)
690. 3) x-eX+neX; b) 27 e | 2(—~ 1) x4 20 (— 1)1 x +—2— (—I)""];

nm n—1Dn n—2)n
c) (I—x?) cos (x + 5) — 2nx cos (x-l—T) —n(n--1)cos (x-—t—z—);

Q __(—1)"“~ 1.3...02n—-3) o (=D 6(n—4)!

P [x — @2n—D]; gy za n >4,
Jng 7
691. (™ (0) = (n—1)! 692. a) 9% b) 200425 o —|1—r.
—1 1 —1 -1
693. a) —; b —3; ©) 5 d) - -
asin® t 3acostzsint ot at sin® ¢
4a sin® —
2
t(14+0)
684. 2) 0; b) 2e3ar, 695. a) (1417 (1+32%; b) A=
—2e-t dry
696. —— . 697. | — =1
(cos t+sin ) (dr“)¢=o
3ct 7] { —_
688, -g‘t‘ 700, 4e3(-2$mt cos )
sin ¢ (sin t+cos ¢)8
701, —6e¥ (14314 %), 702, mm,
03, dx 7 Ex 3P -SSR
dy*  [f(0P° dy? [f7(x))
bl
705. _r . 708. — .
y3 azyz
2y 42 d d: 1
707. 22 0. 2 ¥ ¥ _ 1
¥ de®  (1—y)* dy?  »*
1
200, 1. 710. — —.
256 16
1 3a?
Mo b - iy 712. Ay =0,009001; dy =0,009.
y
1
713, d(l—x’)=lzax=1iAx=—?A 714, dS =2xAx, AS = 2xAx+ (Ax)%
717, Za x=0. 718. Ne.
- 1
719. dy = — — ~ —0,0436. 720. dy =——— ~ 0,00037.
Y 72~ 00436 Y 2700 ~
17' —mdx
721. dy = — ~ 0,0698. 722, — .
45 XM+l
dx dx
723, ———. 724, ——— .
(l _x)i ' |]ai_xﬁ
d
725, 22X . 726, —2xe—* dx.

x+aq®
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727.

732.

737.
738.
739.
740.

742,

749.

752.

754.
757.

758.

763.

768.

769.

770.

772.

773.

775.

.+ — —. Nakon mnoZenja imamo:

gdje je f,— 8,x, 0< 8,<1.

PR
e"=1+x+—’+—+..

Pogredka:

3
Pogreska je manja od 51

Rjesenje. Imamo

3!

Pe
a)

16W’

ODGOVORI 727
—2dx 1 L de
in x dx. . ) 729, LTS 730, - 29
1—x? sin® ¢ 1 +e?
X
10x+8 —ye v d
_ 10x+8y 33, ¢ T Y 4
Tx+ Sy _x x—y
’ yt—xe V¥
1
RAE 735. 2 s,
x—y 11
a) 0,485; b) 0,965; ¢ 1,2; d) —0,045; e) % +0,025~0,81.
565 cm®.
V35~2,25; V17~4,13; |[70~8,38; |/640~25,3.
V10=2,16; V70~4,13; Y200~5,85. 741. 2) 5; b) 1,15 c) 0,93; d) 0,9.
_(d_x)ﬁ
1,0019. 743. 0,57. 744. 2,03. 748, ———.
(l —x”)’/a
—x (dx)? R 2co5x sinx 2lnx-3
_— 750. | —sinxInx+ - (dx)*, 751, ———(dx)2.
(1—x2)*? 2 x3
(11— 63 6) (&) 20 (&
—e ™ (x2—6x . . —
@2—xp
3 - 2%sin (Zx+5+ j (dx)™. 755. ex cos a sin (x sin a+no) (dx)",
Ne, jer f’(2) ne postoji. ’
Ne. Tacka x =% je talka prekinutosti funkcije, 762. ¢=<0.
14 ™
2, 4. 765. a)£=3; b)£=z.
1 21 .,
Inx = (x—1) _E (x—1)* + 3|—£a’ gdie je ¢=14+6(x—1), 0<B<],
x8 5 3 5 7
sinx=x—— + :I cos &, gdje je £,=6,x, 0<O,<1; sinx=x— ;C—' +:55_ - :7c—' cos £,

xn—-l xﬂ
(n— 1)'

5 xs )
81 (14607’

ef, gdje je ¢=0x, 0<O<I.

u oba sludaja je £=0x; 0<O<I.

o
x \& x \ %
atx _ (1—}-—) (l——-] . Razvojem oba multiplikatora po po-
a—x a a
= i x \+ 1 x 1 %2 -4 1 x
tencijama od x, dobivamo: 1+—— ldb—m—— — —; |I=——=]| ~14+ —— +
2 a 8 a? a 2 a

3-x2
8 a?

cijama od —
a’

, dobivamo ist polinom e° ~1+— + —
a

x x2 x
a+x~1+ + —. Nadalje razvojem ¢2 po poten-
b a—x a 24t

x x2

240
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777. — 3—- 778. oo. 779. 1. 780. 3.
1
781. 3 782, 5. 783. co. 784. 0.
2 2
785, —. 786. 1. 788. —. 789. 1.
2 T
790. O. 791. a. 792, © za n>1; azan=1;0 za n<l.
1 1
793. 0. 795, —. 796. — . 797. —1.
5 12
799. 1. 800. &2 801. 1. 802. 1.
1 1 1
803. 1. 804, —. 805. —. 806. — .
e e e
807. 1. 808. 1.

S R
810. Uputa. Nadimo lim —, gdje je S=7 («—sin &) tafan izraz povriine segmenta (R je
a—0

—bh
3

polumjer odgovarajuce kruznice).

GLAVA 111

811. (— o0, —2), uzlazna; (—2, o), silazna. 812. (— oo, 2), silazna; (2, o), uzlazna.

813, (— o0, ™), uzlazna. 814. (— o0, 0) 1 (2, ), uzlazna; (0, 2), silazna.
815. (— o0, 2) i (2, o), silazna. 818. (— oo, 1), uzlazna; (1, o0), silazna.
817. (— o0, —2),(—2, 8) 1 (8, o0), silazna. 818. (0, 1), silazna; (1, oo), uzlazna.
819. (— oo, —1) i (I, o), uzlazna; (—1, 1), silazna.
1 1
820. (— oo, co), uzlazna. 821, (0, —), silazna; (—, oo), uzlazna.
e e
822, (—2, 0), uzlazna. 823. (— o0, 2), silazna; (2, o), uzlazna.
824, (— oo, a) i (a, o), silazna. 825. (— 00, 0) 1 (0, 1), silazna; (1, o), uzlazna.
5 1
827. Ymax = 7 za x = 3 828. Nema ekstrema.

830. Yymin=02za x=0; Ymin =022 x =12 Ypmax = 1296 za x == 6.

831. ymin~—0,76 za x~0,23; Ymax=0 za x=1; ymin~—0,05 2a x~1,43. Za x=2 nema
ekstrema.

832. Nema ekstrema. 833. ymax=—2zax=0;ymm=22ax=2,
9
834. Ymax = E zax= 3,2.

2 2
835, Ymax = —3]/3&23 x=-—l/—3; ym1n=3v—§ Za x=1=.

e
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836. ymax = |2 2a x=0.

837. ymax=—VTzax=—2 3; Ymatn = V?za x=2J3.
838, ymn=0zax=+1;ymx=12ax=0.

3. 1 3 1
839. Vmin = —E'V3 za x=(k__6')";ymax=gl/i zZa x=(k+z 77) (k=07 :‘:13 i2: e .).

2 2
840, ymax =S5 za x=12 kn; ymax =5 cos ?‘” za x=12(k;|:—5—)1r;

1
ym=—5m§-nx=12(k:‘;?)n; Imin=12a x=6Qk+1)m (=0, L1, £2,.

1 1

841. ¥min =0 za x=0. 842. ymin= —— 23 x=—,
e e

4 1
m.ymu=jza x=e—’; ymm=023x=1. 344.ymm=lzax=0.
1 s
845. ymn=—: zax=—~—1, 846. yuin=0 zax=0;ym=—‘zax=2.
e
847. ymin=ezax=1. 848. Nema ekstrema.
. . .. 1 . 1
849. Najmanja vrijednost m = ~3 za x = —1; najveta vrijednost M=E za x=1,
850. m=0zax=0ix=10; M=5zax=5.
1 T . km
851. =E za x=(2k+l)z,‘ M=1za x=7 k=0, £1, +2,...).
832. m=0zax=1; M=mnzax=—1. 853. m=—lzax=—1; M=27zax=23.

836

)

854. a) m=—6zax=1; M=2662a x=5; b)ym=—15792a x=—10; M=13745 za x= 12,

856. p=—2,9=4. 861. Svaki od pribojnika mora biti jednak ; .
l
882. Pravokutnik mora biti kvadrat kojemu je stranica i 863. Istokralan.

864. Stranica terena uz stijenu mora biti dva puta veéa od druge stranice.

a
865. Stranica izrezanog kvadrata mora bitd g- . 866. Visina mora bitl dva puta manja od baze.

867. Takav, kojemu je visina jednaka promjeru baze.

2R
868. Visina valjka je ﬁ, a promjer njegove baze R |/ %; R je polumjer zadane kugle.
889. Visina valjka je R Vi, gdje je R polumjer zadarne kugle.

4
870. Visina stoica je 3 R, gdje je R polumjer zadane kugle.
. . 4 L .
871, Visina stodca je 3 R, gdje je R polumjer zadane kugle.

3
872. Polumjer baze sto§ca je 7 r, gdje je r polumjer baze zadanog valjka.

873. Takav, kojemu je visina dva put veéa od promjera kugle,
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874. ¢ = =, 1j. presjek Zljeba je polukrug. 875. Sredidnji kut isjetka je 27 |/ %
876. Visina valjkastog dijela mora biti jednaka nuli, tj. posuda mora imati obltik polukugle.
( 2 i]i x y
— 3_g8¢2 878. +—=1
877. h ! d . 2 2y

879. Stranice pravokutnika su a]/ri i b]/?, gdje su a i b odgovarajuée poluosi elipse.

2
880. Koordinate vrhova pravokutnika koji leXe na paraboli su (3— a, +2 |/ %‘) .
1 3
881, == — .
(*Vs ;)
1 h
882, Kut je jednak najveéoj od dviju vrijednosti arccos T i arctg i
aV; N

883, AM=a_———

) 884, —=.
Vo + Ve 2
d d
85. &) 5 —y =17 b)x=v—§;y=d|/%. 886. x — l/z“TQ Pmta =)2240.

887. VMm. Uputa. Pri potpuno elasti®nom udaru dviju kugala brzina koju dobiva nepomi&na
kugla mase m; nakon $to u nju udari kugla mase m,, kojoj je brzina gibanja v, jednaka je
2m,v

my+m,

888. n= |/ NR (ako taj broj nije cio ili nije djeljiv s brojem N, uzima se djeli broj najbliZi nadenoj
T

.- . - . . o . 53 v . v . n2r

vrijednosti, koji je djeljiv s brojem N). Bududi da je unutarnji otpor baterije jednak N’

to je fizikalni smisao nadenog rijeSenja ovaj: unutarnji otpor baterije mora biti po moguénosti
$to blize vanjskom otporu.

H
889. y =E . Uputa. x=2 V y (H—y).
891. (— oo, 2), konkavan nadolje, (2, o), konkavan nagore; M (2; 12) je tacka infleksije.
892. (— oo, oo), konkavan nagore.
893. (— oo, —3), konkavan nadolje, (—3, o), konkavan nagore; talaka infleksije nema.
894. (— oo, —6)1i (0, 6), konkavan nagore, (— 6, 0) i (6, o), konkavan nadolje; tacke infleksije su

9 9
M,(——ﬁ; —3), 0 (05 0), M, (6; ;).

895. (— oo, —1/3) i (0, ]/E), konkavan nagore; (—VE, 0) i (V§, co), konkavan nadolje; taéke in-
fleksije su M, , (£]/3; 0)i O (0; 0).

896

-

((4k—|— 1)%, (4k+3)%), konkavan nagore, ((4k—|— 3)%, (4k+ 5)%), konkavan nadolje (k —

—0, £1, +£2, ...); tatke infleksije su ((2k+l)%; 0) .
897. (2km, (2k-+ [)7), konkavan nagore, ((2k— 1) 7, 2 kn)), konkavan nadolje (k=0, 1, +2,...);

apscise talaka infleksije jednake su x = km.

1 . 1 1 3 . .
898. (0, ﬁ), konkavan nadolje, (ﬁ, oo), konkavan nagore; M(ﬁ, _E;;) su tacke in-

fieksije.
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899. (— oo, 0), konkavan nagore, (0, o), konkavan nadolje; O (0, 0) su tacke infleksije.
900. (— oo, —3) i(—1, co), konkavan nagore, (—3, — 1), konkavan nadolje; tatke infleksije su

M, (—3; g’) i Mz(—l; ;2-)
901. x=2; y=0. 802, x=1, x=13; y=0.
8903, x=12;y=1. 904. y =x.
805. y= —x (lijeva), ¥ = x (desna). 906. y = —1 (lijeva), y =1 (desna).
907. x=41, y=—x(lijeva),y =x (desna). 908, y=—2 (ljeva), y =2x—2 (desna).
909, y=2. 910. x =0, y =1 (lijeva), y = 0 (desna).
911, x=0,y=1. 812, y=0. 913, x=—1.
914, y=x—n (lijeva); y = x4 = (desna). 915. y=a,

918, Ymax=02a x=0; Ymin=—4 za x =2; ta¥ka infleksije M, (1,—2).
! 5
917. ymax=12z2a x= 4 V3_;ymm=0 2a x = 0; tatke infleksije su M,,,(j:lg 3) .

918, ymax=4za x=—1; ymn=02a x=1; talka infleksije M, (0; 2).
919. ymax =18 za x=—2; ymin =10 za x =2; talka infleksije M (0; 4).

, — 64
920. ymin=—1 za x=0; talke infleksije su M,,,(iVS; 0) i M;, (il;—E).

921, ymax=—2za x=0; ymin=2 za x = 2; asimptote su x=1, y=x—1.
922, Talke infleksije su My (£1, F2); asimptota x =0.

923. Ymax=—4 za x=—1; Ymin=4 za x=1; asimptota x = 0.

924. ymin=3 za x=1; talka infleksije M —i/z—; 0); asimptota x=0.

925, ypmex =% za x=0; tatke infleksije M,, (:U; 711—), asimptota y=0.

926. ymax =—2 za x = 0; asimptote sux=42iy=0.

927. ymin=—1zax=—1; ymax=12zax=1; talke infleksije su O (0; 0) i M,, (i2v3_; iv_f);
asimptota y =0,

928. ymax=112za x=4; ra¥ka infleksije M (5; ;), asimptote su x =2 iy =0,

929. Tatka infleksije O (0; 0); asimptote x= +2 i y=0.

27
930. ymax=—ﬁza x=—3~,’asimptote x=0,x=41iy=0.
931, Ymax=—4zax=—1;ymin=4za x=1; asimptote su x =01 y = 3x.
932. A (0; 2) i B (4; 2) krajnje talke ymax =2 V2_za x -2,
933. A (—8; —4)i B (8; 4) su krajnje tatke. Talka infleksije je O (0; 0).
934. Krajnje talke su A (—3; 0); ymin=—2 za x— —2.

935. Krajnje tatke su 4 (—}/3;0), 0 (05 0)i'B (/3; 0); ymax=|/2 za x=~1I; tatka infleksije

jeM[Vm I/ 6 l/ 1+Vi_3|.

936. ymux =1 za x = 0; tatke infleksije su M, 4 (£ 1; 0).
837. 'Talke infleksije su M, (0; 1) i M, (1; 0); asimptota y = —x,
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938.
939.
940.

941.

944,

947.

948.

949.

950.
951.

952.

953.

954.

955.
956.
957.

958.

959.
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Ymax=02ax- —1I;ymin=—1 (za x=0).

Ymax =2 za x = 0; tacke infleksije su Mys(+1; i/i); asimptota y = 0.

Ymin= —4 28 x = —4; ymax = 4 za x = 4; ta¥ka infleksije je O (0; 0); asimptota y = 0.
Ymin =V4—za X =2, Ymin =V4_za ¥=4; Ymax =2 za x=3.

Ymin=2 za x = 0; asimptote x = 4 2. 943. Asimptote za x = 4-2iy =0,

3 3 3
Ymin =1/;_'zax=]/3_symu=—}/—— za x= —|/3; tatke infieksije su M,(—-3;—_),
V2 V2 2
3
O (0;0) i M,(3; ?), asimptote su x = J-1.

3 12
Ymin = V—_ za x = 6; tatka infleksije M(]Z;:); asimptota x = 2.
2 100

1 2
Ymax = — za x= 1, tacka infleksije M(z; —2-),‘ asimptota y =0,
e &

o .. 102) | 2a .
Tacke infleksije su M, | —3a; — 1 M, | —a, — |; asimptota y= 0.
4 e
3
Ymax=e* za x =4; tatke infleksije su M, , (@, 92) asimptota y =0.

3
Ymax = 2 za x = 0; tatke infleksije su M, (:l: 1; —) .
e
Ymax=12ax=+1; ynua=0 za x =0.
8
ymax= 0,74 za x= e ~s 7,39; tadka infleksije je M (e? ~14,39; 0,70); asimprote su x =0 i
y=0. -

a? a tka infleksiie e M [ 2 3a
= —— Zza x=——) taCka infleksije je s —— |-
Yoin = =2~ = e (W’ 4¢8
o2
Ymin = e za x = ¢; talka infleksije je M (62,‘ 3); asimptota je x = ] ; y—0 kada x—0.

4 1
Ymax = —~0,54 za x=— —l~—0,86; ymw =0 za x = 0; tacka infleksije je
¢ e?

1 1
M (——l~—0,63; —-wO,B?); y—>0 kada x—>—1+40 (krajnja talka limesa).
e e :

Ymin=1 za x = iVZ_, tatke infleksije su M, , (41,895 1,33); asimptote su x = + I.
Asimptota je y =0.

Asimptote su y =0 (kada x—++ 00) i y = —x (kada x— — o).

1 ]
Asimptote su x= — —; x=0; y=]; funkcija nije definirana na odsjetku [——, 0:, .
e e
5
Periodi¢na funkcija s periodom 2m. ymin= —V_Z za x= ”y 7+ 2R7 5 Ymax =V72a x = % +2kn

3
(=0, £} £2,...); talke infleksije su M, (: n+km; 0).

26 Demidovi¢: Zadacl
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960.

961.

962,

963.

967.

969.

ODGOVORIL 960

sy .. . 3 5 3
Periodi¢na funkcija s periodom 27; ymin = -7 I/ 3zax= T 72 k7l Ymax = 7 }/3 zax =

T 1
=3+2kw(k=0, +1, +£2, ...); tatke infleksije su M, (kn; 0) i Nk(arccos( —Z)+

3
+2km; I—GVE).

Periodi¢na funkcija s periodom 27. Na odsje¢ku [— 7, 7] je ymax = — za x = + ;; Ymin =

=—21zax=17; Ymin =0 za x=0; tacke infleksije su M, 2 (£0,57; 0,(3) 1 My 4 (£2,20;
—0,95).

Neparna pcriodiéna funkcija s periodom 2. Na odsjecku [0, 27] ymax = | za x = 05 Ymin =
F s
=0,71 zax— 2 5 ¥max=1 za x=3‘; Ymin =128 x =7 ymuc= —0,71 za x=zw;
3
Ymin=—1 za x=? 3 Ymax=1 za x=2m; tatke infleksije su M, (0,36; 0,86); M, (1,21;
0,86); M (2,36; 0); M, (3,51; —0,86); M, 4,35; —0,86); M, (5,50; 0).

2

Periodi¢na funkcija s periodom 2. ymm=-5— 78 x=—— +2k7; Ypax=——— 23 x=

m
4 ’ 2
3 . 3
= —-4—4-r+2kw (=0, &1, £2, ...); asimptote su x=-;ﬂ"|"k'ﬁ,
Periodiéna funkcija s periodom = tacke infleksije su M, 7 +kn; 5 (=0, +1, +

+2,...); asimptote su x = Y m+ k.

4
Parna periodi¢na funkcija s periodom 2. Na odsjetku [0, 7]je: Ymux = za
313
1 o 4 ( 1 )
X=4arcCos —; Ymax*=4V 228 X=7; Ypmjn= — —/—— Za X =AarcCos| —— |;
3 33 V3

ymin=0 za x=0; tatke infleksije su M,(%; 0);

Mg(arcsmvg 421/7—_) Ms(ﬂ—arcsinvg'—g—]c_)

Parna periodi¢na funkcija s periodom 2. Na odsje¢ku [0, 7)je: ymax =1 za x =0; ymax =

1 A
= —zax—arccos (_]/: 5 Ymin= — 22 X = arcCos — ; ymin= — | 2a x=;

2
1)e 316 53

tacke infleksije su Ml( ) M, (arccos |/ — |/ ) M, (arccos( :—i),
4 13)
9 ¥ 18/’

Funkcija je neparna. Tacke infleksije su My (kn; km) (R=0, =1, £2,...).

Parna funkcija. Krajnje tatke su A, , (+2,83, —1,57); ymax & 1,57 za x =0 (8iljci); tacke
infleksije su M, , (::1,54; —0,34).

Neparna funkcija. Podruéje definicije je —1<x< 1. Tacka infleksije je O (0; 0); asimptote
su x=41.
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970.

971.

972.

973.

974.

975.
976,

977.

978.
979.

981.

982.

983.

984.

985.

986.

26*

ODGOVORI 403

3 3
Neparna funkcija. ymax=%—l+2kr za x=%+kn; ymm:E n+1+2kw za x=:ﬂ+kn,’

talke infleksije su My (kn, 2kn); asimptote su x =

b+ 1
S k=0, 41, 2,0,

Parna funkcija: ymin =0 za x =0; asimptote su y= —% x—1 (kada x—> — o) 1 y=
m
=;x—l (kada x— + co).

Ymin=0 za x =0 (kutna tacka); asimptota je y=].

1r 3
Ymin =1 +3 Za X =1} Ymax ZE" —lzax= —1; taCka infleksije (sredite simetrije) je

(0, m); asimptote su y = x :-27 (lijeva) i y = x (desna).

Neparna funkcija: ymin & 1,285 za x = 1; ymax ~ 1,856 za x = —1; tacka infleksije je M
x x

(0, g—), asimptote su y =E+" (kada x— — o0) .1 y=5 (kada x— + oo).

Asimptote su x=01iy=x—In 2.

Ymip =~ 1,32 za x: 4+ 1; asimptora je x =0.

) 1 3
Periodi¢na funkcija s periodom 27, ymin = E za x= 'i-ﬂ-l—Zk'rr,' Ymax =€ Za X - % +2kn

15—
1 2
+2km; e

(=0, +1, +£2,...); talke infleksije su M, ( arcsin

iNk(—arcsin + (R+1)m; e 2
Krajnje tacke su 4 (0; 1) i B (1; 4,81). Tacka infleksije je M (0,28; {,74).

Tacke infleksije su M (0,5; 1,59); asimptote su y ~0,21 (kada x— — )iy~ 4,8] (kada
x—>+ oo).

Podrugje definicije funkcije je unija intervala (2km, 2kw+ ), gdje je =0, +1, +2, ...
Funkcija je periodi¢na s periodom 27; ymax =0 za x = %+2kw k=0, +1, +2,...);
asimptote su x = km.

Podruéje definicije je unija intervala (( 2k— -;—)‘ll‘, (Zk + %) w,) gdje je kcio broj. Funk-
cija je periodi¢na s periodom 2n. Tacke infleksije su M, 2kw; 0) (k=0, -1, +2,...);

>

asimptote su x= + % 2k,

Podrudje definicije je za x>0; funkcija je monotono uzlazna; asimptota je x = 0.
Podruéje definicije je |x— 2knl<%(k =0, £1 +2,...). Funkcija je periodi¢na s periodom
275 Ymin=1) za x=2kw (=0, +1, +2,...); asimptote su x= %—l-kvr.

Asimptora je vy = [,57; y—h—% za x—0 (grani¢na krajnja tacka).

Krajnje tacke su A4, , (+1,315 1,57); ymin=0 za x=0.
1

1\% I
Ymin = (—)e ~0,69 za x=—~0,37; y— | kada x—+0.
I3 e
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987.

988.
989,

991.
992,

993.

994.

995.

996.

997.

998,

999.

1002. ds =

ODGOVORI 987

1 -
Granitna krajnja 1alka je A4 (40; 0); ymax=e €~ 1,44 za x= ¢~ 2,72; asimptota je y=1;
talka infleksije je M, (0,58; 0,12) i M, (4,35; 1,40).

Yon=—1zat=1(¥=3); ymiu=~1zat=—1 (x=3).

Za konstrukciju grafa dovoljno je mijenjati z u podruéju od 0 do 2w; Xmin= —a za t=mx

3
(y=0); *max=a 28 t=0(y=0); ymin= —a Giljak) za 1=+ 21 (x=0); ymax= +a (3iljak)

zat=1(x=0); tatke infleksije su za t=1, 3—", ﬁr, 7—”(:::;1;—“_, y=:|:i).
2 4 4 2V2 Vj

4° 4
1 1
xm_ln=—? za t=—1 (y=—e); ymn:|:=: za t=1 (x=¢); talke infleksije su

[—%, —V_zeV?] za t=—V3i [Wgh_; V—]Z___J za t=|2; asimptote su x=0
e e

i y=0.
Xmin =11 ymin =1 za t=0 (Siljak); asimptota je y = 2x kada 1— + co.

Ymin=0 za t=0.

a
ds=—dx; cos a=
y

1 at—cx? allaf=x* bx
ds=— |/ ———dx; cosa=——T———; sina=———o——, gdje je c=|a"—2".
a

a?—x? [at — 2t [a*— cix?

d:=i /p2+y2 dx; cosoc=—y-—; sina = ?
y

(ps+yz I) p2+y2
3/ 2 LNl 35
ds = — dx; cosoc=-V—;smoc=~ =.
x a a
i

x . x
ds=ch — dx; cos o.=——; sin a=th— .
a x a -

ch—

a

s

R x
yosin o=——,
a

¢ 1 ) ¢
ds = 2a sin — d¢; cos w=sin — ; sin ¢ = cos — .
2 2 2

ds=3asin t cos t d¢; cos ee= —cos ¢; sin & = sin ¢.

_ 1 a 1
1000. ds=a |[1+¢* dp; cos f= . 1001, ds=—|T+¢* dg; cos f=— .
[1+9? ki Vi+e

de; sin ﬁ:cos; . 1003. ds =a cos ;dtp,‘ sin ﬂ=cos§‘

1004. ds=1r |/1+ (In @)* dg; sin f=

cos® —
2

1 a? .
————  1005. ds=— dgp; sin B=cos 2¢.
1/1 +(Ina)? r
1

1006. K = 36. 1007. K =——.

a
1008. Ky=_; Kp=

32

b
1009. K=

6
at’ 13)13




1047

1010. K=

al2

za oba tjemena.
In2
1012. (—"— ; Vz)
2 2
(%t ady?)hs
atbt )

1014. R=

3
1016. R=‘ 7 a sin 2t

1018. R=|r |/l+k’] .

1020, Rpgym = Ipl.

116
——a;—a
2773
1025, (x+2)2 4 (y—3)*=38.
2 2 4

1027. (aX)® R (bY)® =8, gdje je ¢! = a?— b2

1023. (

ODGOVORI
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1011. (2, 3) i (
8

(1+9x%%e
6x ’

(y*+1)?

4y ’

—3 —3].

1013. R=}

1015. R=

1017, R = |az|.

4 ¢
1019. R=| — a cos — |.
3 2

1022, (2; 2).
1024, ( 3)*+( 3)2 !
. (x— -] =—.
2) 4

8
1026. pY2= 7 (X —p)® (semikubna parabola).

GLAVA IV

U odgovorima je radi jednostavnosti ispultena konstanta C.

5
1031. — a%x".
7

abx?®

2

x4

b) x?
1033.:+(—ai~

3

2x
1035. 3 |/ 2px .

1037. Vnx.

Zx’s]/; +x.

2x3M V?_ 4xm+‘nV; i2xznV?

1039.

1041.

4m+1 2m+2+1  4An+l
1

1043. — arctg —-.
V7 )7

1045. In (x+ |4+ 7).

1047. arcsin % —In (x +JAT2).
> A

1032. 2x3+4x2+3x.

b2x?

abx*

1034. a*x+

3

2|2

nx

1036.

n—1

1 5

9 T

1038. atx— 3 a

3xd V; 3x? i/;

1040. —_——
13

23
1042. 2a |/ax —dax+4x |/a.x—2x*+— .
5)ax
1044 In *2J10
210 | x+]10

1046. arcsin —i—
22

1
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1048*.

1049.

1051.

1052.

1053.

1055.

1057.

1059.

1060

.

1061.

<

1063
1064.
1066.

1088.

1070.
1072.
1074.

1075.

1077.

ODGOVORI 1048
a) tg x—x. Uputa. Stavid tg® x =sec? x—1; b) x—th x. Uputa. Staviu th2x=1— ;2 .
ch?x
3 X
a) —ctgx—x; b) x—cth x. .m%%
d{a—x) C
a ln . Rjesenje. —dx-— — = —alnfa~—x}|+alnC=aln|—]|.
a—x a—x a—x
L L C _ . 2x+3
x+In {2+ 1). Rjefenje. Podijelimo li brojnik s nazivnikom, dobivamo 1 =
2 2x+3 2dx d(2x+1
=1+——. Odatle je + dx = dx—i—J‘—:x-}— &=
2x+1 2x+1 2x+1 2x+1
= x+In| 2x+1).
SRR 1054. ~ 2 10 | aba |
— E‘X —Z [ I . ;—Fz I a+bx .
a ba—ap x?
—xt~—_ —1In[ax+8]. 1056. — +x+21n |x—1}.
-4 o 2
x2 Xt a3
3+2x+ln[x+3|. 1058. z+~3~+x’—i—2.x-l—3ln|x—l|.
b2
a*x + 2abln | x—a | —
x—a
i dx 1 —I
In [x+1] +——. Uputa. X = et = .
x+1 (x+1)* (x+1)? x+1 (x-H)’
2
—2b |/1—y. 1062. — % U(a—bx)‘.
d (241
|/x’+ Ryjesenje '[ = —'[ S = Vx’—i—].
|/x’ x24-1
In?
ZV— nx 1065. —— arctg(x 1)
115 5
r V_ l/_ 1067 1 Vatd i xVa—b
4V_ ZVa’—b‘ Va+5 - xVa b
2 2
x—VZ_arctg i 1089. —(i—l-iltﬂa*—x‘l).
z 2 2
5 1
X — 2 ln (x*+4)+arctg — . 1071 —— In 2 2+ J7782).
2 K 2 2]/2_
5 1 3—-V2
L aresin (x |/—]A 1073. — In |32 -2~ w282
s 7 3 2V | =3+ )2

3 5 1
ﬁa:ctg“/;x] — ?ln(5x2+7).

3 1
3 [5x4 T+ —— ln(x|/5 + |/5x’+l).
Vs

1
—1In|x*—5|.
2

1076. [x*—4+3In |x+)x*—4].

1
1078. - In (2x+3).
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1 1 ax 1 . x?
1079. — In (a®x® + b%)+ — arctg — 1080. — arcsin — .
2a a b 2 a?
1 1
1081. 3 arcig x°. 1082. 7 In |x* + ‘/x“—ll.
2 % \2
1083. ? |/(arcsin x)3. (arc[g E)
108, —M8M—— .
4
1 / (arctg 2x)*
1085. T In (1 +4x?) — 3 1086. 2 ]/ln (x+ JTEx2).
1
1087, — 2 o-mx 1088. — qr-ox,
m 3In4
2x _
1089. e+ 1090. = 0% pox— Lo @,
2 2 .
t ot ¥ 2 (1 2y -2
1091, —7M8MM — | — — — |- 2x. 1092. —a? +a % .
Ina—Inbd \ & a* Ina\3
1 1 2
1093, — ——. 1094. x
265" ) 2In7
1
— e x 1096. ——SV"_.
1095. e* . In5
1097, In |ex—1]. 1098, — ETY (a—beX)3,
3a X 2
1099. —(e" —f—])“'-
4
1100 x : In (2% 4+ 3). Uput. ! ! 1 al
R . uta. = —1—-——-:-].
3T 3 & TN e S =g 1T
101, — 1 arcrg (@) 102, — 1 ‘ e
. . . — — In .
a arctg ( 2b 1—e—bx
. 1
1103. arcsin ¢?. 1104, — 7 cos (a+bx).
,X 1
1105. V2—sm - -, 1106. x — — cos 2ax.
V2 2a
1107. 2 sin [/x. 15108. —1In 10 - cos (Ig x).
x sin 2x . . 1
1109. — — . Uputa. Stavimo sin? x= — (1—cos 2x).
2 4 2
x sin 2x L
1110. 5 + VIR Uputa. Vidite uputu za zadatak 1109.
)| ctg ax
1111, — tg (ax+bd). 1112, — —
» a
113. 4l hd TTLY R i oy ")
o g — - . — In — — .
am|te 2a 15 & 2 8

407
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1115.

1117.
1119.

1121.

1123.

1125.

1129.

1131.

1134,

1136.

1138.

1141.

1145.

1148.

1150.

1152,

1154,

1156.

1158.

1162,

1164.

ODGOVORI
Uin | g &H0 1116, - 1g (et
—_— . . — x°).
- g — 518
1 1 2
— cos (1 —x¥). 1118, x — cgx )2 2n | g = z
2 rz 2
— In |cos x|. 1120. In {sin x |.
(@—b)In | sin —~ ‘ . 1122. 51n | sin - ’
a—b 5
1
—21n [cos Vx|. 1124, 5 In [sin (x2+1)[.
_ - 1
In g x|. 1126. 2 sim2 = . 1127, S006x e, — —
2 a 24 4a sin® ax
1 [
~3 In (3+cos 3x). 1130, — 3 ]/cos 2x.
2 3 2
— Z V73 costor. 1132, = gt 2, 1133. = i@ .
9 4 3 3
5
3ctg ® x 135, L (tgaes
5 ‘3 g ¥ cos3x )
1 ax . 1
— ( In | tg — ‘ + 2sin ax) 1137. — In |b—actg 3x].
a 2 3a
2 hsx— > shs 139, — 2+ shoe. 1120, 1 thx’
— C — — 85 X. h — — — 8 . . 1N —|.
5 8T 2% 2
2 arctg ¢, 1142, In |th x]. 1143. Inch x. 1144. In |sh x|.
S 1146. Lo x4y 1 1] 1147 g
— Z V5= x2)e. . —In|x*—4x . . arctg —
SVE—= 7 4V_
1
— e 1149, ]/ 2 arctg (x |/ 1) - =]+ V243,
2 2 2 3
= _® 21n fx+1] 1151 2
3 2 + x n |x . \ . ~
1 1
In |x+cos x|. 1153.—(ln | sec 3x-tg 3x| + .
3 sin 3x
1
T 1155. In |tg x -+ Vtg"x — 2L
n x
V_ V— adinx
ot - 1157. .
2 arcrg (x J2) 4(w+ D Ina
3 1 x sin x.
VEADY 150, L arcsingen. 1160, Lgax—x. 1161, 5 —
2 2 2 2
in 8% 1163. aln | g | — + ")’
arcst, _ . a —_— —_ .
n 2 Te 2a 4
33
— V(i +1n %)~ 1165, —2 In |cos Vx— 1.

4

1115
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1166. ;—In tg 12,- . 1167, erretex 4 %ln* (I4+XZ) -+ arctg x.

1169. Vz_ln g x ‘ - 2x-]/§-cos x . 1170, x 4 ; In
2)2 Iz 12

1171. In |x| + 2 arctg x. 1172, gsintx,

3 —
1173. arcsin + V432
—b
1175. areg x |/ 277
bt a+b

1176. In (¢ + ]/m

178, — 2 cos (¥ 4
e — — S| — .
BT T

1181, —e 2%
(arc sin x)?
) 2

1
1186. ——=In

e

1184

— V1 —x2

75+ sin 2x
]/?— sin 2x

1
1187, i —=

409

1168. —In|sinx+cosx|.

x= 2
x+ |2

1174. x — In (14-e).

1
1177, — In)tgax|.
a

1 [241
179. L, (2%
202

1 . [sin?x
1182, 5 arcsm( .

2

x \2
arccos —-)
e 3
5 .

1183, —2 cig 2x.

1180. —

1185. In (sec x+ |/sec?x - 1.

dx

dx

arctg (tg_x) Uputa. J
2 2
1188. ;]/[m Gt TTED )

1 )

1191. a) — arccos]'— za x> VE;
2 x

X
1+cos?x J’sin2 x4+2cos?x

1
1189. 3 sh (x*+3).

cos? x
J tg? x 42
1190.
In3

3thx_

2
b) —In(1+4e—%); ¢) 8%5):’—3)3; d) 3 |/(x+l)3—2 x+1; e) In(sin x+ [/1+sin? x).

1192.

1@t 5(2x+s>11]
[ 12 11

‘|/ Zx+ 1—1
|/2x+ 141

Inx —In2ln |lnx+21n 2.

2
3 (cos? x—35) l/ Cos X.

4
1194. In

1196.

1199.

x

" 1+Vx’+1

1200. 1

1193. 2 (E —
3
1195. 2 arctg l/e’f—I.

(arcsin x)3
1197, —— — |

|
’. Uputa. Pretpostavimo da je x= '

%+2V§—21n]1+ V_xl)'

2
198, = (&5—2) Ve +T.



410

1201.

1203.

1204.

1205.

1206.

1208.

1212,

1214.

1216.

1218.

1219.
1220.

1221.

1222,

ODGOVORI 1201

x 1 x? . 4
_E |/ | —x2% + 3 arcsin x. 1202. —? /2 —x® — 3 l/2—x2.
o a
l/x’—az—a arccos —.
x
1 . 1 . 1
arccos —, za x>0, i arccos | —— |, za x<0*). Uputa. Stavite x = .
x x

l
1+ [x2+1 '
X

]/.xz-H — In

4 —x?
T Napomena. Umjesto trigonometrijske supstitucije moZemo primijeniti i supsti-
X
. 1 x 1 .
tuclju x = —. 1207. ? Vl—x“ + 7 arcsin x.
4
x a?
2 arcsin [x. 1210, 5 Vx—a? + 5 In |x + ['x*=a|. 1211, xIn x—x.
|
x arctg x — 3 In ([ 4 x2). 1213. x arcsin x + [/l —x2.
. x sin 3x cos 3x
sin x—x cos x. 1215, ——— 5
x+1 xn2+41
- 1217, —Xnetl
ex 2*1In22
X
> (9x*—6x+2). Rjefenje. Umijesto viestruke parcijalne integracije moZemo primijeniti

ovaj postupak neodredenih koeficijenata:

[x%3%dx = (Ax?+ Bx+ C) &3
ili nakon deriviranja
x2e¥ =(Ax?+ Bx+ C) 3e3* - (2Ax + B) €3,
Skratimo li sa e* i izjedna&imo li koeficijente uz jednake potencije od x, dobijemo:
: I=34; O=3B-24; O=3C+B,
2

1 2
odakle je *A = ?; B= —E; C =2—7. Opéenito je fP,, (x) e®dx = Q, (x) e?*, gdje je

Py, (x) zadani polinom n-tog stupnja, a Q,, (x) polinom n-tog stupnja s neodredenim koefi-
cijentima.

— e*(x*+5). Uputa. Vidite zadatak 1218*,
X
—3¢" 3 (x®+9x2+ 545+ 162). Uputa. Vidite zadatak 1218*.
X COS 2x sin 2x
4 8
2x2 4+ 10x+11 2x+5 .
x% sin 2x —ix—4 cos 2x. Uputa. Preporutamo upotrebu 2 metode neodredenih

koeficijenata u obliku

fP,l (x} cos Bx dx=Q,, (x) cos Bx + R, (x) sin Bx, gdje je P, (x) zadani polinom n-tog stup-
nja, Qy (x) i R, (x) su polinomi n-tog stupnja, s neodredenim koeficijentima (vidite zadatak
1218%).

*) U daljnjem kod analognih slu¢ajeva ponekad éemo dati rjefenje koje odgovara samo za iz-

viesne dijelove podrugja postojanja podintegralne funkeije,



1252 ODGOVORI
< x3
1223. 3 Inx— 3 1224, x In?x—2xIn x+2x.
1225, — o _ ! 1226. 2 xInx—4)x
ity . xInx—4 | x.
241 x 2 1
1227. X 5 arctg x — — 1228. %arcsmx— ) arc sin x+ 111 x2,
1229. x1n (x + |1 + x®) — [1+=2. 1230. —x ctgx -+ In |sin x|.
&* (sin x —cos
1231. __x_ 4+ In gi 1232, M
sin x 2 2
1243, 3% (sin x+cos x In 3) 1234, % (a 8in bx —b cos bx) '
1+(n 3)2 at+b?
x e—*
1235. 3 [sin (In x) — cos (In x)]. 1236. — (1)
x?  x?
1237, 2eV?(V7—1)- 1238. (——x’—!— 3x) Inx — 55
2—1 - In? 21 2
1239, =i || 1240, % 2% 2
2 14+x x x x
x? x? 1
1241. [In (Inx) — 1] ln x. 1242, — arctg 3x — - 4+ — In (9x*+ )).
18 162
1+x2 1
1243. (arctg x)? — x arctg x + 5 In (1+x%).
1244, x (arcsin x)* + 2 |[/T—x* arcsin x—2x.
arcsin x x
1245. —— —t+In m . 1246, —2 Y1 —x aresin |/ x+2) =
1247, xtg2x In)cos 2x[__ x_2 1248. e:‘ cos 2x—2$inlt_1).
2 4 2 2 5
x  xcos(2lnx)+2xsin(2)nx)
1249. — .
2 10
1250. x Rjesenje. Stavivii do=—T dobijemo du = dx i
e — t . St =x i = o du=dx i
2(x2+l) — arctg x.  Rjesenje avivii u=x v e obijemo du
Odatle je [= & * .
—————. Odatle je = — arctg x .
2010 ey 2(x2 o 2(x2+1) “aern’ &
1 1 1
1251, — | — an'(:tg-’i - —-————) Uputa. Koristimo se identitetom | = — [(x2+a?) — x2].
2(12 a a x2—|—a2 aZ

1252,

411

2

x a X . . . i .

51 a?—x? -2— arcsin -. Ryefemje. Stavimo u= | a?—x® i dov=dx; odatle je du =
a

x dx

Vaz—x2

( —x®dx

=———— i v=ux; imamo ‘]/a*—x*dx=x]/a*—xa— J — =
J

[ a?— x?

_ 22y g2 dx
=x|'a—x — [wdx=x 1/:2’—x2 - J.],/a’—x2 dx-+a? (

L’az—x’

Dobivamo, 2 [1/a2—x2 dx=x)a’—x* -a? arcsin —.
a

v

a®—x?
x



412 ODGOVORI 1253

x — A
1253. 5 I,/A + x? 3 In |x + /A +x2|. Uputa. Vidjeti zadatak 1252*,

x 9 x
1254. -3 |/9—x’ +E arcsin 3 Uputa. Vidjeti zadatak 1252*,

1 x4+ 1 1
1255. — arctg - 1256, — In |——|.
2 2 2 x+2
2 6x—1
1257. —— arcig .
Vi it
1 7 2x~—7 3
1258. —In (x?—7x+13) + — arctg . 1259, — In (x®*—4x+5)-+4 arctg (x—2).
2 T 2
S 9 2x+3
1260. x — — In (x*+3x+4)+— arctg———, 1261. x+3In (x*—6x+10)+8 arctg (x—3).
2 V7 V7
1 . 4x-—3
1262. ﬁarcsm I 1263. arcsin (2x— 1).
P - .
1264. In x+o + Vx+pxiq } 1265, 3 [/x*—4x+ 5.

2x+1
1266. —2 I/l—x—x’ — 9 arcsin J]C/t .

5

i 1
1267. (s ln(xl/?—l-r_-l- /5x=—zx+1).
5

sVs
x . 2—x
1268. In | —— (. 1269. —arcsin——,
14 J1=x x5
1270. arcsin — "~ (x> V2. 1271, — arcsin R .
G-0)2 x+1
—1
1272, ”—2— Vo 2x+5+21n (x+1+ Vx£ 221 5).
2x+1 1 2x+1 9 . 2x+1
1273. x:— /x—x‘+§ arcgin (2x—1). 1274, 2 |/2~x—x’ + ] arcsin -
1 x2—3 1 3—sinx
1276. — 1 . 1276, — — arctg ———
4 x"—l‘ V3 K
{ —_ - .
1277. ln(e"+3 + VT+e*+eu). 1278. — In |cos x+2 + |/cos? x4 cos x+1[.
o 24+Inx
1279. — }/T—4 Inx—In? x—2 arcsin . 1280. L]n x_+b (a%b).
I'B a—b +a
1281, x+31n [x—3| — 31n [x—2 1262, L 1 | D e3P
«x4+31n |[x—3] — 31In |x—2]. G =12
L 161
— 1 (x—4)F x%(x—4) "
1283, In | DD 1284, 54 In |27 D 0
(x+3)

2
(=—D?3
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1 x ' 1 1 x18 [
1285. m—+1n<--— 1286. —x+ —In R
1+ v el 4716 |Qx—17Qx+1)7]

x? 1 8 9 1
1287 - — —— — — ., 1288. — - .
2 (x—22 x—2 2(x—3)  2(x+1)
27 1
1289. 1200 — —— .
49 (x—5) 491 (x+2) ‘ 2(x2—3x+2)?
x| x—1 1
1291, x + In _“:‘ 1292, x+ —ln —— | — — arctg x.
241 x+1 2
1 1
1293. — In|x—3! ——ln —1| 4+ = In (x*+4x+5) + — 2).
5 |x—3| 3 |x |+65 (x*+4x+ )+”0arctg(x+ )
e 1 2x—1
1204, L1 ST 1 g2
O
I 2y x|24+1 |2 2 1 24 ek | 1 x2—1
1295, —— * +XV_ -+ V—— TCtg il{_-—- 1296. — ln"i + SR Arcte Ty
]/ ﬁ—xl/§+1 | —x 4 x—x4+1 2|37 77 <3
* arctg 1208, —— =1 | arceg (vt
—_— . . —_— arc X .
2(1+x%) 2 2(x*+2x+2) & )
x+2 2x+l 1
1299. In {x+ 1| + ——— — — In (x2+4+x+1).
! [y V_ B2 ¢ )
1300, — 1 e art sy £ 2 arcrg (x—2)
e —————————— - — —4ax — arc X—4)
1 axtsy T3 P )+ g arcte
or. — 2 i = e+ L e
« — — X1 — — In {x- — T X.
Qcrh@@in T2 3 g e
1302. — — arctg . —3- n x_—l .
4(x—1) 16  |x+1
15x54+40x*+33x 1S
1303, —————— + — arctgx.
48 (14227 48
x—1
1304. x - m-’— 21n (x2_2¥+2) + 3 arctg (x-~ 1)
1
1305. o @Inx*+8| — In |x*4 1.
1 1 1 2415
1306, — In |x* -1 — —1n|x3+x‘—11 I e el S0
2 25 24 14|/5
13 3 [x—4 i x+1 Nl 1 )
1807 - ———— 4+ _ 421 . 1308. — (21 -
2(x—4)2 x—4 nlx—Z‘ 3( "Te [ B et
x—2
1309. +1n
x— x—1
1
1310. In |x{ — 71n [x"+1|. Uputa. Stavite 1= (x"41) — x7.
1311. 1 L S 41| + ! 1312, L arct (x+1) D areg X1
- _ X e— s — arc x — -— arc! — .
olxl =gl e A 3 ACE s Tt



414 ODGOVORT 1313

1 1 1 1 1 I
1313. — - — . 1314 — — — — — arctg x.
O(x—1¥ 4(x—D% T—_1y 58 T ga T acsx
x—1)% 3 (x—1)2 30
1315. 2 |x—1 [( 5 ) +(—5)+x]. 1316. m[ZV(ax+b)"' —5bi/(ax+b)2] :
a
8 [
1317. 2 arctg [x+1. 1318. 6 [/x—3{x+2)x—61n 1+ [/x).
6 o 65 3. . p . .
1319. 7"V;—-gV§—;VF+2V_x-—3V;—6 V;— 3In |1+ x|+ 6arctg |/ x .
Vx+1—-1) 2 2%+ 1
1320. In M — 2 arcg M
x+2+)x+1| V3 V3
1321. 2 x =22 arctg /%. 1322. — 2 arctg |1—x.
21 1
1323. (=24 = In | x + V=1,
< pzbl 2 2241 22 3
1324. — lnL—l—— ar(:tgir -+—, gdje je z= ﬂ
3 (z—1)? V—3 Vj z3~1 x—1
2%+ 3 2
1325, — 2t L ape Py + < In Q142 [ 7).

x
84'4x’+3x‘v
15

1327. — —x%.

5 — 5
1328, (16 ——x“+— )l/ 2 — = n (x VT+x%).

24
1 1 1 1
1329. / x2— ] -~ — - 1330. —l/ 24 2x— — si
(435‘ 8 Jl X arcsin < 2(x+])3 X X 2 arc mx+]
2x—1
1331. a1 4 1n(1x_1+21/'x2—x+ ).
1 l+x2 [ ~4+ +1 1 P
1332, — — | -
T 1333. — 4 5 arctg |/x—447 -
Ux"—l—l-’ 1
221 V1+x2
fagq, ZX OV I+
3x3
1 (=1 |3 2241 .
1335. —In —— + 22J v , gdjej =V 1+
0 izl 5 T Bdice s ’

1336, — L 4T 1337. —21/ , -}
"8 @ty i R RS

1 2 1
1338. sin x — ? sin® x. 1339. — cos x + 3 cos® x —g cosbx .

sin? x sin® x 1 x 1 x
1341. — cos® — — — cos® —
4 2 3

3 5

1340.



1374

1342

1344.

sin®x | .
—— —2In |sinx|.
2 2 sin®x '
x  sin4x
8 32

ODGOVOR)

3x sin 2x sin 4x

1343. — —
8 4 * 32
x sin4x sin®2x
1345, - —+
16 64 48

5 1 1 1
1346. —x+ — sin 6x + — sin [2x -} — sin® 6x.
16 12 64 144

1347.

1349.

1351.

1353.

1355.

1356.

1358.

1360.

1362.

1363.

1364.

1365.

1367.

1369.

1371.

cg® x
-ctgx —
cig®x ctgtx
3 5

1
3tg2x+31n jtgx| —

E|:ln tgi + In tg[x
2 2 ‘| 2
sin 4x Isindx 3
16 cost 4x 32 cos? 4x Y
1
;tg Sx—x.
1
—? cigdx+ ctgx+x.

x?  sin 2x?

In

2tgix _4tg‘l x

il
o

2 1
1348. g x + ? gix + »5 tgs x.

3

g8 x
1350. tg x + —3 - 2 ctg 2x.

x|
1352. +21n [tg —, .
x 2 |
COSz—
2
— cos X 3 cos x
1354, — — ——
4 sin? x 8 sin?x
ctg? x .
1357. — —In |sinx|.

415

1350, S’ 1 arg © 4 3incos +
. —tg?— ~ig’- —3i1g — njcos—-|+x.
&g By BTy

ctg® x

i 1361. —
4 8
3 33 33
—i cost x + — 7/ cos!®x ——7/ coslx .
4 S 16
2 Jgx.
1 21 2] 241 1 22 o _
—— In i — — arctg n]/ , gdje je z = Vtgx .
22 22241 V2 21
_ cos 8x  cos2x 1366, — sin 25x 4 sin 5x
16 4 50 10
3 S5x x 3 x 1
~osin — in — . 1368. — cos — — — COS X.
5 sin 6 + 3sin P 3 3 5
sin 2ax _ X cos 2b. 1370. Lcosp sin (2w1+<p).
da 2 4w
i 1 i 1 1 1
smx oo > o 7 . 1372. — cos 5x — — cos 4x — — cos 2x.
20 28 24 16 8
24t x
- g 5

1
1374. — In

Tz

tx+w
B2 7 %




416 ODGOVORI 1375

1375. x — 1g % : 1876, —x-| tg x-sec x.
x
g ——5
2 X
1377, In |[——8—| . 1378. arctg (I—ng).
X
tg — —3
& 2
12 5 . L. . . .
1379. I x— T In |2 sin x+3 cos x|. Rjefenje. Stavimo 3 sinx+2 cos x = « (2 sinx + 3 cos x)+
12 5
+B8 (2 sin x+3 cos x)’. Odatle je 20—38=3, 3x+28=2 i prema tome, a=E s p=— Ty
3si 2 cos 12 5 2 si 3 !
Imamo da je fwdﬁ_ e > [@sinz+3cosn)
2 sin x--3 cos x 13 13 ] 2sinx}+3cos x
12
= —x— —In|2sin x+3cosx|.
TREEER + !
1380. —In |cosx—sinx]|.
| tg x . o N
1381. > arctg - ) Uputa. Brojnik i nazivnik razlomka razdijelimo na cos? x .
1 3t
1382, V_arctg [V— gx] . Uputa. Vidjeti zadatak br. 1381.
15
1 2tgx+3—}13
1383. — - In 2gxt3-ji3) Uputa. Vidjeti zadatak br. 1381
V13 | 2igx 3413
1 tgx—>5 e
1384. — In . Uputa. Vidjeti zadatak br. 138].
5 gx
1385 ! 1386. In (1+sin® x)
-, . sin® x).
2 (1—cos x)*
1 2 in 2. 1 5—sl
1387. —— In V2 tsin2x 1388, — In ot
22 V2 —sin2x 4  l—sinx
x x
1389, — arctg —— — — arctg —————— . Uputa. Upotrijebimo identitet
V3 V3 V2 22
1 _ | 1
(2-sinx)(3—sinx)  2-sinx 3 sinx
x
g —
1390. —x +2In|——— | . Uputa. Upotrijebimo identitet
X
tg —+1
g 2
I—sinx+4cosx _ i 2
1+sinx—cosx I+sin x—cos x
chix 3x sh2x sh4x
1391, —— — chx. 1802, — + —  + — .
3 8 32
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sh® x x sh 4x
1393. . 1394. - +
4 8 32
X 1
1395. In | th — ’ + —. 1396. — 2 cth 2x.
2 chx
th? x cth® x

1397. In (ch x)—

1398. x—cthx —

1399. arctg (th x).

3th > 42
[ J—
2 2
1400. — arctg s [

2 —
ili 1/—_ arctg (e"V 5) |-

Vs Vs :
or, - SE O Sh2x X e, Upetrijebimo ideni - h x+ch
s T — = =, wia. rnedIimo entitet ——= C .
2 4 2 it potrh) ! ! shx—chx s x
1 _ _ 1 1
1402. = in (2 ch x4 }/eh 2. 1403. % J/3—2x—x* + 2 arcsin ’le .
2
Xy — R X gy — 9 N
1404. 5]/2-: K In(x - 20, 1405. 5 /6-Fx* — 5 In (x4 [/94x7).

x—=1y,— 1 _
1406. - Z—Vx2—2x+2 o=+ Vxr—2x 1 2).

X 1 )—— -
1407, 5 V=4 —2In|x+ Jx»—4].

2x

1 1 N
1408. 25+ Vet f—§1n|2x+1+2]/x2fxr.

4 \

=3 —_—
1409. TVx2—6x—7— 8in|x—3 + [/x—6x—7].

1 27
110, = Qe 1) (8 +8x+17) VeTrxtd g In Qv 142 Pt ).

- -1 1 /2
1a11. 2 |/ *72. 2 — 20 13— areg 2
x—1 41 "2x+5 12 1=
1 T+ +x)2 2x
1414, —— In V¥t ‘ . ¢

7
1415, — | x* -2x*+-5x2 — 5 -- .
2(x X+ 5x x-[—z)

2]/3 Vl-l—x'z- xV‘Zh

D - 6. - 6x — — 65 )
1416 x° -+ Sin x+ 0S O sSin 0Xx).
C

xcos3x sin3x xcosx sinx i .
1417, — + + —~ . 1418, — (2—sin 2x—cos 2x).
6 18 2 2 8
1419. ei ( 2sin sz—l- cos 2x 4 sin 4x1-; cos 4x) -

X

e
1420. 0 [x (sin x+cos x) — sin x].

I 1 N
1421. ”% Fyimle sl In(@ 42 1422 x—In Qe 2 VoD

27 Demidovié: Zadacl
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1423.

1424.

1425.

ODGOVORI 1423

1

]—I:xaln ﬁ+ln(l—x2)+x2]‘

3 | —x

xln? (v + [T+ — 2V T+=2 In x4+ Vitx®) +2x.

x2 9 Sx+6,,—
— — — |arccos (5x—2)— —V20x-—25x2—3.
2 100 100

sin x ¢ch x—cos x sh x

1426.
2
1427. 1 ! X L on-I ] L=t (2 1 x) 7
T n— -1 |3 = |——+ —arctg — | ; I;=
"2 (n=1) a| (F+aty ) o Pl gz g ga ’
1 x(3x'+549) 3
— arctg —
4a2 2a* (x2+a°)°
1428. 1 cos x sin”=1 x N n— ] ! 3x cosxsin®x 3sin2x
. n n n—ed Ty 4 16 ?
cosx sintx 4
Jy= — ————— — —cos xsin?x — — cos x.
5 IS 15
1429, ] sin x n—2 sin x 1 i (x i n)
e Jy=— ; = —Inltg| —+ —|[ ;
"Ti—=1)ycos"'x  n—1 7" 8 2c052x+ 2 83 4/’
sin x + 2
= —tgx.
T 3costx 3 gx
1430, [, = —x"e~ +n L3 o= —e=* (x4 10x"+10-9x°+ ... 410-9:8 ... 2x+10-9 ... 1.
1 V2 =1 -
1431, ——arctg —. 1432. In ]/x”—2x+2 — 4 arctg (x—1).
V1a 17
a3, O L ( pxt )+ L arcig 2x+1)
s n|x24x — arctg 2x .
2 4 2 2
f PE x+3 1 1
1434. — 1 1435. 2In |[—| —— — ——
5 n x245 x—t—z‘ x+2 x+3
1 x-+1 1
1436. — |} - 1437. == arcr
2 ( " ]/x2+1| x+l) (r’-+2 2 Y: )
1 2x x+1
1438. — + In .
4 \1—x2 x—1
1439 1 x—2 + [ 2x—1 . 2x—1
. — — arc .
6 (xP—x+1)% 6 x2—x+1 3V3 & V3
2 %) 1 4 1
jago, 20+ 10 1441 — - — —— .
1—2Vx x o 3xl% 2
1 — — 33—
1442. ln(x+ -+ [ +x+ L) 1443. |/2x — ?V(ms.
3 2x—1
144, — —. 1445, yV———
Ve +1 V 4x2—2x+1
4 4
1446. —2(J/5—x—1)*—41In (1 + V5—x).



1474

1447.

1449.

1451.

1452.

1453.

1454.

1455.

1456.

1458.

1459.

1461.

1463.

1464.

1465.

1467.

1469.

1471.

1473.

27

ODGOVORI

In |t V=T - 148, — L ]/1=2

Jx=1 2 ) T+
1 RS x—1
— arcsin . 1450. .
2 2 V1
{ a=xi—2 1 o 2@(x+1D) 1 1/1
—In — arcsin Uputaq. = (= =
8 x 31/ 3 +4 x24-4x 4 (x x4-4
X V=9 i |x+ J/x2=9
— yx*—=9——1In |x —=91.
27" g i e=ol

( - 1
R(Sx_l)l/x—4x2 +6_4 arcsin (8x—1).

In | x ‘
| 2641 42 Jodari

42+ Vrr2xt 2 (x+l)v
— X
2

3

I =] E—1)y 1 1—3 —
CRINNIC D sz, Lo | P2

x 3 3 V1=x41

1 1 [ 2z+1 Y1+
——=In|z—1| +— In(2®+2+1)—— arctg ot , gdie je z= Vite .

3 6 IE] V3 x
5 o 3 . .
2o et ]/. e 1460. 3x + sin 2x  sin 4x
2 8 4 32

( 2 BE

In [tgx)— ctg? x — —; ctg® x. 1462. — ctgx — M

5 5
B (cos? x-6)Vcos2 x.

cos 5x 3 cos 5x 3 S5x
- - - - + —In|tg—]|.
20sin 5x  40sin?Sx 40 2
tg®x gt x 1
& —g—. 1466. — sin 2x.
3 5 4
4 ad 1
x x x T g ——
L PR 4= [ 2
'8 (2 + 4)“'“ cos(z - 4) © 1468, —— arctg ——— .
V3 V3
1 ) (2 tgx)
—_arclg . 1470. tg (2 t 1.
1o m 70. arctg (2 tg x+ 1)
¢ X
1 — 2 52
— In (tg x+sec x| —— cosec x. 1472. — arctg|——| — — arcig
2 2 [E V3) 12

In (tg x+2+4 Vtg2x+4 gx+1.

___ 1 S
24 2x+2 — zln (x+1+ Vx2+2x+2).

1 -
1474. — In(sin ax + Va’+ sin? ax ).
a

419



420 ODGOVORI 1475

1 1 3 in2
1475. — x1g 3x + — In {cos 3x|. 1476. x__ﬂc_cosbc
3 9 4 4 8
1 o2
1477. — &, 1478. — (2x—1).
3 4
3 1 3 2
1479, S ) T=x — — Injx—1] —— — = _ 2
3 6 18 12 6

1480. Vl—l-x"‘ arctg x — In (x + Vl +x2). 1481, — sin — — — sin — — — sin 3

1

1482, — . 1483. In |1 4-cr — ctg x.
I4tgx n [T+ x| clgx
sh? x
1484. ——. 1485. —2ch [/T—x.
1
1486. 3 Jn ch 2x. 1487. —xcthx + In |shx|.
1 x 1 1 &—3
1488. — — — + — In |e¥—2]. 1489. — arctg
2e¥ 4 4 2
44 4 ¢ 1 142
1490, —| (X1 —— [(e*+1)%. 1491, — 1 .
7/ @7 V@D ind 1—2¥
_ax ¥ | _ [exF1—
1492. _J (x?—1+—+—). 1493. 2Vex+l+lnw,
2In10 In10 2ln3 10 Vit+‘+l
X arctg x { 1 212
1494. In 1495. — (x‘ arcsin & 4 2+ Vxﬂ—l)
X 4 X
x
1496. E (cos In x+sin In x).
1 2. . 2 3 .
1497. — | —x? cos 5x + — xsin Sx+-3x cos Sx+ — cos Sx— —sin 5x | .
5 5 25 5
1 3 x
1498. 5 (x2—2)arctg (2x+3)+ 7 In 2x*+ 6x+5) -5 |
I 1 —
1499. — Jx =+ (x - —) arcsin |/ %. 1500. 2*!
2 2 2
GLAVA V
T2 201
1501. b—a. 1502, v T—g --. 1503. 3. 1504,
2. In2
1505. 156. Uputa. Odsjetak osi OX od x = | do x= 5 razdijelimo na dijelove tako da apscise dje-
lifta &ine geometrijsku progresiju: x,= 1. X, = X449, X, = oG, oLy Xy = Xoq™

b
1506. In —. Upwta. Vidjeti zadatak br. 1505,
a



1544

1507.

1508.

1510.

1512.

1514.

1516.

1518.

1519.

1520.

1524.

1528.

1531.

1535.

1539.

1543.

ODGOVORI 421

(
I — cos x. Uputa. Upotrijebite formulu sin o+ sin 2a+. . . + sin no— [cos ; -
a 2
1 2 sin—
— cos (n-é-—)a . 2
2
d/ 1 dr [
) —=— ) — = —. 1509. In x.
da Ina db Inb
— J1¥e. 1511, 2xe—— -2,
cos x 1 1 .
QV_;_F;COS;' 15313, x=n=m (n=1, 2, 3, ...).
3
In 2. 1515. — — .
8
eN—e—=¥ =2l 1517. sin x.
| L. 1 2 n—1 1 /1 2 n—1
— Rjefewje. Sumu s, = — + = + ... 4 —— — [ + -4+ ... 4+ ——| moZemo
2 n? n? n? n\n n n

shvatiti kao integralnu sumu za funkciju f(x) — ¥ na odsje¢ku [0, |]. Prema tome je
1

1
lim s5,= dex=~.
2

n—ooc

0

In 2. Rjesenje. Sumu s, =

1
+ —
n-t 1 nt2 n+4n n 1 2 n

l
mozemo shvatiti kao integralnu sumu za funkciju fx) = T na odsje¢ku [0, 1], gdje su
. X

{

5 .
djelista xp=1+4—(k=1,2 ..., »n). Prema tome je lim &= j = [n2.
n N0 1 +x
0

1 7 100 1 7
—_ 1521, —. 1522, — =33 —. 1523, —.
p+1 3 3 3 4
16 2 1 2 9
— 1525, —— . 1526. — In — . 1527. Jn —.
3 3 2 3 8

1 I 4
35 1—5—32 In3. 1529, arctg 3 — arcig 2 =arctg 7 1530. ln? .
” 1 > I
—. 1532. 1— — . 1533. —. 1534. — .
16 ],/' 3 4 6
145 1 2
I J . 1836, — 4 . 1537. = 1538, In 2.
3 2 8 4 3
8 ks ™
1 — cos I. 1540. 0. 1541, — + —. 1542, arctge — — .
9)/3 6 4

1 1 1
shlzg(eh—). 1544. th(ln3)—th(h12)=?.



422

a1
1545. — — + — sh 2a.
2 4

1548.

1

1549. Divergira.

1

1553. -
p%
1554, #.
1558.

1562, — .,

1566. Divergira.

1570. Konvergira.

1574. Uputa. B (p, q) = ff(x) dx + _]l.f(x) dx, gdje je f(x) = xP=1(l — x4~
° +

ODGOVORI

1
e ako je p< |; divergira, ako je p > 1.

”
1550. —.
2

aw
1555. — .
Vs

1559. Divergira.

Pre

1563. —.
8

1567. Konvergira.
1571. Konvergira.

1546. 2.

1551. Divergira.

P ako je p > 1; divergira, ako je p < 1.

1556. Divergira.

1
Ina’
1

1
— + —In3.
3 4

1560.

1564.

1568. Divergira.

1572. Divergira.

1545

1547. Divergira.
1552. 1.

1557. Divergira.

1561. Divergira.
27
3Y3°

1569. Konvergira.

1565.

1573. Konvergira.

bududéi da je

m f(x)x'? = [ i im (1 —x)-¢/(x) = |, to oba integrala konvergiraju za | —p<1 i
x—0 x—=1

l~g<<l,tj.zap>0ig>0.

; o0
1575. Uputa. I' (p) = | f(x) dx + ff(x) dx, gdje je f(x) = xP~'e~*. Prvi integral konvergira za
0 1

p >0, a drugi za po volji odabran p.

1576. Ne.
tg
1580. Iw d.
I+
0
C
1583. 8 — — .
23
T
1587. 1 — —.
4
7+2)7
1591. ln—+-‘V—.
m
1599. ——1.
2
1603. 1.

2
1577. 22 [V rar
t

1584.
1588.
1592.

1600. 1.

1604.

ENTE

dt¢

]/ 1 +sin2z

ESE

1581. x=(b—a) 1+ a.

a

1585.

Vs
1589. 4—n.
1593. .

1601. .

1605.

In 2

J de

In 2

1579.

1582, 4—21n 3.

ko

1586. ———.
21 et

1
1550. 3 In 112.

k2
1594, —.
2

]
1602, — (" + 1),



1641 ODGOVORI 423

o

1606. Rjeienje. I' (p+1) = fxpe"‘ dx. Primjenjujuéi formulu 2a parcijalnu integraciju, stavljamo
0
xP=u, eXdx=dv. Odatle jc .du=px?-! dx, v=—e>* |
o [= 43
'(p+1) = [—x"e"‘](; +p fxP-le dx=pT (p). ™
0

Ako je p prirodni broj, onda, primjenjujuéi formulu (*)p puta i uzimajuéi u obzir da je

oo
I(ly= fexdx—1,
0
dobivamo:
I(p+1)y=np!
1-3-5...Qk—1) =

1607. I, = - > 4.6 % > ako je n =2k paran broj;
; 2:4°6...% pot 1 ool 128, _63n
= ako je n=2k neparan broj. I, = — ; = —.
H TS 2kt D ) P T s e T s,
—D!{g—1!
1608. (P—D!g—-1) )
(p+q—1)!
1 m+1 nt+l . .
1609. ?B ;S . Uputa. Stavite sin? x=1.

1610. 2) Plus; b) minus; c) plus. Uputa. Nacrtajte graf podintegralne funkcije za vrijednosti ar-
gumenta na odsjeCku integriranja.

1611. a) Prvi; b) drugi; c) prvi.

[ 3
1612. & . 1613. a. 1614, —. 1615. — .
3 2 8
o _ 2 2 2 2
1616. 2 arcsin . 1617. 2< 1<), 1618 ~ </< . 1619 Sr<i<—

2
1620. 0<1<;—2. Uputa. Podintegralna funkcija monotono raste.

! 2 32
1621. —<I<V— . 1623, s =—. 1624. 1.
2 2 3
1
1625. 7" Uputa. Uzmite u obzir predznak funkcije.
|
1626. 47 . 1627. 2. 1628. In 2. 1629. ;. In 3.
4 1
1630. wa®. 1631. 12. 1632. ?pz. 1633. 4 ? .
2 32 T |
1634. 10— . 1635. 4. 1636. — . 1637, — —— .
3 3 2 3
| — —
1638. ¢+ ——2=2(ch | —1). 1639. ab [2/3—1In 2+
e

3
1640. Ena’. Upura. Vidjed prilog VI, sl 27. 1641. 2a% -,
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1642.

1646.

1647.

1648..

1650.

1654.

1655.

1657.

1660.

1664.
1666.

1667.

1669.

1673.

1676.

1679.

1682.

1686.

1680.

1694,

1698.

ODGOVORI 1642

4 9
3 a. 1643. |57. 1644. 3 In 3. 1645. |,

3na®. Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 23.

a? (2+%). Upiza. Vidieti prilog VI, sl. 24,

4 16 3. 32 413
254 — 1 6m— — 1649. —77-——]/— — 7 l
3 3 3
3
3 mab. 1651. 37ma?. 1652. = (b*--2ab). 1653. 6na’.
rY a®. Uputa. Parametar ¢ u petlji mijenja se u granicama 0 <t <+ co. Vidjeti prilog

VI. sl 22.

3
B wa®. Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 28. 1656. 8n'a®. Uputa. Vidjeu prilog VI, sl. 30.

7Tl:l2 77(12 L. .
3 1658. a2 1659. e Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 33
9 14—8|/2 2 3
o woer, 14282 . 1662. " . 1663. o (1+V— .
2 3 (1 —exypr 302
. . 8 _
T V—Z Uputa. Prijeéi na polarne koordinate. 1665. 2—7(101/10—-1)
th—a”. Uputa. Upotrijebite formulu ch®a—sh?o = |,
V241 )2, 1668. T e—)ag1n V1D 24D
' e
13 _ ]
1+Eln3. 1670. In (e+}/e?—1).  1671. In (2+|/3). 1672, - (e*+1).
In 2 1674. 44 /3. 1675, 1n S0 ! b—1n 8
an;. . da /3. 675. neh_lﬁ—a— _ns?;f
1 e 4(a*—b%)
7 aT? Uputa. Vidjeti prilog VI, sl. 29. 1677. —- 5 . 1678. 16a..
a
—_— a — — —_
ma Vl+41ﬁ+E In 2n+ /1542, 1680. 8a. 1681. 2a [/ 2+1n (J 2+ 1)).
Vs 345 aJT+me 1 ma®
Z4iIn . 1683. . 1684, — [4+In 3]. 1685. — .
7 T m y iiadl 30
4 3 3
5 . 1637.‘%’(e2+4—e—2). 1688, — . 1689. v,;=%.
4 T 167ra3 32 3
vy= 7 1691, vy=— svy=27. 1692. 1693. T
4 3 ad
— 1695. — 7. 1696. — (15— 161n2). 1697. 2n%as.
3 10 2
2 aa
"RzH 1699. i—;” mha. 1701. 2) 5via®; b) 6m%a%; ©) "? (Om—16),



1738

1702.

1705.

1708.

1712,

1715.

1717.

1719.

1721.

1722.

- 1723.

1726,
1728.
1730.
1732.
1734.
1736.

1738.

ODGOVORI 425
32 8 4
—— mas. 1703. — =a?®. 1704. — =a®.
105 3 21
h Ab+aB abh 128
= AB+¢+ab). 1706. "2 = 1707. - o0,
3 3 105
8 1 16 —
3 matb. 1709. By nah. 1710. ?as, 1711. na? qu,
2 4 8t 16
nabh (1+3§). 1713 — nabe, 1714. ?(]/178—1); 5 (5)/5—8).
— — i 2(J2+1
27 (24 In (24 1)). 1716. = (}/5-)2) +n1nM.
541
_ _ wa® 7a®
” []/Z-f—ln (1+]/2 Y- 1718. e (*+e—24+4) = > (2+sh 2).
12 "
?ng_ 1720. ?(ehl)(e2+e+4).
4n%ab. Uputa. Ovdje je y=bj:]/a2—x2. Uzmemo li predznak plus, dobijemo vanjsku
plohu torusa, a za predznak minus dobijemo unutarnju plohu torusa.
2mab = mb? 1+¢ Lo ]/a*—b2 X
1) 27b2 4 arcsin €; 2) 2na?+ — In 1— , gdje je e=———— (ekscentricitet elipse).
€ € — a
64 na’ 32 128 _
a) 3 b) 167%2; ¢) 7 1724. < 1725. 2ma* (2—|/2).
128 R B —
~ mat 1727. MX=-2-|,a2+b2; My=3va2+b2.
A = 1720, My = My—2; 5 =52
=—y = . =) =—; X =y=—0u7 .
a 2 b 5 X Y 6 X =y 3
3 2
My=My=— a?;, x=9y=—a. 1731. 2m a2
5 5
0 a 2+sh2 1733. = asina 0
x")_? shl T YT
_ _ 4 _ da _ 4b
x =ma; y=?a. 1735. x=:;,3 y=3—”.
. _ 9 _ _ 5
x:y:j—-o. 1737. X = 7a; ‘v=ga,

a
(0; O;E). Rjefenje. Razdijelimo polukuglu na clementarne kugline pojase povriine do

pomoc¢u horizontalnih ravnina. Imamo do =2wadz, gdje je dz visina pojasa. Odatle je

2n f azdz
_ 0 a
Zz = —_—
2nat 2

Zbog simetrije je x 3 =0.



426 ODGOVORI 1739

1739. Na udaljenosti 7 visine od vrha sto$ca. Ryefenje. Razdijelimo stoZac na elemente pomocu
ravnipa Koje su paralelne s bazom. Masa elementarnog sloja duz; = ynp*dz, gdje je y gustoca,
r
z udaljenost presje¢ne ravnine od vrha stosca, p=78. Odatle je
h
r2
- h—zz“dz
—~ 0 3
== h.
4

1
—mrth
3

3 .
1740. (0; 05+ 3 a) . Rjesenje. Zbog simetrije je x=7y=0. Da bismo odredili Z, razdijelimo po-

lukuglu na elementarne slojeve pomoéu ravnina koje su paralelne s horizontalnom ravninom.
Masa takvoga elementarnog sloja je dm = ymr? dz, gdje je y gustoda, z udaljenost presjecne

ravnine od baze polukugle, a r =|/a®— 22 je polumjer presjeka. Imamo
P )

a
7 f(a?—2%)zdz
0

- 3
2= =-——qQ
3 8
—na®
1 1
1741. I = ma®. 1742, 1, = 3 ab®; Iy =.? a’h.
4 1 !
1743. 1 = — Wb, 1744, 1, = — nab®; 1, = — wab.
15 4 4

| oy
1745. I = ? n(R;—R‘:). Rjefenje. Razdijelimo prsten na elementarne koncentriéne prstenobe.
R2

[
Masa takvog elementa je dm = y27r dr, a moment tromosti [= 2= J ridr = 5 ” (R; —RY);

(y=1). R,

1 . . .
1746. 1 = —mﬂR‘H'y. Rjesenje. Razdijelimo stoZac na elementarne valjkaste cijevi paraleine s osi
stoica. Volumen takve clementarne cijevi je dV = 2arh, dr, gdje je r polumjer cijevi (udalje-

r . -
nost do osi stosca), a h=H(I—~§) visina cijevi; tada je moment tromosti jednak

.

R

r ynR*H o . .
I =y | 2nH 1-}? ridr = o gdie je y gustota stodca.

2 I ey .
1747. [ = —;Ma*. Rjesenje. Razdijelimo kuglu na elementarne valjkaste cijevi, kojih je os zadan

1‘2
| ——

a?

promijer. Elementarni volumen je dV == 2#7h dr, gdje je r polumjer cijevi, 2 h = 2a

a
r2 8 .
njena visina. Tada je moment tromosti [ = 4=ay [V!——z ridr= T naty, gdje je y
, a

4 2
gustoéa kugle, a bududi da je masa M = ? naty, toje I = —SMaz.
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1748.

1750.

1751,

1753.

1755.

1756.

1757.

1758.

1759.

1760.

1761.

1762,

ODGOVORI 427

9

lop'

2
V =2n%%; S=4=n%b; 1749. a) x =7y = 3 a; byx=% =

. Uputa. Koordinatne osi su tako odabrane, da se os OX f:oklapa s prom-

W N
3=

a)x=0,y=
. . . . - h .
jerom, a ishodiste je u srediStu kruga; b) x = 3 Rjesenje. Volumen tijela dvostrukog stoca
1
koji dobijemo vrtnjom trokuta oko njegove baze, jednak je Vz? nbh?, gdje je b baza,
.. . .. 1
a k visina trokuta. Prema Guldinovom teoremu taj je volumen takoder jednak V= 21-;?E bh,

gdje je x udaljenost teZifta od baze. Odatle je x = 3

* & .
vt — 25 1752, — In14+-2]).
2 2g c?
Uy 2 .
x = — sin wl] v,p=— v,. 1754, S=10"m.
w kg
A=Y n= b= @by
U= — ;s h=— — (a—be .
b \a—bt)’ et Y a—be, |

y . . . . .. . .
A= > R*H?®, Uputa. Elementarna sila (sila teZe) jednaka je teZini vode obujma sloja s

debljinom dx, tj. dF =y7R?dx, gdje je y teZina jedinice volumena vode. Prema tome
elementarni rad sile je dA =y7R?* (H —x) dx, gdje je x razina vode.
A=" R H
= — y I~ .
12

A= ﬂZy R TM~0,79  10*=0,79 - 10° kpm.

A =ynR*H.
mgh R . i . . .. A . mM
A= 5 Aoo=mgR. Rjesenje. Sila koja djeluje na ujelo mase m jednaka je F=k —
-
H_TQ
gdje je r udaljenost od srediSta Zemlje. Bududi da za r = R imamo F =g, to je kM =gR™.
R+h
. . ; . mM 1 | mgl
Trazeni rad imat e oblik A= | k—dr=bkmM|—- ———|=——. Za h=c0
r2 R R+h l h
R —
R

imamo A4 = mgR.

(X4
1,8 - 10" erga. Rjesenje. Sila koja djeluje izmedu naboja je F = 0—21 dina. Prema tome rad
X

Xa
, ) dx (o
pri pomicanju naboja ¢, iz take x, u tacku x, bit ée: 4 = g4e, = = €t (- — —) =1,8-10¢
x X, X,
X1
erga.

A = 800w In 2 kpm. Rjefenje. Za izotermicki proces je pv = pgv,. Rad pri Sirenju plina od
Y

v
volumena v, do volumena v, jednak je A= JApdv = PV, In 2,
Vo
Y
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ODGOVORI . 1763

1763. 4~ 1500 kpm. Rjefenje. Za adijabatski proces vrijedi Poissonov zakon pv‘?=pov§, gdje
Ty
& 2, ‘2 \ !
je kx14. .Odatle je A= | %0 gy = 20| (L))
Tk k—1 7,
T
1764. A ? wula. Rjesenje. Ako je a polumjer baze osovine, onda pritisak na jedinicu povrSine
P
oslonca iznosi p= — Sila trenja prstena Sirine dr, koji je udaljen od srediita za r jednaka
Ta
. 2pP ) . . o 4mpP :
je ——r dr. Rad sile trenja na prstenu pri punom okretaju iznosi dd = 3 r2dr. Prema
a a
a
. . . 4 uP 4
tome ukupni rad iznosi 4 = —; r2dr = 37 mulPa.
22
0
1 L. L . . , 22 dm priw? )
1765. 7 MR2w?, Rjesenje. Kineticka energija elementa diska je dK = > = 3 do, gdje
je do =27 dr element povrsine, a » udaljenost tog elementa od osi vrtnje te p.povriinska
R
) M ) M2 ‘ Ma?
gusto¢a, p = ——. Prema tome je dK = r? do. Odatle je K= r*dr =
77R2 - 2 2 A
0
MR? ? 3
= 1766. K= — MR*w?
4 20
1767. K= 5 R2w? =23 108 kpm. Uputa. Koli¢ina potrebnog rada jednaka je zalihi kineti¢ke
energije.
bt (a+2b) h* .
1768. p = - 1769. P ———T ~ 11,3-10% 7, 1770. P = abynh.
1771. P= (vertikalna komponenta usmjerena odozdo prema gore).
[
1772. 533 3 g. 1773. 99,8 cal.
hb? p kMm . L
1774. M = gem. 1775. ——— (% je graviraciona konstanta).
2 a(a+i)
a a
wpat R . 27p ap [a®? e apat
1776. . Rjesenje. Q= |v-2mdr=—— | (@-r)rdr=—| — — —| = .
8ul 4ul ) 2ul] 2 4 lo  8ul
0 0
2b
2 ab® . . - - .
1777. Q= | vady = ?p - Uputa. Os apscisa neka bude usmjerena po donjoj veéoj strani
R IS
0
pravokutnika, a os ordinata okomito na nju, u polovi§tu.
o)
1 . de 1 ..
1778. Rjefenje. S= | — dwv; s druge strane je £= a, odatle dz =— dv pa prema tome vrijeme
a a

U
Vs
. . dv
zaleta iznosi t= | — = S.
a

U
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X
Q Q Q )0 Ox x
1779. Mx=—IT(x—t)dt + 3x——T[xt— 3]0+3x=—2—(l—7 .
0
X
) kx
1780 My=— | Gemr) bt it Ax = (=),

0
1781. Q9 =0,12 TRI:cal. Uputa. Primijenite Joule-Lenzov zakon.

GLAVA VI
2 2 —
1782, V - (y2—x%) x. : 1783. S =§(x+y) V42233 (x—p)e.
1 5 T—x2 x?—y? yl—x? 2
1784.]—;3)=~;f(|;—l)=—24 1785, L~ T Ty W
2 3 2xy 2xy 2xy X% —y?
R4
1786. , xh) =1 —a2, 1787. z = .
f(x, x*) +x—x -y
Ji+a , . . ¥ (XN
1788. f (x) = T Upura. Prikazemo zadanu funkciju u obliku f| = | = ) +1 1 zami-
X 1 x
L y ’ RN
jenimo = sa x. %=
x
b= Vatet,
xy oo, . L. + uU—v
1789. f (x, y) = . Rjesenje. Oznatimo x—+y =u, x—y=v. Tada je x = - y = > 5
u+v u—v u—o\* w—ww L ’ )
fu, v) = —- 2 + 2 = 7 Ostaje jo§ da argumente « 1 v nazovemo
x iy

1790. f (1) = ut+2u; z=x— 1+ |[3. Uputa. U identitetu x = 1 +5 (J/x— 1) stavimo Jx—1 =u;
tada je x=(u+1)? i, prema tome, f (u) =u>+2u.

JR— x —_— I e
1791. f(y)=]/l +y? 2 =ﬁ ]/xz—l-y?. Rjefenje. Za x =1 imamo identitet l"l—f—y" [ f(yT) s
x

. f(»)= )14y Prema tome je f(%) = V1+(%)2 i z=x ]/H—(%)z =[xy

1792. 2) Jedini¢ni krug sa sreditem u ishodi§tu ukljudivo kruznice (x*4y*<1); b) bisekerisa
y=1x 11 III koordinatnog kuta, ¢) poluravnina smjeStena iznad praveca x+y =0 (x+y>0);
d) pruga izmedu pravaca y= 41, ukljuéujuéi, tih pravaca (—1 <y <l); e) kvadrat,
koji tvore odsjelei pravaca x= -1 i y= =], ukljuéujuéi njegove stranice (- | <x<l;
—1 <y <1); f) dio ravnine uz os OX izmedu pravaca y= I x, ukljucivo tih pravaca i isklju-
&ivo ishodista (—x <y <x za x>0, x <y <—x za x<0; g) dvije pruge x =2, —2 <y <2
ix<—2, —2<y<2; h) prsten izmedu kruZnica x2+y?--a% 1 x*+3%--2a%, ukliucivo gra-
nica; 1) pruge 2nr<x<(2n+ 1) 7, 920 1 Qn+ D) r<x < 2n+2) 7, y<0 gdje je n cio
broj; j) dio ravnine iznad parabole y = —x? (x?+3>0); k) cijela ravnina XOY; 1) cijela
ravnina XOY s izuzetkom ishodiSta; m) dio ravnine iznad parabolc y?=x i desno od osi
OY, ukljuivo tataka osi OY i 1skljucwo talaka parabole (x =0, y:- ]/' x); n) cijela ravnina,
s izuzetkom tacaka pravaca x = | iy = 0; o) porodica koncentrlcmh prsteno\a 2wk <x*} y?<
<m RE+1)KR=0, 1, 2, ...).
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1793.

1794.

1795.

1796.

1797.

1798.
1799.

1800.

1801.

1803.

1805.

1806.

1807.

1809.

1810.

1811.

ODGOVORI 1793

a) I oktant (ukljuivo granica); by I, TII, VI i VITI oktant (iskljucivo granice); ¢) kocka,
omedena ravninama x = 41,y = + | i 2= 41, ukljuivo njenih strana; d) kugla polumjera
| sa srediStem u ishodistu, ukljucivo njene povrsine.

a) Ravpina; nivo-linije su pravci paralelni s pravcem x+y =0; b) rotacioni paraboloid;
nivo-linije su koncentri¢ne kruZnice sa sredi§tem u ishodi§tu; ¢) hiperbolni paraboloid;
nivo-linije su istostrane hiperbole; d) stozac drugog reda; nivo-linije su jstostrane hiper-
bole; e) parabolni valjak, tvoren paralelnim pravcima x+3y+1=0; nivo-linije su paralelni
prave; f) pladr kvadratne piramide, nivo-linije su rubovi kvadrata; g) nivo-linije su para-
bole y =Cx?; h) nivo-linije su parabole y = C Vx; i) nivo-linije su kruznice C (%24 y?) = 2x.

a) Parabole y =C—x?(C>0); b) hiperbole xy = C(C|<1); ¢ kruznice xt4y?= (2,
d) pravci y =ax-+C; ¢) pravel y= Cx (x30).

a) Ravnine paralelne s ravninom x+y+2z =0; b) koncentri¢ne kugle sa srediitem u isho-
diStu; c) za 2>>0 jednokrilni rotacioni hiperboloidi oko osi OZ; pri #<0 dvokrilni rotacioni
hiperboloidi oko iste osi; obje porodice ploha dijeli stozac x?+3y?—22=0 (1« =0).

a) 05 b) 05 ¢) 25 d) e*; ) limes ne egzistira; f) limes ne egzistira. Uputa. U talki b) prijeéi
na polarne koordinate. U tackama e) i f) ispitajte mijenjanje x i y duZ pravaca y =kx i po-
kaZite da zadani izraz moZe teZiti k razli¢itim limesima u zavisnosti od izbora k.

Neprekinuta.

a) Tacka prekinutosti za x=0 i y =0; b) sve taéke pravca x =y (linija prekinutosti); c)
linija prekinutosti je kruZnica x?4y?= ; d) linije prekinutosti su koordinatne osi.

_— . .. 2xy L .
Uputa. Stavivii y =y =const., dobijemo [unkciju ¢, (x) =T'1, koja je svagdje nepre-
XT3y
kinuta bududi da je za y, #0 nazivnik ¥+ v270, a za y, =0 ¢, (x)= 0. Analogno je za

.. 2xy
x=x,=const funkcija ¢. (y) = 5——
x;+y?
X, y 7ajedno funkcija z ima prekinutost u tacki (0, 0), jer lim z
x—0

svagdje ncprekinuta. S obziron1 na obje varijable

ne egzistira. Zajsta, ako

y—0
prijedemo na polarne koordinate (x =1 cos ¢, y =r sin ¢), dobivamo z =sin 2¢, odakle
je vidljivo da je, ako x—>0 i y—0 tako da je g =const (0 <p <2), onda z—>sin 2. Buduci
da ove grani¢ne vrijednosti funkcije z ovise o smjeru ¢, to = nema limesa kada x—0 i y—0.

oz 302 ) dz 3y 3 1802 oz 2y oz 2x
—= —ay), —= —ax). , — = , =
ox >0 oy Y ax  (x+y)? oy (x+)?
dz 0z 1 oz x 0z
N 17 e S S
ax xX* 9y x 8x ]/x2 —yz Oy /x2—y2
oz y? oz xy
ax (C+yFh By (@Al
0z 1 oz - y

X 1/x2+y2 Ay L!x:_,_ya (x+ l/x2+y2>

ez X oz oz

S S ) 1808. — —yx¥-1, ——_¥inx.
ox x24y* dy x4yt ox dy
0z Y sin— y 0z 1 sind
—=——¢ Yeos—, —=—c¢ ~Tcos—.
ox x2 x 0y X X

Bz xy? V 2223 0z yx? V 2x2—2y?

ax  ylli—yh Ty i —yh

0z 1 x+a oz x+a . x+a

== —=— —-ctg——.

N T A S 1 E R £]
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u Qu ou
1812, — =ypz (x)*~!, —=x2z (xy)*7", — =(xy)* In (xy).
dx 3y oz
ou u _ Su !
1813, —=32z%Inz, — =x2YW ln z, —=xyz*¥—!,
ax Qy 0z

. v,
1814. /. (2‘l>=3‘ [ 2, D=0,

, t [
1815. £, (J; 2; Oy =1, /, (15 2; 0) =5 J= (1525 0)=—.
X
1820 — —. 1821. r.
(242422
Y x* . 1
1826. =z = arctg — 4+ ¢ (x). 1827. =z = By + y*Inx+siny — 3
X
| 1
1828. |) tgau=4, igf=co, 19y = :; 2) tgo=o00, tgf=4, tyy = 7
as ! oS [ S 1
1829, — — — h . — = —h . — = — (a+b).
Qa 2 0b 2 oh 2

1830. Uputa. Provjcrite da je funkcija jednaka nuli na cijeloj osi OX i na cijeloj osi OY i poslugite
se definicijom parcijalnih derivacija. Uvjerite se da je f;, (0, 0)=f; 0, 0)=0.

1831, O/ =4Ax-r Ay+2Ax*+2AxAy+ AxtAy; df =4dx+dy; a) Af—df=8;b) Af—df=0,062.

1833. dz =3 (x*—y) dx+3 (¥*—x) dy. 1834. dz = 2xy* dx +3x%y? dy.
4xy .
1835. dz2 = ———— (y dx—x dv). 1836. d= =sin 2x dx—sin 2y dy.
(x*+y2)*
1837. dz =YV dx+x” (1 +v lo x) dy. 1838. dz = o (x dx—+y dy).
x4yt
I X
1839. df = — (dx - — dy) . 1840. dz =0.
x+y y
2 y )
1841. dz = dy— ~dx | .
o2y X 1842, df (I, ) = dx—2dy.
xsin —
x,
' 1
1843. du=yz dx+2xdy+xy ds. 1844. ¢y = —— (v dx+y dy+2zd2).

x2+y‘2 + Zﬂ'

x\#-! 1 1 x x
1845. du =|xy+ —) y+ —|zdx+ |l— —|xzdy+4 [xv+ —|In (xy—l— —) dz:| .
kY y v ¥ y

2

2xy
1846. du ydx+xdy—~ —dz|.

= x2p? 4 2t z
1
1847. df 3, 4, 5) = % (5dz—3dx—4dy). 1848. d! =0,062 cm; A/ = 0,065 cm.

1849. 75 cm® (s obzirom na unutarnje dimenzije).
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1

1850. n cm. Upyta. Postavimo da je diferencijal povrsine isjecka jednak .nuli i nademo odatle
diferencijal polumjera.

1851. a) 1,00; b) 4,998. ¢) 0,273.

1853. S talno$¢éu do 4 m (preciznije do 4,25 m).

ag—pl 1 .
1854. = — . 1865, do = — (dw cos « —dx sin o).
£ l/lg P
dz et(rlnt -1) du t x x
1856, — = — 7 1857. — = — ctg —|[6— —
de rin%¢ dt l/y VJ’ 2y?
du 4 1)gt 224+ Dint d
1858. & “aiin g ey LTDIBL (EA DI 1859. — =0
de ’ cos? ¢ dr
dz . . .
1860. e = (81n )¢5 ¥ (cos x ctg x—sin X In sin x).
X
1861. = y 421 1862 2 Cpev-1, % ol ot 2
T A& ihe e UG T et T
0z , oz
1863. — <2x// (u, v) + v [ (1,7)5 — =—2y [’ (u,v)+xe [ (u, ).
ox u v Qv [ v
oz ‘oz
1864. — =0, — ={.
du v
oz 1 3z 1
1865. — = (i—T)f’(xy+z);—=(x+ ——)f'(xy+ {)
ox X x /oy x X

d
1867, & = 11053, 9+ 60100 30 D) S 06 3 2 W (50 9) + (5 ) 9 (9]

1873. Opseg raste s brzinom od 2 m/s , povrdina raste s brzinom od 70 m?¥/s.

(422430 9)3
1874, ———— | —9/7 1 . T
Vitrmia 1875 20)/522)3 kmpn. 1876 — .
— —
A 3
1877. I. 1878. L . 1879. — V— . 1880. 6~8 .
2 3 13
cos a+cos B i-cosy . -
1881. 3* 1882, a)(2;0)_;b)(0;0)1(|;l);c)(7;2;l).
1
1884. 9i- 3. 1885. - (5i—3)). 1886. 6i+3j+2k.
2 2 |
1887. |grad u, = 6; cosa= —, cosf=— — , COSy = — .
3 3 3
3
1888. cos g = V_ﬁ 1889, (g ¢~ 8,944; g~ 83°37.
10
0%z abcy* %z abexy %z abex?

1891, — — : =
axz (b2x2+a2y3>3l‘2 ax )y

- (b2 +aly2y 2 ; ay: (62 + a2yrypie

&z 2(y—x?) ) 9%z 2 ¥z [

1892, — i =— o m———
ext (¥ ey axiy CaR DL 1 ey




1927

1893.

1896.

1897.

1899.
1902.

1903.

1904.

"1805. ©

1914.
1916.
1918.

1919.

1920.

1921.

1922.
1923.
1924.
1925.

1926.
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&z X 0%z S r—x?
axdy  (Quy ;yyz)ﬂl2 ‘ 1894 o 3y =0 1895. ;xﬁ = rax
Py % &2 %u a2y
o 3 22 oxdy oucs  ozéx

Su 32

m = afyxo—l yf—1 zy—1, 1898. * iy = —x%y cos (xy)—2x sin (xy).

% (0,0) = m(m—1);5 fi,(0,0) = mns f5,(0,0) n(n—1).

Uputa. Provjerite, upotrebom pravnla za deriviranje i definicije parcijalne derivacije, da je

- xz—y . 4x y" N = ,
Jem ) =2|— Ty e (zax*+°#0),/; (0,0) = 0 i, prema tome, /% (0, y)
= — y za x =01 za svaki y. Odatle je fey (0, ¥) :—1, a napose je, S5y (0,00)=—1. Ana-
logno nalazimo da je fj. (0, 0)—1.

%z
=7 2fl; (ul 'v>+4x2fllju (u) v)+4xy fﬁv (u) ‘Z)) +y2fz'ﬂ (u;u),-

ox?
oz .
ox dy =f1'; (u, v) +4xy? fiy (uy v)+2 (x2+y?) o (4 ©) +xy fo0 (U 0);
02z .
ay—z '—zfu (u:» v) +4y? fuu (u, ) +4xy 7ru‘u (u, U)“]‘x‘z 'zw (u, v).
% . o, .y
"_x2 =[xt 2fsz ext e (20 + [z Pxxe
Pz ” ” a 2
2 fuu ((px) +2fuv ‘Px lrl’x + /vv (‘»”x)2 |- flt ‘Px,\ Lfvr l»[’x,(; ax f uu ‘Px 9’\, T
fuv (‘Px '»[’v *'Sl’,\ ‘?y) fv.,\b\z"vbv fu (va+fv¢‘;y)
otz
—_,—frlxlu (Q’V) +2ft’;v ‘Tvr"v ‘I'fvv (‘f[’vy +f"i”1\1;y +fv \[‘;y
u(x, y) = e + ). 1915, u (x, ¥) = x¢(3) + ¥ ().
d?z =¥ [(y dx+x dy)® + 2dx dy]. 1917. d*x = 2 (xdy dz+y dx dz+z dx dy).

d2z - 4¢” (1) (x dx+y dy)? + 2¢’ () (dx24-dy?).

x \ Xy x\ % ex oy
dz =| - yln -—dx+x1n— dy |; d?z = | — (y"lnz— o— [ dx® +
y y y y x

+2(xylne; In— +ln-) dx dy + (x’lnzi — —) dy]
¥ ey y ey Y

d%z = a%fy, (u, v) d*+225 fi, (u, ©) dx dy+5?2 7, (u, v)dy%

diz=(ye* fo+ e [+ 2ye* VY [, - y%e™ f,) dx 42 (e¥ fute* fotxe® [+
Fe5 Y (1 +xp) fly +ye™ f3,) dx dy +(xe? fu+x%e® £, 2xe"+Y fiy, e f7.) dy?.

d%z = e¥ (cos y dx*—3 siny dx* dy—3 cos y dx dy*+sin y dy?).
3% = —y cos x dx®*—3 sin x dx? dy —3 cos y dx dy?+ x sin y dy?.
df (1; 2) = 05 d* (1; 2) = 6dx*42dx dy+4,5 dy®.

azf (0, 0, 0) = 2dx*+4dy?+6d2? —4dx dy+8dx dz+-4dy dz.

. 3
xy+C. 1927. x"y——% + sin x+C.

28 Demidovié¢: Zadaci
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K3
1928. — - +In(x+y) + C. 1929, ln (x2+y?) -i- 2 arctg — -l— C.
P y
X | j—
1930. — + C. 1931, [/x* 3%+ C.
¥
x=y
1932. g== — 1, b= —1, 2 = . C. 1933. x? -y*+ 2% xy-+x2+4 yz C.
x2_+_y2
1934. x* +-2xy*+3xz +-y?—yz 2z + C. 1935. x2yz— 3xy?2+4x2%y?+2x .y -+ 3z -C.
x 3y F:1 -
1936. — - 2 4 = - C. 1937. |/x2 5% ' 221 C.
3 z x
1938. A = — 1. Uputa. Napisite uvjete totalnog diferencijala za izraz X dx-- Y dy.
xy
1939. [/ = /. 1940. u -~ [ f(z) dz+C.
a2
dy brx dy bt d?y 3b6x
1941, 0 = — —. = = =
dx aty > dx? aty? " dx® aly’
1942, Jednadzba koja odreduje y jest jednadzba za par pravaca.
dy v*In d d?
1943, Y - 2 Y 1940, ¥ 2 WYY
dx [ —xy¥—! dx y—1 dx* (1—y)

1945.

1946.

1947.

1549.

1950.

1951.

1953. —

1954.

1955.

1956.

1961. —

1962.

d 4
—y) —3i -] =88
dx/e—, dx? ), _,

dy  xway d¥y @+ 1) yY

dx ax—y) dx? (ax-—y)*
d ;a2 2 &z x*—yz ¢z 6y -3xz 2
_y,._{- @y _ 1948, T =122, E
dx dx?  x? ax  xy—zt 2y 3 (xy—2z?%)
2z zsinx-—cosy dz xsSiny-—COSZ2
ox  cos x-—ysian oy " cos x—ysinz
oz az 1
o= - ;— = —
&x oy 2
dz cx o 8z ¢y %z Ar—yy 3% clry 0%z dH{a*—xh)
ax  az Ay T b2z e a?22® dx dy n a2bzz3 ay2 a’b?z®
Q’X: ‘Py:
dz by by
dx by
X yi—at Xy x—a*
dz = - — dx- < dy, d?z = dx?*—2 = dxdy - dy®.
z 2 28 &3

dz=0; d?z = E (dx?4-dy?).

z
dz = P (dx+dy); d*z= T oy (dx*+42dx dy+dy?).

dy dz 1 d?z 4
—co; .

dx * dx ? * dx? - 25°
dy = y(z—x) YETH ey den FETY) % (x—y) dxs
x(y—z2) x(y—2)
Aty = — dizem — —[(x- ) + (y— 2 +(z—x)7) dxt.

®®(y—2)?*
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cu du D2y S % ov ov ] 2 v
1963, = —=1; -~ =———=-—=0; — =—1; —=0; — =2; — — —];.— =0
‘x Qy ox? oxdy ox ay X2 ex Qy ay?
1
1964. du = dx - ——‘d dv= -—dx— —d
|Ty Tty 1+y bow
Qu —du- C— dedy— 2 dy
= —Qu= — axay— — — Ay~
(I+y» (1ry)?
dx—g, d —, dx—¢,  d
1965. du = PP D o TS dredy
“Pu‘PL: J?’u?"u'
| | | o |
oz csint  &r  ccosw oz 1 oz 1
1966. a) — = — S, — = b)ﬁz—(v u)y,— = —(V—u;
¢ u ey 7 ox oy 2

1
) dz=—_——[e“"Y(v-tu)dx e" "V (v u)dy].
22U

¢z ) i sing 0z COSqo
1967. - =F,'(r,g) cos g~ Fy’ (1, g) — 3 — = Fy (r, @)sing +Fo (r, ) ——
cx r kY r
&z ¢ oz c
1968. — = — — cospctgd; — =— — sin ¢ ctg .
ax a oy b
1969. 22 L YL 1970. &2 _ ¢
T T Tar
1971 2 % 22,3 g ) W Lo 1972 !
.8) — —2y- - :0: -~ =0. Ltgp = — .
dy? ydy ? dy® g r
dar d> oz az
| — | —r— 1974. = = 0. 1975. 4 — — 2=0.
de de? cu on
1973. K = —
dr T,
r2w‘; (_ ’
i de,
1976 o%u n 13 1 2u 0 1977 &%z 1 ¢z
Terr g2 co? Ty e “oudr  2ucv’
ow %w 0w 1
1978. — = 0. 1979. — - 0. 1980. — = — .
dv ov? ou* 2
1981. a) 2x-4 PRI P R U P S VU A et
.a) 2x—4y- 2—5 =0; — = ; +4y—6z2 :0; —— =" = ——
Y 2 4 o 3 4 e

x—R cosz _y— Rsmoc z2—R
C) xcosutysine—R =0, ~——

cose  sinx 0
a2 b2 2
1982, +- ———- . —; + I .
l‘/d2+bz+cz 1/(12—}-1;2-1»(;2 1;‘ 2%+ b ¢t
1983. 3x+4y-1 122—169 = 0. 1985. x+4y+6z— - 21

1986. x--y+tz =+ Ja®+bi+ct.

1987. U tatkama (15 ' 1; 0) tangencijalne ravnine su paralelne s ravninom XOZ; u tatkama
(05 05 0) i (25 05 0) paralelne su s ravninom YOZ. Nema talaka plohe u kojima bi tangen-
chjalna ravnina bila paralelna s ravninom X0V,

ks
1991. — .
3

st
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1994.

1996.
1997.

1998.
1999.

2000.

2001.

2003.

2004.

2005.

2006.

2007.
2008.
2010.
2012.

2013.

2014.
2015.

2016.

ODGOVORT 1994

s=

Projekcija na ravninﬁ X0Y ies(:{

x4yt xy—1 0.
x=0
Projekcija na ravninu YOZ jest: ¢ 342
—+2z*—1=0.
4
y=0
Projekcija na ravninu XOZ jest: { 342
) +22—1=0.

Uputa. Dodirna krivulja plohe s valjkom, koji projicira tu plohu na neku ravninu, jes§ geo-
metrijsko mjesto 1adaka na plohi u kojima je tangencijalna ravnina te plohe okomita na
ravninu projekcije.

S (x+h, y+R)y=ax?+2bxy+cy 2 (ax+by) h-+2 (bx+cy) k+ah®*+2bhk ; ck®
fx, yy=1—(x+22+2(x+2)(y—D--3—1)"

Af(x, y)=2h-+k+h*+2hk+hk.

Sy == DO~ D=1 + 2(x—D—) — =D E=D.

Fx+h y+ky, 4D =Flx 9, D)2 [hlx—y—2)+k(y—x—2)+] (z—x—»)] +
+f(h R D.

y+xy+$!—ys. 2002. 1— xz'z"!“"z xt- 6’:3!’2+J" .
14+ (y—D+x—Dy—~1.

4 (=) + (y-- 1] _I_[(x—1)42-!(y+1)]2+[(x~1):!(y+1)]:«_

b) ]/El w’m I+ %(ma +np)+ 3]—2[(3»154 _ 4m) 02— Imnap+(3n*—4n) B2].

a) 1,0081; b) 0,902. Uputa. Primijenite Taylorovu formulu na funkcije: a) f (x, _y)=‘|/)73 }/;
u okolini tacke (1; 1); b) f(x, y)=* u okolini tatke (2; L).

z=1+20x—D—=(—0 -8 E—IP+10x—DE-D=3G@—N+...

Zmin=0 za x=1, y=0. 2009. Ekstrema nema.
Zmin=——1 2a x=1, y =0. ) 2011, 2max =108 za x=3, y=2.
Zmin=—28 2a x=]/2_, y=—Vfi za x : —VZ y=Vf Za x =y =0 ekstrema nema.
ab * b a b ab
Zmax=-—— U taCkamax=—, ¥y ~— 1 X =— ——, Y= — =, Zmin=— —7—
33 Vs = 13 Vs /3 33
* a b . a b
u tatkama x=—, y=——— 1 X=——, y=-——.
Vs V3 V3~ Vs

Zmax=1 2a x=y=0

. . 1 .
2min =0 za x =y = 0; nepotpuni maksimum z-- — u ta¢kama kruZnice x%4y2=1.
e

zma;=v3_za x=Ly=—L 2016.1. 2min=206 za x—4, y—2.
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201§.2. Zmax = 8e% za x = —4, y= —2; ekstrema nema za x=0, y —0.
4 2 'l
2017, unmin =—~§ za x—-g,yz 3, z=1.
1

2018. umin =4 za x=3 ,y=1, z2=1.

2019. JednadZba definira dvije funkcije od kojih jedna ima maksimum (zmax - 8)zax=1,y - —2,
a druga minimum (Zmin = —2) za x =1,y = —2; u tatkama kruznice (x—1)? + (y+2)*=25
svaka od ovih funkcija ima grani¢ni ekstrem z = 3. Uputa. Funkcijﬂnavedenc u rjefenju
definiraju se eksplicitno jednadzbama z = 3:|:V25— (x—1D*—(y+2)* i postoje, prema
tome, samo unutar i na granici kruZnice (x--1)* + (y+2)% = 25, u &ijim tatkama obje
funkcije dobivaju vrijednost z=3. Ta vrijednost najmanja je za prvu funkeiju i najveca
za drugu.

2020. Jedna od funkcija definiranih jednadZbom ima maksimum (Zmax - —-2) za x=—1, y =2,
a druga minimum (zmin=1) za x=—1, y =2; obje funkcije imaju graniéni ekstrem u
talkama krivulje 4x®—4y%—12x-| 16y—33=0.

[ 1

2021. zZmax = N zZa X <) =—nw

2022. Zmax-:5 za x =1, y=2; Zmin=—35 za x=—1, y=:—2.

2023 36 18 12

e BminT — Z&8 X=_——, Y= -
ST 137713
242 T 9 -2 3 S

2024. zZmgx = V za x=-8-+k1r, y=§-1‘—ka-r; Zmip = 3 za x= g | ka, y:E + k.

2025. tmin=—9 za x=—1, y=2, 2=—2; umax=9 28 x=1, y=-—2, 2=2.

2026, tmax=a za x==+a, y=2- 0} umin=c¢ za x= y=0, 2= -c.

2027. Umnx=2'42‘ 6> za x=2, y=4) z=6.

. 4 4 7 4 7 4 7 4 4 .

2028, wmax =4 mutatkama (—; — ;5 -5 |—53 =5 =5 (=3 =35 -5 umin =4 utac-

3°3°3 3°3 3 3°3°3
kama (2; 2; 1) (25 15 2) (L5 25 2).
2030. a) Najveéu vrijednost z=3 za x — 0, » = I, b) najveca vrijednost z=2 za x = 1, y=0.
. 2 2 { L .
2031. a) Najveca vrijednost z= zZa X == 4 —, y= - 3 najmanja vrijednost
313 3 3
2 2 1 L
g=————za X=- —, V=— —; b) najveéa vrijednost 2z -1 2a x -1,
313 3 3
v :0; najmanja vrijednost z=—1 za x=0, y= £ [.
L, , Vs - , . . . .

2032. Najvecéa vrijednost 22_7_ za x=y=? (unutarnji maksimum); najmanja vrijednost
2=0 za x=y=0 (graniéni minimum). '

2033. Najveéa vrijednost z=13 za x =2, y= —1 (graniéni maksimum); najmanja vrijednost
z=—1 za x=y =1 (unutarnji minimum) 1 za x=0, y = — | (grani¢ni minimum).

 J—

2034. Kocka. 2035. 72V, V2V, 5 y2v.

2036. Istostraniéni trokuf. 2037. Kocka.

I S | A .
2038. a—Ja- - Ja - Ja 2039. M(- %, Ij

4
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. 3 3. .y
2040. Stranice su trokuta: —p, — p i .,
4 4 2
Xy moxy+ mgx MYy My Yo ~- My Y,
2041. x=m1 3 92X aa,y:_gx Ve 3Ys
my +my+mg my + my,
z
2042, =2 2y,
a b ¢
. . 2% 2 . . Lo
2043. Mjere paralelepipeda su: — , — , — , gdje su a, b i ¢ poluosi elipsoida.
V3 V3 V3
3, x g a b
2044, x=y=28+Y2V,2=—. 2045, x=+— , y— 4 — .
2 V2 V2
2046. Velika os 2z — 6, mala os 26 = 2. Uputa. Kvadrat udaljenosti tatke (x, y) elipse od njenog
sredidta (ishodista) jednak je x2+4y?. Zadatak svodimo na traZenje ekstrema funkcije x2+4y?
uz uvjet S5x®+8xy-Sy?—9.
: . R/, 2 . 2 :
2047. Polumjer baze valjka je: — 24—, a visina R= 2——, gdje je R polumjer kugle.
2 Vs Vs
. 11 . 11 5 . .
2048. Kanal mora spajati talku parabole 5; ? s tackom pravca n 5 — 3 ; njegova je
- 7)2 R
duljina . V2 2049. — /2730.
8 14
sine o, . . . L .
2050. —}9= — . Uputa. Otigledno je da se tatka M u kojoj zraka prelazi iz jedne sredine u drugu
sin v
a
mora nalaziti jzmedu A4, i B,, pri ¢emu jé AM=-———, BM--—— |, AM =a tg o,
€os o cos B
BM,=btg 8. Trajanje gibanja zrake jednako je Zadatak svodimo
v, COS®t U, COS
b
na traZenje minimuma funkcije f (o, f=———=— —— uz uvjet da jeatg a+b tg B=c.
Dy COS® U, COS B
2051. - - B.
I 1 1
2052, 1,: I, 1, RRR Uputa. Nadite minimum funkdije 7 (1,, I, L) I3R,+ I3R,+
1 2 2
+13R, uz uvijet da je I+ L+, 1.
2053. Jzolirana tagka (0; 0). 2054. Siljak druge vrste (0; O).
2055. Samododirna tatka (0; 0). 2056. Izolirana tacka (0; 0).
2057. Cvor (0; 0). 2058. Siljak prve vrste (0; 0).
2059. Cvor (0; 0). 2060. Cvor (0; 0).
2061. IshodiSte je izolirana raka kada je a:. b, i $iljak prve vrste ako je a — b, te &vor ako je a <b.
2062, Ako izmedu veli¢ina @, b i ¢ nema medusobno jednakih, onda krivulja nema singularnih
1acaka. Ako je a =b<c, onda je A4 (a, 0) izolirana tacka; ako je a<b=c¢, onda je B (b, 0)
¢vor; ako je a-=b: ¢, onda je A (a, 0) 3iljak prve vrste.
2 2 2
2063. v~ -x. 2064. y2: . 2px. 2065. y +R. 2066, x3 +y¥ =13,
1
2067, xy =— §,
Y 2
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2068. Par pridruzenih istostranih hiperbola kojih jednadzbe, ako osi simetrije elipsa uzmemo
za koordinatne osi, imaju oblik xy=ﬂ:2— .
v
2069. a) Diskriminantna krivulja y =0 je geometrijsko mjesto taaka infleksije i ovojnice zadane
porodice; b) diskriminantna krivulja y = 0 je geometrijsko mjesto §iljaka i ovojnice porodice;
c) diskriminantna krivulja ¥ =0 je geometrijsko mjesto §iljaka i nije ovojnica; d) diskri-
minantna krivulja raspada se na pravce: x=0 (geometrijsko mjesto ¢vornih rataka) i
x = a (ovojnica).
vs  px? 1 P —
2070. y = - —2_ 2071, 7- - . 2072. [/9+4n. 2073. /3 (et—1).
2¢ 29} 3
In 10
2074. 42. 2075. 5. 2076. x,-+ 2. 2077. 11 —— .
2079. a) pravac; b) parabola; c¢) elipsa; d) hiperbola.
2080}da° ) da 3da°( da° 2081 d(b) dab+ db bd
. —a°; a—; —a®ta — . . — (abe)y=| —bc a—c — .
) dr ) dr ) de dr de ds de e de
2082. 4¢ (¢24-1).
o . : 32 oo
2083. x=3cost; y- 4sinz(elipsa); v=4j, w=-—3i za 1=0; V=——i—l+2]/2j,
W2 e T ve i we —tjza =
w=— 1— za [ =—; v=—23i, w=—4j za r=—.
5 ] 2’ ! P
2084. x=|[2cost, y=2sin 1, z2=23r (zavojnica); v=—2f sint+2j cos ¢ 3k; vzli’l* za
po volji odabrani (; w= —2icos:—2fsinz; w=2 za po volji odabrani 1; v=2j+3k,
w=—2i za t—0; v—=—2i+3k, w=—2j za tzg.
2085. x-=COS ¢ COS wl; y=sine®cos wi; z=sin wt (kruZnica);
V= — wi COS & SIN wf— wj sin « §in wt+ wk cos wt; v -+ |w|;
W= — w? COS & COS wI— w?f sin 0. cOs wl— wk sin vt} w = w?.
2086. v-w-]/zjin 02 F (v, 80 we=wy=05 w- g w=g.
- dé
2088. wVa’—Hpﬁ gdje je wza kutna brzina vrinje vijka.
¢
. . V2 , 2
2089. [/a*w? +v2—2awv, sin wi. 2090. T = 5 G+k); v- —j; PB- > (i—&).
! o . 1 . S .
2091. T — T/ - [(cos t—sin ¢) i+ (sin t +-cos ()j+ k]; V=— T’ [(sin t+cos £)i+(sint —cos 1)j];
3 2
N 3 e
cos (T2 = T ; cos (Y, 2)--0.
i+4j+2k —4i+5j—8k —2i+k
2092. T= . ; V= — s p=—r—r—— .
V21 V105 Vs
x— t —asint z—bt Xx—acos! —asint  z—bt .
2093. £ acos :y 2~ = (tangenta); - =y =-——— (bipormala);
—asint acost b bsint —bcost a

x—acost y—asint z—bt L .
= ~ (glavna normala). Kosipusi smjera tangenie su:
0

cosi sin z
asint acost o .
Co§ %= ———— ; CO8 f=———"; CcOosy= . Kosinusi smjera glavne nor-
Vaz_H,z Vb [ 2?2

male jesu: cos «, =cost; cosf, —sint; cosy, =0.
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2094.

2095.

2096.

2097.

2098.

2099.
2101.

2102.

2103.

2106.

2108.

ODGOVORI 2094

2x—z=0 (normalna ravnina); y— 1 =0 (oskulatorna ravnina); x+2z -5=0 (ravnina
rektifikacije).

x—2 y—4 z—8

ErE e B (tangenta); x+4y+12z—114: 0 (normalna ravnina); [2x—6y+
+2- 8 =0 (oskulatorna ravnina).
I 3 12 A & 2
x— — - — Z— — x— — - — Z2— —
4 Y 3 2 ) 4 Y 3
) = p =. | (tangenta); ey = T—& = e (glavna
" 3 12
X~ — - — Z— —
4 Y73 2 L
normala); = (binormala); M, | —; — —; —|;
1 —2t I 4 372
8
M, (4; - — 2).
3
-2 +2 z—2 ’ —2 2
—x—] -2 N = 3 (tangenta); x+y =0 (oskulatorna ravnina); I— =%}jl_ =
z~—2 x—2 p2 z—2 . 1
= (glavna normala); =t = ——— (binormala); cos @, = —— ;
~1 +1 1 0 'V2
€os By = —— ,c08 y, -=0.
R R 2
x— 5 y— - z— V— R
a) = = — (tangenta); x }/2_— z =0 (normalna ravnina);
2 0 _ V2
x—1 y—1 z—2 .
b) ] = = 2 (tangenta); x+y-+4z—10=0 (normalna ravnina);
x—2 y-2 V3‘ z—3 - - ' ]
c) — = .= — (tangenta); 2 V} x+y—2 V3 z=0 (normalna ravnina).
23 L 23
x+y=0. 2100. x—y—z |/2 -0.
a) dx—y—2—9=0; b) 9x—6y+2z—18=0; c) blxgx—alyyy + (a®—b?) 23z .- a?h? (a2 — %),
6x—8 3=0 (oskulat nay; S L 2L Em L la)
—8y—2z+3=0 (oskulato: ravnina); = = avna normala);
* - e SEY % -2
[ —1 -1
S 2 (binormala).
-6 8
bx—z=0 (oskulatorna ravnina); zg( (glavna normala); x—]—b;zg (binormala);
i+ bk —bi+k
o g R v
Vitee Visee
— 3
2x43y+192—27 =0. 2107. a) }2; b) VEE
)2 el 1
a)K—e J-~3T= —-5 b K=T=

3 2ach?r’
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2109.

2112,

2113.

2117.

2121.

2123.

2125.

2327,

2129.

2130.

2131.

2132.

2133.

ODGOVORI 441
2 lea 2
) Rep—= OHD 0y g, o P2 o111, 20
a 8p"x3 a?+b?

11715 22 g
K =2, we=0, w,-2 za t=0; K = 71/ 1_9, Wy = —, w,,=2]/1_? za 1= J.

GLAVA VII

2 25 w 9
4 — . 2114. In — . 2115, — . 2116. —.

3 24 12 4

ra? 7
50,4. 2118. 2119. 2.4. 2120. e
»* )
x-—T— I3 x=2—y; y=—6; y=2. 2122, y —x?; y=x+9; x=1; x=3.
x

y—x; y=10—x; vy —0; y -4. 2124. y — —3—; y=2x; x—=1; x=3.
y=0; y=V25—x’-’; x=0 x =3. 2126, y=x*, y=x12; x=—1; x:-2.

1 2 2 1 L 1 1 X

Jdy [5G yyde=- [de [f(x, »)dy. 2128. [dy f S yyde = [de [ f(x, ¥)dy.
0 0 0 0 0 0 0

[ 2—y 1 2 2—x

l dy lf(x> ) dx —fdx f(x, ) dy + fdx ff(x, ) dy.

2 2x+3 4 y2 s 2 7 2
Jde [ oo dy=[dy [ [ yde [dy[fens)derfdy [ So 5

5
v V2 V2—y2 0 Vz—x2
ldy rf<x,y>dx+idy [ fx y)dx—fdx f S (x y)ydy +
Vi
1 V2=
+0f dx [ f(x, »)dy.

I 2 b

Idx f f(x, y)dy= de ff(x, ») dx.

~Vy2
-1 Ya—g it 1 Va—a
fdx [ e ydy + fdxlf (x,y)dy+f dx [ f(x y)dy -
_/4—x- —Va—x* =2
2 Va—e —1 Va—ye I R —
+J de [ feewmdy= [ ay [ feydet [dy [ fadet
4% a2 —1 — Va2
1 ]/’4—_\!" 2 V“—T‘

+ dytf S G y)dx+ J dy [ f(x oy dx

1—y? —V4—y"
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—2 Vo—x2 2 I/H-—x2 3 Vo=
2134, [ dx [ f(x )dy+( dx [ f(x y)dy +2fdx [ J»dy -
- — Vo= - — V1+x2 —V9—x®
—| —V»= —t Vi
-/ [ Jeyyax+ [ dy [ feny)de+
—s —l/9—;v2 Vs Vet
( Vo Vs V=t S =
£ 1 dy [ fx ) det fdy J S ydc+ f dy [ f(x p)dx
B Ty o=y oy
(—x 1— Var—=
2135. a) rdx ff(x, ») dy= Idy ff(x, ¥) dx; b) fdl I S omdy =
a Va*.—y’ 1 Vi
= [dy | 7Gx »dx; o ({dx [ o »dy-:
-_— . az_yz - x—xz
1+ Y T—dy
12 2 1
= [ d [ fx »dxg d rde/(xJ 3) dy— r dy l/(x, ») dx;
— /2 l_V!_4y2 —I
2
a y+2a a
e)fdy i f(x,y>dx—fdxff<x,y>dy+ fdxff(x,y)dJ + fdx I 7y dy.
» x— a
48 Vyiz
2136. [ dy [ f(x, y)dx.
o yi2
2 2 1
2137. [dy f fle yydst r dy f S(x y)dx.
0 »/3
af2 Va*—y’ a Va’—y‘
2138. [ dy [ f(x »)dx+ r dy [ f(x »)dx
0 / a*—2ay af2 0
V3
2 a a
2139. [ dy ff(x, ¥)dx+ r dy [ f(x ydx
0 al3 —Vﬂ’—y2
2
4 a-Va—p a 2a s 2a
2140. [dy [ j(x, wdxei fay [ J(x y)dx+f dy [ f(x, y)dx
0 y/4a 0 a+ Va2 yilac
0 Ji1—= 11—

2141, fl dx (‘)f‘ flx, » dy-!—éfdx {f(x, vydy.

12 Vs V= TER
2142, [dx [ f(x, y)dy+ [ dx [ fx, wdy+ | dx [ f(x, y)dy.
0 0 172 0 Vo 0
RV
“.> VRQ—_y2 l T—arcsin y
2143. | dy [ f(xy)dx 2144, [dy [ f(x ) dx
0 y [¢] arcsin y
1 1 r P
2145, — . 2146, — . 2147. — a. 2148, — .
6 6 2 6
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1
2149. 6. 2150. — . 2151. In 2.
2
4 157 —16 2 82
2152, a) —; b) —«—— 3 ) 2—. 2153. —— pb.
3 150 5 21
3 Vi 4 8 .,
2154, fdx f  xydy=—_. 2155. — a |/2a.
1 0 3 3
5 R 22R y=/(x) 27 R{1—cos t)
2156, — nRS. Uputa. [f y dxdy= [ dx [ ydy= [ RU—cost)yd: [ ydy
2 (S) 0 0 0 0

gdje posljednjt integral dobijemo iz predaénieg supstitucijom x = R (¢—sin 1).

R3 1 R?
2157. —. 2158, . 2159, a? + —.
80 6 2
ni4 t/cos @ /2 1/sin @
2160. [ de [ rf (r cos @, rsin @) dr+ J de [  rf(rcose, rsin @) dr.
0 [} nl4 0
nf4 2/cos /4 lfsing
2161. [ de [ rf(®»adr. 2162. [ de [ #f(rcose, rsing)dr.
0 0 /4 )
al4 sin ¢/cos’y 3n/4 Ifsin @ n sin @fcos? g

2163. [ f(ge)de [ rdr+ [ f(ge)de [ rdr+ [rGgede [ rar
0 0 nf4 0 3nf4 : (4]

n/4 aVcos 29 Snj4 aVcos 2¢
2164. fde [ rf(rcose, rsing)dr+ [ de /  rf(rcos ¢, rsin¢)adr.
—n /4 0 37j4 0

nf2 acos @

3
3

2165. [ dp | risingdr = — . 2166. — ma' .

0 0 12 2

ra® 22 ™
2167. . 2168, | — + — | a®.

3 . 9 ' 2

na® » )62 — 20)(13
2169. . 2170. | — — 7T | .

6 3 9 2

2171. ?nab. Uputa. Jacobijeva determinanta je [ -:abr. Granice integriranja jesu: 0 <¢ <2m,
0<r <1,

BI(1+B) c[(t—v)

2172. [ do f f (u—uv, uv) u du. RjeSenje. Imamo da je x=-u (1—v) 1 y == uv; Jacobijeva
al(l +a) 0
determinanta je J=u. Odredimo granice za u kao funkcije od v: u (1—2) =0 za x=0,

c
odakle je u=0(er je 1 —v7#0); u = 1

za x= ¢. Granice mijenjanja od z: bududi da je-

a
y=ax, to je uv=au(l—29), odakle je v = ——; za y = fx nalazimo da je v — _ﬁ__

1 u . 2 2—u

1 B ( utv u—wv X " utv u—v

2073, I— —| | du s L —) dot ( du ( , )d—vJ -

2 [J J ( 2 2 | R O
0 —u 1 u—2
9 2+v 1 2—

=%U dv.[-f(u-;v ,“‘;”-)dquJ.de‘f(”:v . “;”)du].
0

v
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. Uputa. Nakon zamjene varijable jednadZbe stranica kvadrata ¢e bit: yu=wv; utv=2;

u—v=2; u=-—u.
ST N tak—{-.ab Rieterge. Jednadzba keivulje je »i—r® 2o cost
. a — — — | arctg — + —|. . Je e je ri=r | —cosp—
7 m 4 T T jeSenje nadzba krivulje ) W @
b2

— ;sin2 @ | ,odakle je donja granica 2za r jednaka O a gornja granica
a? ¢ a2 b2

r=|/ —cos? p—— sin’q;). Bududéi da r mora biti realan, izlazi da je — cos? ¢— — sin? ¢ >0;
h? k2 h2 B2

ak
odatle je za prvi kvadrant tg <p<ﬁ. Zbog simetri¢nosti podrudja integriranja s

obzirom na osi mozemo izratunati Y cijelog integrala ogradenog prvim kvadrantom:

arctg —;L:- V—%-cos“ [ % sin? @
JI dx dy = 4 ‘. de I abr dr.
) 0 0
. 1 Vy' 2 Vy a Va2
1 na? a* i
2175. a)43; [dy [dx—l—(dy [dx; b)T_T; dx I dy.
0 _i/; I y:2 0 a—x
2176. 2) = by (24 " )a 2177 % o178, 10 4
. — — . L — - . — a*.
2 4)° 120 3
16 ., — P
2179. 7. Uputa. — [ <x <. 2180, T]/15. 2181, 3(z + E)‘
47 — 5
2182 — — /3. 2183. - ma. 2184, 6.
2185. 107. Upura. Provedite zamjenu varijabli x—2y =u, 3x ; 4y = 0.
1 1 b
2186. — (b—a)(B—uw). 2187. — (B—o)In — .
3 3 a
o 1 1 x nad
2188. v= fdy [(I1—x)dx= [ dx [ (1—x)dy. 2193.
0 ¥ 0 0
3 1 a?® i
2194. — . 2195. — . 2196, — . 2197. .
4 6 3 4a
486 88 3 abe
2198. V . 2199, —_ 2200, . 2201, 2.
5 103 18 3
4 _ ' 4 _
2202. 7a® (a—B). 2203. 3 ma® (22— 1). 2204, 3 ma® (J2 —1).
7ad 4 na® — 32
2205. 3 2206. - mabc. 2207. Tcsh —5). 2208. - a*
3nab T
2209. ra(1—e-RY). 2210, "2 L gayy, 32
T2
Iz

2212, Q V2——l). Uputa. Provedite zamjenu varijabli xy=u,£ =,
x

3
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1 -
2213. 5 Ve 5 b2r a2, 2214. 4 (m—n) R2.
V2 - .
2215. Ta‘. Uputa. Integrirajte u ravnini YOZ. 2216. 4a®.
: o 1 _
2217, 82 arcsin — - 2218. 5 ma* (3 )31 2219. 8a2.
a

2220. 3ma®. Uputa. Prijedite na polarne koordinate.
2220.1. Uputa. Projicirajte povrinu na koordinatnu ravninu XOVY.

2220.2. a*)/2.
R‘Z

s T 3
2221. a»»—?mf l(l+7) —1]. Uputa. Prijedite na polarne koordinate.
a

16
2222, r a® i 8a. Uputa. Prijedite na polarme koordinate.

a a a
- :oz :
V 2 ady . a ..
2223, 8atarctg —. Uputa. ¢ = | dx | ————— = 8a | arcsin — dx. Parcijal-
5 J Vaz_xz_yz 2 az_xﬁ
0 0 0

2
wl

no integrirajte, a zatim provedite supstituciju x = sin t; rjeSenje rtransformirati.

2
. b+ |62
2224, il b ]/b’—f—(:2 —a Va’+ ¢t + c2ln —V_+ c_ . Uputa. Prijedite na polarne koordinate.
4 a-+ |a* '-c?
278R? Bb arh?
2225, ) 2226, — ; )
3 12° 24
e A 2228, %= a3 50
CETT e Y =) "X YT
_ 2asino .2
2229, %= =5 y=0. 2230, x="; y=0
3a 5
2931, = 4.
2232, 2) I, = — (D'—d%); b) Ix=— (D*—d"). Coomr-
32 64 . 3
a  Vax
8
234,  at. Upuia. I = de J (y+a)tdy.
0 _Ja=

3 x—
2235. 16In2 — 93. Uputa. Udaljenost talke (x,y) od pravea x =y iznosi d = V—_y, a dobivamo
2
je pomoéu normalne jednadzbe pravca.

1 _ — .. . .
2236. 1 =10 kat [7 V 243 1In (VZ-IA])]J gdje je. k2 koeficijent proporcionalnosd. Uputa. Posta-

vivdi ishodiste koordinatnog sistema u onaj vrh, udaljenost kojega je proporcionalna gustoéi
ploice, usmjerimo koordinatne osi po stranicama kvadrata. Moment tromosti odredujemo
prema osi OX. Prijedemo li na polarne koordinate, imamo:

n{4 asec /2 a cosec g

I.={dp [ kr(singlrdr+ [do [ kr(rsine)rdr
0 0 /4 0



446 ODGOVORI 2237

35 mat
2237. 1, =— =a'. 2238. I, =— .

16 2

35 . .. . L e

2239, B 7a'. Upuia. Uzmite 2a varijable integriranja £ i y (vidjeti zadatak 2156).

l—x |—x—y VR’—x" H
2240. fdxfdy f S (x,y,2) dz. 2241. fdx [ dy [ Sy, 2)ds.

—Vre=z
b
a a ot i c

2242. [ dx [ gy f [ (% v, 2)dz.
— b
‘- 2 Var—e cl/ Z:
L Vi Visep

2243. [dx [ dy [ f(x, v, 2)da.
— 1|_~:2 0

8 - — 4|/ 2 wa’
2244, 314 12 [2—27773). 2245, — * = 2246. —
1 1 5 o - 97
2247, . 2248. —In2--. 2249. "= (18)/3-2").
720 2 16 5 6
59 nmabc? 4 7h*R?
2250. — #R°". 2251. . 2252. - mabc 2253. — —.
480 5 4
8 8 4 4
2254, #R3. 2255, — a2, 2256. — 37— —|. 2257. _ =R,
9 3 3 15
L4 32
2258. — . 2259. — ah.
10 9
x2+yl 7 r2
2a VZax—x‘ 2a cos 2a
2260. %ﬂaal Ryesenje.v =2 J dy ’(. dz= 2-[ ( rdr th =
0 0
4 T
f 2a cos @ 2
r“* dr 1 (24 cos (p)“ 3
dgo =— de= — =g
2a a 4
0
2ma? V? . .
2261. —5 Uputa. Prijedite na sferne koordinate.
19 G RV .
2262. i Uputa. Prijedite na cilindrigke koordinate.
a® n*abc 47
2263. 3(317—4). 2264. nabe. 2264.1. —]/-;. 2264.2. ?(Vlul)abc.
412

abc ab
2265, 5 (@a+b+0). 2266. — (6c’—a2 —b?),

[oV]

d. Uputa. Uvedite sferne koordinate.



2285

2269.

2270.

2271.

2272,

2275.

2276.

22717.

2279,

2282,

ODGOVORI 447

math
12

ment tromosti izratunamo s obzirom na os OX. Nakon prelaska na cilindri¢ke koordinate
kvadrat udaljenosti elementa r de dr dz od osi OX jednak je 2 sin® ¢+ 22

(3a®+4h*). Upura. Os valjka uzimamo za os OZ, a bazu valjka za ravninu XOY. Mo-

ha?®
W—p66 - (2h*+3a?). Uputa. Baza stoSca uzmite za ravninu XOVY, os stoica za os OZ. Moment

tromosti izraCunajte s obzirom na os OX. Prijelazom na cilindri¢ke koordinate, za tacke plohe

. a .. . . . .
stoSca imamo: r = n (h—2), pri ¢emu je kvadrat udaljenosti elementa » dg dr dz od osi
OX jednak r?sin? ¢ + 2%

2nkph (1—cos ), gdje je k koeficijent proporcionalnosti, a p gustoéa. Rjefenje. Vrh stofca
uzmite za ishodiste koordinatnog sistema, a njegovu os za os OZ. Ako uvedete sferne koordi-

e h
nate, onda je jednadZba pladta stodca |,L=E— o, a jednadiba baze r = -—¢ 1z simetrije
sin
slijedi da ukupno naprezanje djeluje u smjeru osi OZ. Mase je elementa volumena dm —
= pr? cos ¢ de dy dr, gdje je p gustoéa. Komponenta u smjeru osi OZ sile kojom taj ele-

k dm
ment privlaci jedinicu mase u tagki O, jest- 5 sin ¥ = kp sin ¢ cos  dy dp dr. Ukupno
T

n
——a
2 h cosecy

2n
priviadenje je f de f dy f kp sin ¢ cos ¢ dr.
0 0 0

Ryjesenje. Uvedite cilindri¢ke koordinate (p, @, 2) s ishodiitem u sredistu kugle i osi OZ koja
prolazi materijalom tatkom, za koju pretpostavljamo da ima masu m. Udaljenost te tacke od
srediSta kugle oznalimo sa ¢. Neka je r = V p? + (£—2)? udaljenost elementarnog volu-
mena dv od mase m. Privla¢na sila elementarnog volumena dv kugle i materijalne take

do
m usmjerena je duz r a numericki je jednaka — kym =5 gdje je y =-- —— gustoéa kugle
¥
— nR3
3
adv= p de dp dz elementarni volumen. Projekcija te sile na os OZ je:
Fmy dv . —z
dF=——?T-— cos (;\z)=—kmyf pdedp dz.
72 73
2 R VRiZ2
. pdp 4 1 R .
Odatle je F= —kmy | d¢ | ((—2)dz — = kmy -gﬂR“ ?2 , no buduéi da je
T
0 =R 0
4 . kMm ®
3 yrR*=M, to je F= A 2273. —fy”e—"y2 dy—e-*,
x
L 20 W) mpm Ot (p>0; A2 (p>0)
a) — 50— Q) —— 3od) .
» p—a P*+p P+ g
1
-
o0

2 . 1 B
—. Uputa. Derivirajte dva puta | e Pt dt=~— . 2278, In — .

b . ? o

0
B o ™ —
arctg — — arctg — . 2280, — In (1 + ). 2281. 7 (l/l—aﬁ—l).
m m 2

o 1 T
arctg — . 2283. . 2284, —. 2285, — .
] 2 4



448

2287,

2289.

ODGOVORI 2286
-4%2 . Uputa. Predite na polarne koordinate.
e o
—. 2288, —
2 8
Konvergira. Rjefenje. Izdvojimo iz § ishodiste koordinatnog sistema zajedno s njegovom

€ —okolinom, t. razmotrimo I,= ff In Vx’+y’dx dy, gdje je izdvojeno podrudje krug
$)

polumjera € sa srediftem u ishodi$tu koordinatnog sistemma. Prefavii na polarne koordinate

2n 1 27
. r? 1ot g? ¢? I}
imamo I,= | dp | rlnrdr = —Inr| ——= | rdr dqp—Zar(————-lna——)A Odatle
2 e 2 4 2 4
(2] s 0 e
je lim Io= —— . 2200. Konvergira za o> 1.
0 2
. . N *( dxdy
2291. Konvergira. Uputa. Opkolimo pravac y = x uskom prugom i stavimo J ﬁ =
x=y
)
x—e 1 1 ' ;3
J J’dxj 2292. Konvergira za o> — .
e—>0 Vix— )2 y)’ 6—»0 14CED 2
x+6
b (a%4-ab+ b2 256
2293. 0. 2204, lnv S+3 2205, L@ 06, 2 a0,
3 (a+b) 15
2 5 1 2 —
2297. & (l-l-41r‘)%—l]. 2205, TVIE™ 2299, a2 |/ 7.
3 Sm
1 _ at+b? 2mb
2300. 5—4(56]/7—1). 2301. V - arctg — . 2302. 27a*.
a

2303.

:

2

2312.

2314.

2316.

16 —
27 (10 VIO—I). Uputa. f f (%, ) ds moZemo geometrijski interpretirati kao povrSinu valj-
C

kaste plohe s izvodnicom koja je paralelna s osi OZ, bazom kao konturom integriranja i vi-
sinama koje su jednake vrijednostima podintegralne funkcije. Prema tome je S = f x ds,
C

3
gdje je C — luk OA parabole y = n x3, kloii spaja tacke (0; 0) i (4; 6).

— 2 b a®—bt
al3. 2305. 2[b’+ 4 arcsin V ]
g a
2mb + [ @B An2b? 4 4
Vat+2 ( Va'+4 bt +2b ln——V: ] 2307. (? a3 a) .
. kMmb 19
2mat | a3 55 2309, ——. 2310. 40 — . 2311, —27a’
Vi@+ory 30
4 12 .
a) ?; b) 0; c)?; d) —4; e)4. 2318. Za sve sluéajevce 4.
4
—2n. Uputa. Upotrijebite parametarske jednadzbe kruZnice, 2315, 3 ab®.

—2s8in 2. 2317. 0.



2354

2318.

2319.

2322.

2323.

2326.

2328.

2332.

2333.

2334.
2335.

2337.

2339.

2341,

2342,

2343.

2345.

2346.

2347.

2351.

ODGOVORI 449
3 Xo Yy
a) 8; b) 12; ¢) 2; d) 5 €) In (x+y); f)J“P(") dx + [w(w dy.
Xy 3:;

1 _ L
2) 62, 5) [56) - +1In2; dy1+)2. 2320 Ji+a — 1+ on
a) ¥*+3xy—2y*+C; b) P*—xy+xy*—y*+C; ¢ &P (x+y)+C; d) In |x+y|+ C.

1 A)2
— 2= (a+b). 2324. —7R? cos? a. 2325. 3—1—7 R2.

a) —2; b)abe—1; ¢ 5)2;d) 0. 2327. I = [[y*dxdy.
{8)

4 7R* 1
-3 2329. . 2330. -3 2331. O.

a) 0; b) 2nm. Uputa. Za sluaj b) Greenova se formula primjenjuje u podru&ju omedenom
konturom C i krugom dovoljno malog polumjera sa sredi§tem u ishodidtu koordinatnog sis-
tema.

Ryjesenje. Smatramo li da se smjer tangente poklapa sa smjerom pozitivnog obilaska konture,

d d
tada je cos (X, n)=cos (Y, z)=&2’, pa je prema tome § cos (X, n) ds=§ d_y ds = § dy=0.
5 S
c c

2S, gdje je S povriina, omedena konturom C.

—4. Uputa. Ne moZemo primijeniti Greenovu formulu. 2336. wab.

3

3 wa?, 2338. 6mad.

3 . L a?

5 a®. Upuia. Stavite y =itx, gdje je ¢ parametar. %

7 (R+7) (R+2r); 6nR? za R =r. Uputa. Jednadba epicikloide ima oblik x = (R+r)cos 1 —
+r . . RAr .. :

—7 Ccos t, y=(R+-r)sint—rsin —— 1 gdje je ¢ kut zakreta polumjera nepomi&nog
r r

kruga u talki tangiranja.
3 R
7 (R—1) (R—2r); ry 7R? zar= i Uputa. JednadZba hipocikloide dobije se iz jednadZbe

odgovarajuce epicikloide (vidjeti zadatak 2341) i to zamjenom 7 sa —r.
FR. 2344. mg (z,—2z,).,

k
2 (a2 —b%), gdje je k koeficijent proporcionalnosti.

m

a) Potencijal U= —mgz, rad je mg (z;—2,); b) potencijal U=ﬂ , rad —
r

k2 k2
¢) potencijal U=—? (x*+3y2+2%), rad > (R2—rY).

2na? 2.1 2 4
Z e, 2348, "V—“J“ 2349, 0. 2350, - abe.
at 3 255 >
=. 2352, = . 2353, Ls_'“ o 2354.7V2 p
2 4 1005)5-1 2

29 Demidovi¢: Zadacl
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2355.

2356.

2360.

2362.

2364.

2367.

2373.

2376.

2377.

2378.

2379. —

2382.

2385. 2

2387.

2388.

2392.

2393.

2394.

2398.

ODGOVORI 2355

) 05 b) — [ (cos a+cos B+cos y) dS. .
Q)
0. 2357. 4n. 2358, —ma’. 2359. —
38R o 8P B3R B ol
___Q = _Q.—_‘—. 2361. 0.
oy oz Bz ox  ox dy
‘dxdyd
2ff (x+y+2)dx dy dz. 2363. 2ffj' e
V Xyt ey

8’U U a®
[If ( L+ — | dxdy da. 2365. 3at. 2366. -
vy \ ax? 0zt 2
12 mab? .. .
5 nab. 2368. -5 2371. Kugle; valjei.  2372. Stosci.
KruzZnice x*+y* -—cf, 2z =Cy.

grad U (A)=9i—3j—3k; | grad U (A)= )/99=3)11; z*=xy; x=y==.

S S R S T
T r T

grad (er)=c¢; nivo-plohe su ravnine okomite na vektor c.
3U 2U aU aU _ cos (l,r) U
=, -———|grad U zaa=b=c. 2380 ; —=0za []lr.
or r or re ol
2 . 2
—. 2383, diva=—f(@) + f (.
r r
re rx f ()
g) div r =3, rot r=0; b) div (re) = — rot (re) = ——; ¢) div (f(r) €) = ——=(er),
r
o . . o
rot(f(r) €)=~ ——¢XTr. 2386. div v=0; rot v= 20, gdje je © = wk.
r

2 wn®, gdje je n° jedinini vektor koji je paralelan s osi vrtnje.

aRU U a°U
div grad U=— 4 —— ; rot grad U=0. 2391. 37RH.
ox? ay? ‘s

I 3
3) 5 TRH (3R 2H); b) = mROH (RI2HY).

div F:-0 u svim tatkama osim ishodi§ta koordinatnog sistema. Tok je jednak 4 mmn. Uputa.
Pri izracunavanju toka koristite se teoremom Ostrogradskog-Gaussa.

—7R¢

2mhE. 2395. - 3

r m
2396. U=[rf()dr. 2397, —.
T

o

a) Nema; b) U=xyz+C; ¢) U=xy+xz+yz+C. 2400. Da.



2501

2401.

2405.

2409.
2418.
2422.
2426.
2430.
2434.
2438.
2442
2446.
2450.
2454.
2458,
2462.

.

2466.

2470.
2472.
2474.
2476.
2478.
2480.
2482,

2485.
2487,
2489.
2491.

2493.

2496.

2500.

ODGOVORI 451
GLAVA VIII

1 1 n 1
T 2402. PR 2403. =T 2404. &

n+2 2n [-3-5...2n—1)

. 2406. . 07. ——— . 2408 ——— — |
(n+1)2 In42 n(n+1) 1-4-7...3n—2)
(— 1)yt 2410, p(n—D"HY 2416. Divergira. 2417. Konvergira.
Divergira. 2419. Divergira. 2420. Divergira. 2421. Divergira.
Divergira. 2423. Divergira. 2424. Divergira. 2425. Konvergira.
Konvergira. 2427. Konvergira. 2428. Konvergira. 2429, Konvergira.
Konvergira. 2431. Konvergisa. 2432. Konvergira. 2433. Konvergira.
Divergira. 2435, Divergira. 2436. Konvergira. 2437. Divergira.
Konvergira. 2439. Konvergira. 2440. Konvergira. 2441. Divergira.
Konvergira. 2443. Konvergira. 2444. Konvergira. 2445. Konvergira.
Konvergira. 2447. Konvergira. 2448. Konvergira. 2449. Konvergira.
Divergira. 2451. Konvergira. 2452. Divergira. 2453. Konvergira.
Divergira. 2455, Divergira. 2456. Konvergira. 2457. Divergira.
Konvergira. 2459. Divergira. 2460. Konvergira. 2461. Divergira.
Konvergira. 2463. Divergira. 2.464 Konvergira. 2465. Konvergira.
Konvergira. 2467. Divergira. 2468; Divergira. Upuza. aZH>],
.= - n
Uvjetno konvergira. 2471. Uvjetno konvergira.

Apsolutno konvergira.
Uvjetno konvergira.
Uvjemno konvergira.
Apsolutno konvergira.
Apsolutno konvergira.
Apsolutno konvergira.

2473. Divergira.

2475. Apsolutno konvergira.

2477. Apsolutno konvergira.

2479. Divergira.

2481. Uvjetno konvergira.

2484. a) Divergira; b) apsolutno konvergira;

¢) divergira; d) uvjetno konvergira. Upura. U primjerima a) i d) razmotrite red

[=-] (=] -

Z (@yp-1+asp), @ u primjerima b) i ¢) istrazite odvojeno redove «Z gy i Z A
k=1 k=1 k=
Divergira. 2486. Apsolutno konvergira.

Apsolutno konvergira. 2488. Uvjetno konvergira.

Divergira. 2490. Apsolutno konvergira:

Apsolutno konvergira. 2492. Apsolutno konvergira.

© (=1
Da. 2494. Ne. 2495. Z—L)—
3"
n=|1
> 1
Z— ; konvergira. 2497. Divergira.
" 2n(2n—1)
Konvergira.

; konvergira.

2499. Konvergira.

1 1
2501, | R,| <— , | Rs]<— ; R,<0, R,>0.
120 720



452 ODGOVORI 2502
_ % . G , .
2502, R, < Ml Ty Dnl Uputa. Ostatak reda moZemo ocijeniti pomoéu sume geometrij-
. . . 1 2
ske progresije, koja prelazi taj ostatak: R,,-—-a,,[— —l -|—(i) —]———i— N P
2 n+1 2/ (n+1) (n+2)
< [1 ! +(])2 : ] 2503. R g2 R
ay| = — =+ = — —+...]. R < - 10-8.
"2 n+1 \2) 1 ") (e D! 10<3-10
1 1 . 1 1 1
2504. —— < R,<— . Rjesenje: R,—— - e S ———————
n+1 " m 12 (2 n+1)(n-+2)
1 1 1 I 1 1 1
R =(—— )+(—-—) F .. =——; R,<— -+
(n+2) (n+3) nel n+2) \nt2 nt3) el " A
1 1
==
(n+1)(n+2) n
2505. Za zadani red moZemo lako naéi talnu vrijednost ostatka:

2508.

2509.
2510.
2511.
2512,
2513.

2515.

2516.

1 16% / 1 \2n—2
R —=_ =
” 15("+15J(4)
1 an 1 2n+2
Rjefenge. R,,=(n+1)(z) +("+2)(I) o

2
PomnoZimo s (2—) :

1 l n+2 21n+4
— R, = 1| — 2 —
o Rum (et >(4) ot )(4) n

I2ra¢unavsi dobijemo:

] 2n
15 l n 1 2n I 2n+2 1 2n+4 ] Ril3 (z‘ 16 l R
S Ry—n|— —] +[= - U NN P T
6" (4J +(4) (4) +(4) "(4) T (" 15)(4)

16
Iz toga dobivamo naprijed navedenu vrijednost za R,. Stavimo li » =0, nalazimo sumu
16\?
reda S= (1—5) . 2506. 99; 999. 2507. 2; 3; 5.
S=1. Uput ! !
=1. ula. @y =————.
L On n n+l

S=12zax>0,S=—12zax<0;S=0zax=0.

Za x>1 apsolutno konvergira, za’ x< 1 divergira.

Za x>1 apsolutno konvergira, za 0<x<1 konvergira, ali ne apsolutno, za x<0 divergira.
Za x>e konvergira apsolutno, za | <x <e konvergira, ali ne apsolutno, za x <1 divergira
— o< x< oo, 2514, — oo < x< 00,

. 1
Apsolutno konvergira za x>0, divergira za x <0. Rjefemje. 1) la,l < —,aza x>0 red s
&

1 . 1 .. . . .
opéim Elanom — konvergira; 2) — >1 za x <0 a cos nx ne teZi k nuli ako #n—> o0, jer bi iz
eﬂx enx

cos nx—0 slijedilo da cos 2nx— — 1 ; prema tome je za x <0 narufen nuZni uvjet konvergen-
cije.

Apsolutno konvergira za 2kr<x< 2k+41) 7 (k=0, 1, £2,...); u ostalim tatkama di-
vergira.
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2517.
2519,

2522.

2524.

2525.

2528.

2532.

2536.

2540.
2542,

2544,

2549.

2553.

2557.

2559,

2560.
2564.

5268.

2576.

2578.

2580.
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Svugdje divergira. 2518. Apsolutno konvergira za x70.
x>1, x<—1. 2520, x>13, x<|. 2521, x =1, x<—1.
1 2
x=5— x<d4—. 2523. x>1, x< —1.
3 3 -
11 . . . -
—1 <x<-—5 s E<x<1. Uputa. Za ove vrijednosti od x konvergira kako red Z xk, ta-
k=
ko 1 red 2 ——. Za |x| =11 2a |x}]<— opéi tlan reda ne teZi nuli.
K= 2Rk 2
--1<x<0, 0<x<1. 2526. —1<x<l. 2527, —2<x<2.
1 1
—l<x<]1. 2529, — — <x<-— . 2530. —1<x<l. 2531, —1<x<].
2 V2
—l<x<]l. 2533, —co<x<oco. 2534, x=0. 2535, — 00 < x < o0,
1 1
—4<x<d. 2537. —?<x<~§. 2538. —2<x<2. 2539. —e<x<e.
—3<x<3. 2541, —1<x<1.

—1<x<I. Rjefenje. Za |x|>1 divergencija reda je oligledna (interesantno je primijetiti
da se divergencija reda na krajevima intervala konvergencije x = -4-1 ne pronalazi samo po-
moc¢u nuZnih uvjeta za konvergenciju veé i pomoéu D’Alembertova kriterija). Za |x|<1 ima-

. (n+1)1xtr+ 01 | . . .ontl L
mo: lim |[-——F—— [=lim|(n+1) x| < lim (n+1) {x|?=1m ?‘=0 (posljednju
n->00

n—00 nlxn! [ nsoo n—c0

x

jednadZbu jednostavno dobijemo pomoéu L’Hospitalova pravila).

. —1 <x <. Uputa. Pomoéu D’Alembertova kriterija moZemo ne samo naéi interval konver-

gencije veé i istraZiti konvergenciju zadanog reda na krajevima intervala konvergencije.

—1 <x <k Uputa. Pomoéu Cauchyjeva kriterija moZemo ne samo nadi interval konvergen-
cije veé i istraziti konvergenciju zadanog reda na krajevima intervala konvergencije.

2<x <8. 2546, —2 <x<8. 2547, —2<x<4. 2548. 1 <x<3.
—4<x<—2. 2550. x = —3. 2551. —7<x<—3. 2552, 0 <x<4.
—%<x<$. 2554, —e—3<x<e—3. 2555, —2 <x <0. 2556. 2 <x<4.
1<x<3. 2558. —3<x<—1.
1y
1+_)
1 1 1 L n 1
1— —<x<l+=—. Uputa. Za x = 1+ — red divergira jer je lim ———= —F#0.
e e e x—>00 en l/e
—2<x<0. 2561, 1<x<3. 2562, 1 <x<S5. 2563, 2 <x <4.
|zl <1. 2565, |2|<1. 2566. |z—2i| <3 2567. |z/<)/2.
1
2=0. 2569. |z < oo. 2570. 2] < .
—In(l—%) (—1<x<1). 2577. In (1+%) (—1<x<1).
l In __1+x (Il < 1). 2579. arctg x (|x| <1).
2 1—x
= 1). 2582 (%] <1). 2583 —(jx|>1)
xl<1). 2581, —— (|xj<1). . x| < 1). (| .
o m=h oy A a—xp -1y
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1 1
2584. — |arctg x——Ln—J (x| <1
2 2 1+
=3 . B KB 1
2585. e Uputa. Razmotrite sumu reda x—;%——s—— . (vidjeti zadatak 2579) za x—v—_
3
® xMlna
2586. 3. 25687. a*=1+ | (— oo <x < o0).
n=1 n:
2588, si ") L P IS =i
., sin | x -t —— .. (= —+ ... .
+ 2 CTRETRTRET (=25
. x2 x* i
2589. cos (x+a)=cos a—x sin a—2—| cosa—i—S-' sin a—]—; cosat ...
X" 1
P sm[a D ] v (—oo<x <o),
n! 2
2 23x4 2Bx5 L 227)— lxzn
2590, sin?x=— — —-... —)" "l 4 (—oo<x<0),
sin?x 3 a0 + & + (=1) @ + ( x < 00)
2501, In (24-) —In 24 - — 4 b1 (—2<x<2)
n x)=In —— — (=D (= <2).
2 2.2 3.0 ( Y *

Uputa. Pri istraZivanju ostatka primjenjuje se teorem o integriranju reda potencija.

2x—3 nd 3x—5 haid 2
2592, — = — 3) x» <D. 2593. —_— b <.
Gty YD Taxt3 ,,;0( +3"+1) (xl<b)
X (—1yn—1pn=14n
2594, xe—¥=x1 ()—x (— 00 < x < 00),
=5 (n—1!
. 2 X Ko+l
2595. &' =] — (—o<x< oo, < X < 00),
e + ";I o (—o<x< o0 z (2n+1)' 00 < x < 00)
22nx2n ( 1)" <2x)371
2597. 1+ —1nH” . 2598, [+ — —_— 00 < x < 00).
,,Z( ) (2n)! n; @m! = )
oo
(n+2)32"-xﬁ"+1 x2n+l
2599.2”;0(_1\nw-(_oo<x<eo). 2600. Z(—I)" g (—3<E<.
2601 1+1 x2+1-3x4_11'3-5x“+ +l-3-5...(2n—1) x2n i (—2<x<2)
= — e — L o (—2<x .
2 2 2% 2:42° 24627 2:4:-6...2n 2341
< Xl 2 (—Drran—1 1 1
2602. 2 Z - <. 2603. ";lfxn(_-2-<x<;).
P x2n+1
2604. xt Z(—I)" — (j#| <1). 2605. Z(—l)"—(|x|<l)
1 x% 1-3x%8 1:3-5...(2n—1) xn+l
2606. PR T A R <1).
ozt T 246...2m 2m+1 (<
1 x® 1-3%8 1-3-5. (2n—1)x2"+‘
2607. x— — - — —— .. —1) <.
Tyt O e g HSD
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oo 24n—8 yon * —1
2608. T (=11 (—oco<x< o). 2609. 1+ 12— o<z < 0o
ngl (2")! ngz n! )
® 142n 431
2610. 8+3Z 1?2 T 2~ 00 <x <o),
n=1
2611, 2+ x 2-x* n 2-5x3 . by 2:5-8...(3n—4)x"
: 22.3.1] 95.32.21 28.38.31 7 ( 28n—1.3n.
+ ... (—oeo<x<<oo)
1 2 1 1 ; 20 ([ 4 32n—Tyy2n
2612. o ; [2n+1+3"+1]x (—2<x<2). 2613, |+ — 7 ’Z“'l__. EznT—(|:c[<cac>).
(v
2614. Z 4n+1(|x1<V2)
2615. In +Z (—Dm Y(1+2- ")— (—l<x <.
n=]
Red xn+1
2616. — I ——— (—oo<x<<o0).
Y gy O SEE)
2n+1 o0 x”
2617, —1)" < o0). 2618. — )+l <.
x+,,21( D T iyt (¥ ﬂZ( - Gxl <D
1 1-3 1-:3-5...(2n—1)
2619, —_ e X ———————— < 1.
x—|—2_5 +22.9.2! x°+ 2 (dnt D] + (1% )
X2 2 x® 2«
2620. —— . 2621, x— —+— ...
EENT : 3T
2622 o (1= 12 2623, 1+ 5125 4
o), L
x2 xt X8 1
2624. —+—4+ ... 2625, x+x*+ — x4 ...
24 ( TR ) bt g

26268, Uputa. Polazedi od parametarsk.\h jednadibi elipse x =acost, y= b sin 1, izralunajte du-
ljinu elipse i dobiveni izraz razvijte u red po potencijama od e.

2628. x5 —2x? —5x—2=—T78+4+59 (x+4) — 14 (x+4)* + (x+4)® (— 0o <x < 00).
2629. f(x+h) = Sx®—4x*—3x+2+(15x*—8x—3) k + (15x—4) h*+5hH®
(—oo<x<o0; —oo<h<oo).
o0 (x o0
2630. Z( 1)1 (0<x <2). 2631. Z(—l)" (x—1)" 0<x<2).

n=1 n=0

oo

2632, T (D) @17 (—2<x<0).

2633. @-r-1=3=m-1) (x+4)" (—6<x<—2).

g iMe
(=]

0
( 4 2)27!

N+1

2634. Z (- (—=2— 3 <x<—2+ 3.
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2635.

2636.

2637.

2638.

2639.

2640.

2641.

2643.

2644.

2646.

2649.
2652.

2654.

2658.

2660.

2661.

2662.

ODGOVORI

o 2n
et [1+Z(x:| )] (1x] <.

=1

- x—4 1 (4P 13 (x—4P 1.3.5 (x— 4)'
2 4 2 46 25 468
1-3:5...2n=3) (x—4y
L (=1 . + 0<x<8).
+ =D 4.6.8...m 2m O<x<®)
72—l )
o0 (x—_
_1’1_ = <
n;( ) ZTY (|x} <o0)
T an~—1
n_1 _ "
LS -3 (
ZTZ( )*'—(W |%| < 00)

® | /Tx\ed
_2 -
o 2nt 1 (1+-x)

po potencijama od t.

(0<x<o0). Uputa. Fzvriite zamjenu ]l—=z i
-X

2635

razvijte In x

x +! ( x )2+1-3 X )3+ +r-3-5...(2u—3)( x )”+ ( 1< )
—t = — | — - — | m—<xgeo | .
1+x 2 \l+4x 2-4(1+x 2:4.6...2n—2)\1+=x 2 <
1
IR|<—<—. 2642. |R|<— .
51 40 11

—

Gl

2 1 2-4

) x3
Dva ¢lana tj. x—E .

99; 999. 2648. 1,92.

|xj<0,69; |x)<0,39; |x|<0,22.

! ! 0,4931.
I
0,621. 2657. 0,2505.

(—oo<x<<oo; — ooy < 00).

(—oo<x <o) —oo<y< o)

x2
Dva ¢&lana 1. 1—3 . 2645.
7
Osam ¢&lanova, tj. 14 E — 2647.
~ nl
|R | <0,0003. 2650. 2,087. 2651.
|x1<0,39 |x|<0,18. 2653.
0,7468. 2655. 0,608. 2656.
[+ 4]
(x—y)*"
0,026. 2659. |-+ (—1y'—
’ ,,;, @2n)!
(—yp ET¥T (x =) —(x +y)2"
Z 2-(2n)!
2 2\2771—
2( 1" 1% (—oo<x<oo; —o0<y< o)

2n— 1)1

n=1

1—x+
142 2 (y—2)"; |x—y|<l. Upua. Ay
n=1 14x—y
skom progresijom.

1—(y—x)

Aot — —— e — - —5——~ 0,523. Uputa. Dabismo dokazali da pogreSka ne pre-

2
lazi 0,001, nuZno je ocijeniti ostatak pomocéu geometrijske progresije koja prelazi ta) os-

PosluZzite se geometrij-
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o xn+yﬂ
2663. —z — (—I<x<1; —1<y<]). Uputa. | —x—y+xy=(—x)(1—y).
n=1 n
o x2"+l+ 21+ 1 x+
2664. Z (—nr 4 -—(—1<x<l; —(<y<l). Uputa. arcig Y arctg x + arctgy
n=0 2n+1 I—xy

(pri |x| <[, |y] <D).
2665. f(x+h, y+R)=ax®+2bxy + eyt + 2 (ax ~by) A+ 2 (bx + cy)k + ah? + 2bh + ck?.
2666. f (1+h, 24k) —f (1, 2) =% —21k+3k+ 3hk— |2k +h2—2k3.

gl (C ) ENGTRE)) L —
2667, 1+ y Lo LI 2668, 14 o ¢ ])n[x+(y 2/|]
n! . -yt—
n=I1 ";1 (2n) [
‘.Z_yz x3_3xy2 1
2669. [+x+ — q3—l—‘ + ... 2670. 1+x-|-xy+3 ¥ty + ...
otey  2(e,—¢y) 2 sin(2n4 1)x ¢+, ¢ te,
2671. — = ; SQ)=- 5 S(tkm=—""75
- S Y T ©=""3 (4m)
b- a 20—a) X cos(nil)x sinnx b—a
2672. - b 1y-? S(Lm)=—
e - ',,z’o 17 (et )"21( Yt——; S(&m= P
m? g cos nx
2673. —+42 (—])”q;—$ S(£7)= =%
3 FE s
4 2 b o 2 (=1 . . ,
2674. .~ sh ar z—a—.nz ag—-l-n? (@acos nx—n sinnx)[; S (<-7)=chan.
2sinanr = nsin nx
2675, —— Z (~l)"ﬁ——, ako a nije cijeli broj; sin ax, ako je a cio broj; S (+a)=0
" n=1 at—nt
2 sin an a cos nx o . .
2676. ———— ——+ Z (—l)" :|, ako a nije cio broj; cos ax, ako je a cio broj;
” n=|1
S (+7)=cos an.
2sh i sin 7
2677. T 3 (- 220 s S(Em=0.
n=1
2sh 1 > s
2678. a"[ Z (~1)ﬂaf°S "i}; S(+m=chan. 2679. 3 0
) T =1 +n? oy 7
hing sm(Za—l)x Es 7
2680. - ———a) —; b)) ——
= 2n—] 4 2)3
o sin n 4 = cos 2n—1 2
2681 )2y (— T o @n—lx =
= n 2 T =  (@n-1 8
2682, 2) S~ b, si dje je b 27 8 b il
. sin nx, gdje je by y = ———————— 2 by=— —;
D L busin o gdieje buy = S o 2 e g
by ﬂeJ_4 © ‘ I”cosnx' | 172.2)1:-2
? T Z ) = P 3 ) 6 > 1_2'

n- 1



2695. 5 - _ . 2696. | —

1
2697. shl —+2 Z (=n"

ODGOVORI 2683

2 =2 nsin nx e"—l [(— 1) een—1] cos nx
2683. a) — —(—1Yrean] —— " p)C A bl
683- & nn;[l e Z a+n?
n . hm
o 1—COS — | g > sin —
2684. a) — Z — —sinnx; b)—+— cos nx
7 2 n 2 7=
4 = sin (2n—1 2 2 cos2(@n—1)x
2685. 2) — }° (Cpyr ST o I__ Z cos2@n—1)x
s (2n— 12 Qn—1)y
=) ) - ot 1 b 5 2
2686. ;1 by, sin nx, gdje by =(—1) T s =( 1) eyl
8 2 sin(2n—1)x nsin nx
2687. — —_—_ 2688. -y
Wn;l @2n—1)? ™ Z D 4n2—1
> sinnh 2h ®  /sin nh
. . 2690. — | — .
2689, [ Z cos nx ] - [ ; ( ) cos nx]
cos nx 4|1 g cos 2 nx
2691. l—— — Iyl 2692. — | —+ RSV Satdabiodl 1)
2 +22( U 7[2 §< ) 4n2—1]
B g 2 n
2 2 2
2894. Rjesenje. 1) as,=— |‘f(x) cos 2nx dx=— JAf(x) cos 2nx dx+ — [f(x) cos 2 nx dx. Jzvrdi-
m ow m
0 0 n
2

aT . m . .
mo li zamjenu tz-i-—x u prvom integralu 1 t=x—3 u drugom integralu, tada pri-

mjenom pretpostavljenog identiteta f(—-;z—l—t)=—f(g —t), lako nalazimo da je ay,=0
n=0,1, 2, ...);

wla

i1
2
2) byy=— J.f(x) sin 2nx dx=
m
0

EJ‘f(x)sian':c].x E [f(x) sin 2n x dx.
0

Ista zamjena kao u primjeru 1 uz identitet f(%-l—t):f(%—t) dovodi do jednadzbi
byy=0(n=1, 2, ...). .

sin 2n 7x

1 4 2 cos@n+1)wx 2 =
n S 2+l wﬂzl n
nmx . npx

Icos — —nnsml—

n=1 lﬁ_l—nz'"g
nmwx
sin — 4 2 sin2(n—1)=x -
5 2699.a) — Yy ——~ ° .
Z (1 e e e R

T n=1
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2700.

2701.

2702.

2703.

2704.
2708.
2714.
2718.

2721.

2725.
2728.

2731.

2738.
2740.

2742,

2745.

2748.

2751.
2752.

2754.

ODGOVORI 459
nmx n—1)7x
sin 5 ;o4 e cosli
a) — y'+l——5 b) - C—
) 2 z< rh—— D =2 Y T
) b si nx die e b 8 ot 4 b 4z
a sin —, e je = —— — —|, E——
n;n 3> gdieie buvi = | soma o 5| b ;
nx
cos —
4 2
b) —162 (—1)" 1_.._
3 n=1
. (2n+1) TX
8§ = o I *-cos2n+1) mx
D T G DR ey
™ 1= 2 n+1y 2 nt L (2n+1)
2 9 =21 2namx 1 L cos2nwx
——— z — cos - — .
3 Zﬂgnzan 3 2#2”21 n?
GLAVA IX
Da. 2705. Ne. 2706. Da. 2707. Da.
Da. 2709. a) Da; b) ne.  2710. Da.
y—xy' =0. 2715, xy'—2y=0. 2716. y—2xy' =0. 2717, x dx+y dy=0.
Yy =y. 2719, 3y —x?2=2xyy’. 2720. xyy’ (xy*+1)=1.
y=xy In hd . 2722, 2xy""+y =0. 2723, y'—y'—2y=0. 2724. y""+4y=-0.
y
y'—~2y'+y=0. 2726 v =0, 2727. ' =0.
(1432 y"" —3y'y’ "t = 0. 2729, yt—x = 25. 2730. y = xe?*.
1
Yy = —CoSs x. 2732, y = i (— Se=%-]-9eX — 4e*).
2:593 (tadna je vrijednost y =e). 2739. 4,780 [talno, y =3 (e—1)].
0,946 (tatna je vrijednost y = 1). 2741. [,826 (tatna je vrijednost y=]/3).
Cwv
cig?ly =tgix+C. 2743. x = g -5 y—0. 2744, x*+4y?—In Cx%
Vi+y
Cx .
y=ag+——. 2746, tgy=C (1 —e*)*; x=0. 2747. y = Csin x.
] ax
2 2 2 2750, y =
292=V’e_(1+e"‘). 2749. ]+y = m. 7 oy—l.
arctg (x+y) = x+C.
8x+2y+1 =2 tg (4x+C). 2753. x+2y-+3In [2x43y—7| =
C
Sx+10y+C = 31In [10x—35y+6|. 2755. p— ————ili y*=2Cx+ C2

1—cosp
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ODGOVORI

2756

2

2756. In p = ——— — Infcos ¢/ + C ili In |x] — =C.
2 cost g 2x?
P C = . ) 3 \®

2757. Pravac y = Cx ili hiperbola y = —. Uputa. Duljina tangente jednaka je |/ y* +| = | .

X
X

2758. y?—x*=C. 2759. y = Ce ¢ 2760. y = 2px.
X
[xy dx

2761, y = ax*. Uputa. Prema uvjetima je ‘ > x. Deriviraju¢i dvaput po x dobivamo di-
S ydx
0

ferencijalnu jednadzbu.
1
2762, y* = 3 X.

2764. Pramen pravaca y = kx.
2766. Porodicu hiperbola x2—y?=C.

C
2768. y=x In— .
x

2771 (x—C) — y*=C% (x—D—y* =45 5=

2772. |/ X +injyl - C.
¥

2774, (x*+y?) (x+y)2=C.

2776. (x +y— 12 =C(x—y+3).
2778. In [4x+8y+5|+8y—4x=C.

S s
2763. y — J/4—x* -21n L
x
2765. Porodicu sliénih elipsa 2x%4 % = C2,
2767. Porodicu kruZnica x24 (y —b)*= b2
C x x
2769. y - —— — —. 2770. x = Ce ¥ .
x 2

+x.

C 1
2773. y = Tx"—-——«—; x= 0.

2C
|/ 3
2775. y = x 1 — —x.
8
2777. 3x+y+2In|x+y—1] = C.

2779, x*=1—2y.

2780. Rotacioni paraboloid. Rjefenje. Na temelju simetrije traZzeno zrcalo je rotaciona ploha. Is-
hodi¥te koordinatnog sistema postavlja se u jzvor svjetla; os OX je smjer pramena zraka.
AKko tangenta u po volji odabranoj taZki M (x, y) krivulje presjeka traZene povr§ine i ravnine
XOY tvori s osi OX kut ¢, a odsje¢ak, koji spaja ishodiste koordinatnog sistema s tatkom

M (x, y), kut «, onda je tga =tg 2=

2ig e
1—tg’e

LAl tga = =4 y tg o =y’. TraZena dife-
x

rencijalna jednadzba je y—yy’? = 2xy’ i njeno je rjeSenje y2=2Cx+ C? Ravninski presjek
je parabola. TraZena je povrdina rotacioni paraboloid.

2781, (x—y)*—Cy=0.

2782, x*=C Qy+C).

X
2783. (2y*—x?)® = Cx2 Uputa. Upotrijebite da je povrSina jednaka [ ydx.
a

2784, y =Cx—x In jx[.

1 C
2785. y = Cx+x2. 2786, y = i x4+ - -
x

S dx
2787. x l/l +v% + cosy = C. Uputa. JednadZba je linearna s obzirom na x i d— .
Ly

i

2788. x = Cy? —

1 [+x
2790, y = E(x /1 — x® -! arcsin x)

ex ab—ea
2789. y = — + —
X x
x
2791. y = ———.
COS x
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C
2792, y = (x*+Cx) — I. 2793. y* — xIn — .
X
1
2794, x? 2 ———— 2795. y3 (3+Cetos®) = y,
y--Cy?
2797. xy = Cyr+a2. 2798. y*+x+ay =0,
y a b
2799. x =yln 2. 2800. © 4 — = 1.
a x 0y
2
2801. x?4yi—Cy+a®—0. 2802. % xy+y? = C.
X8 x4 3 ¥
2803. — + xy*+x* = C. 2804, — — —x»? +2x + — = C.
3 4 2 3
2805. x*4y®—2arctg Yo C. 2806. x2—y? = Cy3.
X
x3 x 32
2807. T—G—ye" = 2. 2808. In |x| — — = C.
X
x x2 1 1
2809. — + — = C. 2810. — Inx+ —»* = C.
y 2 y 2

2811. (xsiny+y cosy — siny) eX =C.
2812. (x2C*+1—2Cy) (x*+C?>—2Cy) -~ 0; singularni integral je x2—32=0.

2813. Opéi integral je (y+C)* = x%; singularnog integrala nema.

. x2 2
2814. Opti integral je (7 —y+ C) (x—y? + C) = 0; singularnog integrala nema.

" 2815. Opd¢i integral je 24 C? = 2Cx; singularni je integral x*—y2=0(.

1 I/é_ x=sin p+1Inp,
-2 LS 2817. _
2816. y 5 cosx iz ——sinx {y:p sin p+cos p+p+C.
2
= ¢P+pe?+C, 22p — 2
2818. x=eP+peP+ 2819. 1 % 2p > + C.
y:pleiﬁ s
y=p*+2Inp.

Singularno rjelenje je y =0.

2820. 4y =x*+p%, In [p—x| = C + L

p—x
— ? yi+p? . L .
2821. In ]/1)*—!—3)2 + arctg - =C, x— IHT' Singularno rjeSenje je y — €.
Y
x? x=1In|p| — arcsin p+C,
2822, y=C+ —; y= 4+ 2x. 2823. —
Y c’rTE y=p+ JT—1%
1 L
x=— (Cp *—p),
=Ce~?—2p+2,
2824. { Y=o 2825.

y=CA+p)e?—p*+2. 1 L
y=v Q2Cp 2 +pY).

Uputa. Diferencijalna jednadiba iz koje odredujemo x kao funkciju od p )e homogena.
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2826.

2828.
2830.

2832.
2833.

2834.

2836.
2838.

2839.

2840.

" 2842,
2844.

2846.
2848,

2850.

. 2852.

2854.

2856.

2858.

2860.

2862.

ODGOVORI 2826

2

y=Cx+C?% y= - 2827. y = Cx+C; singularnog rjeSenja nema.
- 1
y=Cx+ J1+C% 24y =1, 2829.y=Cx+?;y2=4x,
xy =C. 2831. KruZnica i porodica njenih tangenata.
2 2 2

Astroida x? +y8% =qg3,

a) Homogena; y = xu; b) linearna s obzirom na x; x = 4v; c) linearna s obzirom nay;y=u-v;
d) Bernoullijeva jednadba; y = uv; e) sa separiranim varijablama; f) Clairautova jednadZbaj;
svedite na oblik y = xy’ L |/y’a ; g) Langrangeova jednadZba; derivirajte po x; h) Bernoul-
lijeva jednadZba; y=uw; i) svedite na jednadZbu sa separiranim varijablama; u=x+7y;
j) Lagrangeova jednad?ba; derivirajte po x; k) Bernoullijeva jednad¥ba s obzirom na x3
x=uv; 1) jednadiba s totalnim diferencijalima; m) linearna; y = uv; n) Bernoullijeva jed-
nadzba; y=u-v.

a) sin £=—ln |x[-FC; b) x=y.eCyv+l 2835, x24y* = Cy2
x

x 1
= .. 2837. xy(C —— In%x |=1.
Y x2+C. y( 2 )
y=Cx+CIn C; singularno rjedenje je y =: —e~G+1),

L a
y = Cx + V—aC; singularno rjeenje je y =4— .
X

[x8—1] 1 1
Iy+In —= 2841. — X —ey—arct — — In (1+3%)= C.
y ORI 3 R ( )

1
y=x2(14+Cex). 2843. x =y? (C—e—¥),
y= Ces"* | sinx— . 2845. y=ax—|—CV1—x“.
o =G+ x4 C), 2847, x — Ce*'8¥—24 (I +sin y).
xX-
2 y- 1
% + 3x+y+In [(x—3)* |y—1[*]=C. 2849. 2 arcig =In Cx.
x

2 2
x?=1——+ Ce V. 2851. x* = Ce¥—y—2.

¥y
l/ d +Inlx] =C. 2853. y = x arcsin (Cx).

X
2. 4
2= Ce™2% ?sm x+ 3 cos x. 2855. xy = C(y—1).
1
x = Cey—?(siny—l-cosy). 2857. py- C(p—1D).
x1=Cety —y3— iyﬁ—iy—i . 2859. (xy+C) (xy+C) = 0.
4 8 32
]/';)c’—i—y2 —f-=C. 2861. xe¥—y*=C.
y
c T-+p? 1 S
Xx=— — J In (p+ V1429,

S 2p 2p?
ve2px + T
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2863. y = xe C~. 2864, 2 —y¢ — Cy2.
2865. In|y+2[+2 arctg 3 =C. 2866. 2+ Ce 2+ _—2=0.
x—= x
¥ x C—xt
2867. x?y =Ce? . 2868. x+ — =C. 2869. y = ——— |
y 4(x—1)"
2] 2+ %2y C
2870. y — C sin x—a. 2871, y— L 1“_+f)+ .
x+ Jai4 =2
1 3
2872. (y—Cx)(y* -x2+C)=0. 2873. y =Cx+ ik dats Y22
2874. x° l-x*y —yix—3*=C. 2875. p?+4y*=Cy% 2876, y= x—1.
2877. y =x. 2878. y = 2. 2879. y =0.
1 1
2880. y= 7 (sin x4 cos x). 2881. y= N (2x2+2x+1).
2882, y = e*42x—2.
2883. a) y = x; b) y = Cx, gdje je C po volji; tatka (0, 0) je singularna tatka diferencijalne jed-

2896.

2898.

2899.

nadzbe.

2884. a) y2=x; b) ¥y*=2px; (0, 0) je singularna tacka.
2885. a) (x—C)2+y? = C?; b) nema rjeSenja; c) x*+y? = x; (0, 0) je singularna tacka.
X

2886. y=e¥. 2887. y =(}2a+|/x)>. 2888. y2=1—c-*.
2889, r — Cear., Upuza. Predite na polarne koordinate. 2890. 3y?—2x=0.
2891. r = kg. 2892. x*+(y—b)?=b% 2893. y*+4 16x --0.
2894. Hiperbole y2—x?=C ili kruZnice x?:y?2=C?2

l x X
2895. _v=-é- (e*-+e—%). Uputa. Upotrijebite da je povriina fy dx, a duZina luka ”/ 14372 dx.

0 0

2
=L 4Cy. 2897 y2=4C(Cta—x).
Yy

Uputa. Koristite se time da je rezultanta sile teZe i centrifugalne sile normalna na povriinu.
Uzmemo li os vrtnje za os OY i oznadimo li sa w kutnu brzinu vrinje, dobit ¢emo za rav-

d
ninski presjek kroz os trazene plohe diferencijalnu jednadzbu gf:w"x.
x

p=e-0,00067h  Upyra. Tlak na svakomn nivou vertikalnog zraénog stupca moZemo smatrati
da je uvjetovan samo tlakom gornjih slojeva. Upotrijebite Boyle-Mariotteov zakon prema

kojemu je gustoéa proporcionalna tlaku. TraZena diferencijalna jednadzba je dp = —kp dh.
1 l—x
2900. s =5 klw. Uputa. Jednadzba je ds=kw - e dx.
1
2901. s =|p+ ;e kl. 2902. T=-a+(T,—a)e -kt
. 3V, .

2903. Kroz jedan sat. 2904. «» =100 3 o/min.

. 3 .. dQ
2905. Za 100 godina raspadne se 4,2%; pocetne koliCine Q. Upura. Jedandiba je d— kQ;

1

Q= Qo (%)ﬁ
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2906.

2907.

2908.

2909.

2910. ¢

2911.

2913.
2915.

2917.
2919.

2921.

2923.

2924.
2925.
2926,
2928.
2932.

2934.
2936.

2938.

2940.

2943.

ODGOVORI

1~35,2 s. Uputa. Jednadzba jen (h*—

1024

2906

1\2
2h) dh:ﬂ(—) v dt.
10

1 1\A
———. Uputa. Jednadiba je dQ = —kQ dh; Q= QU(E) 3

N

v—»] %@kada r—oo (k je koeficijent proporcionalnosti). Uputa. Jednadiba je

d: l/
m—vzmg—kv’; = ﬂth(z ﬁ)
dr k | m

dx
18,1 kg. Uputa. Jednadiba je o

E
1= RﬁJI_LﬁwY
y=xIn |x|+Cx+C,.
y=In |e¥*+Cj| —x+C,.
y = C,eCr*,

y=1+CHIn |x+C,| —Cyx+Cs.
1
y=5 (In [x])* 4+ Cy In x|+ C..

1
=C el — .
y 1 C

y=(C, e+ 1) x+C,.

X
y=(Cx—CHeCi ™

1 x)
3 300/

R .
_R d

[(R sin wt—Lwcos w)+ Lwe L' 1.-Uputa. Jednadzba je R,--:-Ld_' — Fsin wt.
z

2912, 14C, =(c2+9‘:")3

12
2914, y = C,+ C, In |xi.
2916. y = + |/Cyx+C..

—-c
2018, (x— G=aln |sin 2|
a N
2920 Lin =2 |icy yic
. X = — 5 .
Cl ‘J"I‘Cl v

1 —
2922, y=— :]:E [x VCf—xﬁ—l— C? arcsin g] 4G, -
)

e
! +Cs; y=3 x4+ C (singularno rjesenje),

y=Cix (x—C)+C:; y= 3 + C (singularno rjesenje).

X2 2
y=1~2+"5+qx In ||+ Cyx+C.

2927. y=3sin{(C +x)+C,x+C,.

1
y=x+3x. 2929. y=-2— (x?+1). 2930. y=x-+1. 2931. y =Cx2.
ex -G
y= 1£;y= 2933. x =C,+1In Y 2\,
1—Cpe* y+GC,
1.1 P
x=C,—1In . 2935. x =Cy*+y Iny+Cs.
(o .y+CB
292 —4x?=1. 2937. y=x-+1.
x2—1 et —1 1—a? et+1 1
= Inx i y=————+——1In|x|. 2939. y = — x?
vz el I G TN L o 2
3
y =]E x2, 2941, y =25 2942, x = sy (y+2)%
e e~% 2]/_2 8
=~ 2044. i =—— 4 ——. 2945, y=——u" —— .
y=e Yot ’7 3 3
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2046 3 2047 2 2048 inxtl. 2049, y= = _
. y~2+cax. . y=-s5ec? x. » ¥y =sInx+1. .y-.z—z.
1
2950, x = —-—2—e—y2. 2951. RjeSenja nema. 2952. y — %, 2953, y=2In |x|— i .
x
x+Ci+1)2 4 . .
2954, y=(+).|_? C, (x+1)%+ C,. Singularno rjefenje je y=C.
x2 1)
29585. y = C, 3 +(C,~C x+C,. Singularno rjefenje je y= (x;I-Z ) +C

1
2956, y= 1—2(Cl+x)‘+ Cs x+C,.

4
2057. y =C,+C, eCix; y=1—¢%; y= —14¢%; singularno rjefenje je y-—-c .

—x
2958. KruZnice, 2059. (x—GC\)*—Cyy*+ 2 C2=0.

. X—Xp
2960. Lanlanica y=ach

. KruZnica (k—ux,)24y2 = a2,

2661. Parabola (x—x,)2= 2gy —a?. Cikloida x—xy=a(—sint), y=a({l—cost).

2962. eay+Cy= sec (ax +C,). 2963. Parabola.
4 4
C, H eHx | H -®”* " x+C L. .
2964, y=— — +— — e +C,ili y=ach +C,, gdje je H konstantno horizon-
2 ¢ 2C, ¢ a
. H . . . I R dy\*
talno naprezanje, a —=a. Uputa. Diferencijalna jednad?ba je —=—|/1+[=].
q dx? H d

zg 2
2965. Jednadiba gibanja je Fr =g (sina—p cos o). Zakon gibanja je s =g5 (sin & — u cos «).
¢

—_——

m % . . d?s ds\?
2966. s = — Inch { ¢ |/ g — ). Upura. Jednadsba gibanja je m — =mg—kl — | .
k m dis? de

.. 300d:x«x
2967. Za 6,45s. Uputa. Jednadzba gibanja je — (F:—IO'U
g drs

2968. a) Ne; b) da; ¢) da; d) da; e) ne; ) ne; g) ne; h) da.
2969. a) »"'+y—0; b) ¥y'—2v'+y=0; <) x%"—2xy"F2y=0; d) y'—3y +4y —2y: 0.
2970. y = 3x—5x? ; 2x%,

2971, y-:— (Cysin x4+ Cycos x). Uputa. Primijenite supstituciju y=yu.
x

2972, y=C,x+C, In x. 2973. y = A+ Bx2+x®.

x? B 1
2974. y =-3- +Ax+4—. Upwta. Partikularna rieSenja homogene jednadzbe su y, =~ x, y,— —.
x x

x X3
Metodom varijacija konstanti dobivamo* C,= 3 +A; Cy—=— < + B.

2975. y = A+ B sin x+ C cos x+In |sec x--tg x|+ sin x ln |cos x| —x cos x.

2976. y =C, % + C,e*. 2977, y= C, e3%+C, &,

30 Demidovi¢: Zadaci
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2978. y =C,+C, ¢*. 2979. y =C, cos x+ C, sin x.

2980. y = ¢* (C, cos x+ C; sin x). 2981, y = ¢~ (C, cos 3x+ C; sin 3x).

2982, y=(C,+C, x) ™~ 2083, y = e (C, V% +C, e *'%),

2084, Kada je k>0, y =C, eVE+Cy e-*VE; kada je k<0, y=C, cos|/—kx-+Cysinl/—kx.
x s Vs x 11 iV

2085, y=¢ 2 (Cle7‘+c,e T") . 2986. y =6 (01 cos g %+ C, sin Is: x) .

2987. y =4e*+¢*>. 2988, y=e%. 2989. y = sin 2x. 2990. y=1.

2091, y=a ch%. 2082, y=0. 2993, y —C sin .

2084. a) xe¥* (Ax*+Bx+C); b) A cos 2x+Bsin2x; ¢) A cos 2x+Bsin 2x+ Cx? e2% ;
d) e* (A4 cos x+ B sinx); €) &(Ax?+ Bx+ C)+xe*(Dx+E); f) xe* [(Ax*+ Bx+C)cos 2x+

+(Dx*+Ex+ F) sin 2x].
1 = 3
2995. y=(C,+C, x) e¥*+ 3 (2x3+4x+3). 2096. y =e2(Clcos ilz/—_3+ C, siniz:)+x“+3x’.
1
2997. y=(C,+Cyx) e*+ ;e“. ! 2098. y =C,e*+Cy &% +2.
o1 . [
2999. y=C, &+ Cy e+ 5 xeX, 3000. y =C, cos x+C; sin x + > x sin x.

2
3001, y =C, %+ Cre¥*— -5-(3 sin 2x+cos 2x). 3002. y=Cle"‘—|—C,e'“+x(%)—ilg) e,
- 1 x2 1
3003. y=(C;+C, x) e"—l—? cosx—l—z e"—; e*,
1 1 .
3004. y=C,+Cye*+ Ex+2—0 (2 cos 2x—sin 2x),

1
3005. y = &% (C, cos 2x+ C, sin 2x)+ —;e" sin2x. 3008, y =cos 2x+ 3 (sin x+sin 2x).

3007. 1) x=C, cos wt+ G, sin wt+

A4
sin pt; 2) x=C;cos wt+C, sin wt—~2— 1 cos wt.

w?—p? w
x x* %
3008. y =C; 2%+ C,; e¥* —xe?™. 3009. y=C,+C; e’-"+:—z—g .
1 5
3010. y = &* (Cy+ Cax+x2). 3011. y=C,+C, e¥*+ —27 xe’x——z— x.
1 1 .
3012. y =G, e 2+ C, e**— ry e‘+? (3 cos 2x+sin 2x).
5
3013. y =C,+Cye*+e* + 7 x3—5zx. 3014, y =C,+C,; ¥ —3xe¥ —x—x*.

1 1
3015. y= (Cl'{_czx'l' Exi)e—x_l_Z o,

1 et
3016. y= (C, cos 3x+C, sin 3x) ¢* + 3 (sin 3x+6 cos 3x) +3 .

x+1
3017 y=(Cot Coxtad et ——.
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3018, 3= Cy+ e — - (cos x+3 sin )=
cy= —~— (cos x+3sinx)— ——— .
y 1 2 10 p; 9
1 x xr x .
3019. y=Eez"(4x+l)—€——4~+Z—. 3020. y =C, e*+ C, e~ —x sin x —cos x.

er
3021. y=Cie-*+ C, e — %0 (sin 2x -+ 2 cos 2x).

1
3022. y =C, cos 2x+ C, sin 2x——:— (3 sin2x+2 cos 2x)+7 .
' 1

3023. y = &* (C, cos x-+Cy sin x —2x cos X) . 3024. y=C, e+ C, e"‘-!-z (x?—x) e,
3025, y = C, cos 3x+C, sin 3x+ ! x sinx— ! cos x+ ! (Bx—1) e

PYES : 4 16 54 '

1 1

3026. y=Cle3"+C‘e—"+3 (2-—3x)+R (2x3—x) 2> .

3 3 2
3027, y = C,+ Cye®— 2xe¥— Ix_Z X2, 3028. y= (Cl + G, x+x—6)e”4

1 1
3029. y =C,e=3X+C, e5— 0 (2x%+x) e=3* 4 R(2x*+3x) ex.

x x? x 3
3030. y=C, cos x+ C, sin x-}—z cos x+ zsin x—g cos 3x+ H sin 3x. Upura. Produkt kosinusa

pretvorite u sumu kosinusa.

3031. y=C, e*V® +C, V2 L xe* sin x+€* cos x.

.’C+11'
cg|+—]||.
g(z 4)

tg§|. 3034. y=(Ci+Cy x) e +xe* In |x|.

3032. y =C, cos x+ C, sin x+cos x In

3033. y=C, cos x+C, sin x+sin x - In

3035. y = (C,+Cex)e*+xe ™ In |x|.

3036. y =C, cos x+ C; sin x+x sin x4 cos x In |cos x|.

3037, y =C, cos x+ C, sin x—x cos x+sin x In |sin x|.

3038. 2)y=C, ¥+ C, e~* + (e-+e-X) arctg e¥; b)Yy =C, e¥V% - Cy eV o,
d2x
a2

2 /de 2
3040. Jednadzba gibanja je —(dl ]sz—k(x-i—Z) (k=1); T—2n ‘/ s
g g

2g sin 30z —-60 VE sin ,/gt
= c
£—900

4 . . .
" miruje, onda je — x” =4—k (x,+x—y—1), gdje je x, udaljenost tacke mirovanja tereta

3041. x m. Uputa. Ako x ratunamo od poloZaja u kojem teret

od poletne talke ovjefenja opruge, / je duljina opruge u stanju mirovanja; prema tome je
4 d%x

E(x,—D =41 — I =—k (x—y), gdje je k=4, g =981 cm/s.
g di

d?x 2k
3042. m — =k (b—x)—k(b+x); x=ccos (r [ —
dr? m

d2s 6
3043. 6 — =gs; (=|/ — In (6+ v35).
dr? g
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3044. a) r=% (ewtteot); b) r= ;—0 (ewt—e-ot), Uputa. Diferencijalna jednadiba gibaf‘lia
w
. der
je — =’
de?
3045. y = C,;+C, ¥+ C, e12%. 3046. v =C,+C, e~* 4 C, ¢*.
= 3 3

3047. y=C,e>+e? (C, cosV; x+C; sin VT_ x) .
3048, y =C +Cyx+Cy e VP4 C, e~* V3, 3049. y =% (C,+C; x+C; x2).
8050. y = &* (C, cos x+Cy sin x) + e-* (G, cos x+ C, sin x).

3051. y = (G4 C; x) cos 2x + (C3+Cy x) sin 2x.

=z 3 3
3052. y=C,+C, e—"—i—e“(Cg cos gx—l—c., sin V—Z- x) .

3053. y = (C,+Cy ) e + (Cy+Cy %) ¢, 3054. y =C, €%+ C, £~2*+ C, cos ax+ C, sin ax.
3055. y=(C,+Cpx) e Y&+ (Cy+ Cy x) e~ V. 3056. » =C,+ Cyx+C; cos ax+C, sin ax.
3057. y=C,+C3 x+(Cy+Csx) e, 3058. y = (C,+C, x) cos x+ (C3+Cy x) sin x.
2
3059, y — e (C,4+Cy x+ ... +C, x" ). 3060. y —C,+C, x—l—(Ca o) x+%) o,

1 1
3081. y =C,-+Cy x+ 12x2+3x*+ ?x‘-l-i—(-) x4+ (C3+Cy x) &~

X

-3 V3 V3
3062. y=C, e*+e 2| Cycos > x4C, sm? x}—x”—i
1
3063. » zcl‘l'cz x+Cs x*+C, e-x"[‘m (4 cos 4x—sin 4x)

3064. y=C,e~*+Cy+C x+3x*—]x’+ix‘+e" 3x—15)
nYTh PTRITS YT 274
x 3

3065. y =C, e*+ C; cos x+ C; sin x+¢&* (2—5) R

3066. y =C,+C, cos x+ C; sin x+sec x-+cos x In |cos x| —tg x sin x+x sin x.

_i[ . W]-ﬂ—x—l

3067. y=e¢*+e ?*|cos Tx—l—— sinTx

3
1 Cs
3068.y=(Cl—|—C,lnx);. 3069. y=C, x*+—.
x
3070. y =C, cos 2In x) + C, sin (2 In x). 3071. y =C, x+C;y x*+C; xX°.
_4 C,
3072. y=C,+C; 3x+2) 3. 3073. y=Cyx*+— .
x
1
3074. y =C, cos (In x)+ C; sin (In x). 3075. y=C, x*+Cyx*+ 3 X.

3076. y = (x+1)2 [Ci+Cyln (x+1)]+{x+1)% 3077. y =x (In x+1n® x).

3078, y =C, cos'x+ Cy sin x, 2=C, cos x—C, sin x.
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1
3079. y=¢-% (C, cos x+C, sin x), z= G e *[(Cy—2C,y) cos x—(Cy+2C,) sin x].

3080. y = (C,—C,—C  x) e, 2z = (C, x+C,) 2,

t
—— |/ 3 l/ 3
3081. x=Cette 2(C2 cos ? t+ C, sin 7 t);

—é(cavT—cz V3, _als+a V?)
2 2 ’

=, et - _t
y=Cet+e cos 3 n )
- -G, J3-cC |/ G 3-c I/
z=C, et+te 2[%c0573t+2—2—3sin73t).

3082. x=C et Cye¥, y=Cyet+Cye¥, z2=—(C+Cy) e-t+C, e
1 1
3083. y=C,+C; e¥*— Y (x*+x), 2=C, e'”‘—Cl—l-I (xt—x—1).

3084. y=C,+-Cyx+2sinx, 2= —2C,—C, 2x+1) — 3sinx — 2 cos x.

3085. y = (C,—~2C,—2Csx) e *—6x+14, z=(C,+Cox)e*+5x—9; C,=9, C,=4,
y=14(1—e*) — 2x (3+4e™®), z=—9 (1—e~%) 4 x (5+4e~),

3086, x =10 6% —8ed—er+6t—1; y=—20e2+ 863+ 3et+ 12¢+ 10.

2C lo}
3087, y= L op=—_1
(Cy—x)2 C,—x

2 (42
3088*, a) ("Jr—f)y=c,,i=cgg b) In [tyE=arctg 2 +Cp——=C,. ¢) Uputa. Inte-
y x |/x2+y1

dx
=——, nalazimo prvi integral In [/x?+y2=arctg :y_+
X—y x+y x

griranjem homogene jednadZbe

i R . . . i dz xdx ydy
-+ C,. Nadalje upotrebom svojstava izvedenih razmjera, imamo — =

7z x(x—y) yty)
=GCy; dx+y+

d d 1
=ﬁy—y. Odatle je In z=—In (x*+y?)+In G, i prema tome,
x4 2 |/xz_|_yz

dx
+2=0, x*+3y*+ 2> = 6. Uputa. Primjenom svojstava izvedenih razmjera imamo: =
y—z
=——=——=————;0datle je dx4-dy+dz= 01iprema tome x+y+z=C;. Analogno
Z—X x—y 0
xdx ydy zdz x dx+y dy+2zdz

- yE-n e 0

s xdx+ydy+zdz=01 x2+324-22=C,.

Na taj nalin integralne krivulje su kruZnice x+y-+z=0Cy, x2+y24 2t =C, Iz poletnih
uvjeta x=1, y=1, z=—2 dobit éemo C; =0, C;=6.

G, x* Cs x
3089. y=C, x*+ — _1_8 @Blntx—2Inx), Z= I—2C71x+—z +3 B lp?x+1nx—1).
x x

-

3080. y=C, exVi4-C, e*V71 C, cos x+ C, sin x+ ¥ —2x,

C
Z=-C,eVi—-C,e-*V2 %cos x—z‘sin x—% e+ x.



470 ODGOVORI 3091

Dy M COS & LA m ) _k, mgt . do,
3091, x=———[1—e ™ |, y=— (kvysinatmg) [1—e ™ |- =, Rjefenje. m — =
k k? k det

v
=—ku.; m d_tyz -kuy~;¢zg pri poetnim uvjetima: x, =3y, =0, Vxo =Up COS 0, Uyg

k

=9 sine pri 1=0. Integriranjem dobijemo: Vy= 0, COS & e m s kv, +mg=(kv, sin a+
k

-1

+mg)e ™
3092. x = cos i L, y=v° Wsin i I, : + Ky =1. Upuia. Diferencijalne jednadzbe giba-
Jm ko Ymo @ m
nja su: m 4= =—k%; m (f{':-—k’y. 3093, y = —2—2x—x.
de? de?
3094, y= yo—}-i) ex-1) — l x+l .
4 2 4

1 1 1 9 21
+-— x+—xﬁ+ix"+ it — x L

3095. y——
2 4 16" 27 350

3096, y= Lo 1y 2 n

Y= — X 11

Y T T 7
3097 y—xq Sy S XL 4 k i 1 <x<l

=X —_— — ...y I'€ onvergira za — | <x<lI.
12 33 3t &
x? x3

3098, y=x—— —+—— 4 ; ped konvergira 2a —oco<x< +4 oo, Uputa.

an:-2 @2hr.3 (3H.4
Koristite se metodom neodredenih koeficijenata.

—_ 0 N 1 —_
3 <l 51 x°+ ...; red konvergira za —oo<x< + oo,

x
3100. y=——. Upua. Koristite se metodom neodredenih koeficijenata.
X

x“ . v -
3101 y=1—— 22 pTywT m-ﬁ— ...; red konvergira za-{x|<+oo. Uputa. Koristite se
metodom neodredenih koeficijenata.

1 2 9 55
- __ il ST ST Y
3102. x a(l 21124—4'1‘ 6!t+8!t )
ant | WX .. ..
3103. u= Acos - sin e Upura. Koristite se uvjetima: (0, £)=0; u(, )=0, u (x, 0)=

4 X 8 u(x, O)
= S —
7 ot
202 1 t 2k+1
3104. u=— sin (2k+1) na sin( + ?ﬂx. Uputa. Koristite se uvjetima:
nta o (2k+1)? 1 !

du (x, 0)
(0, 6)=0, u(l, )=0, u(x, 0)=0, —— =

8h =1 t . . .
3105. u.-— Z = sin n—ﬂ cos e sin ’?‘ . Upura. Koristite se ovim uvjetima:
ﬂ -——‘
’ 2hx )
—zal<x<—,
du (x, 0) l 2
—— 0, u (0, 1)=0, u(}, 1)=0, u (x, 0)=
L

a3 x l ‘
2h (] ——) za — <x<l
. ! 2



3127

3106.

3107.

3108.
3109.
3110.

3111
3112.

ODGOVORI 471

(2n+ant | 2n41)nx
sin
21 20

o0
u= ZA,, cos s gdje su koeficijentd
n=0

1
2 (x 2n+4 D7nx 8(—1)"
A"=7J‘T sin( i dx= D Uputa. Koristite se ovim uvjetima:
0

21 @)
du(l,t) x  du(x,0)
0, 1)=0. =0, , 0)=— =0
“(0, =0, ax “(x 0) 1’ B
400 2 1 nmx et
u=— = (1 —cos nw)sin ﬁ) e 100 - Upura. Koristite se ovim uvjetima:
= n

u (0, )=0, u (100, )=0, u (x, 0)=0,01 x (100—x).

GLAVA X

a) <17; <0,0023%; b) <Imm; <0,26%; ¢) <! d) <0,0016%.
a) <0,05; <0,021%; b) <0,0005; <1,45%; c) <0,005; <0,16%.

a) 2 znamenke; 48 -10% ili 49 - 10%, jer je broj ukljufen izmedu 47877 i 48845; b) 2 znamenke;
15; ¢) 1 znamenka; 6 - 10% Praktiki rezultat treba pisati u obliku (5,9+0,1) - 10®

a) 29,5; b) 1,6 - 10%; c) 43,2.

a) 84,2; b) 18,5 ili 18,47+0,01; c) rezultat izratunavanja nema talnihi znamenaka jer je
razlika jednaka stotinki pri mogucoj vrijednosti apsolutne pogredke od jedne stotinke.

3113*%. 1,8+0,3 cm?. Uputa. Koristite se formulom za prirast povriine kvadrata.

3114,
3115.
3116.

3117,
3118.
3119,
3120.
3121.
3122.
3123.
312s.

3126.

3127,

a) 30,0+0,2; b) 43,7+0,1; ¢) 0,3x0,1.
19,94-0,1 m?.

a) 1,129540,0002; b) 0,1204+0,006; c) kvocijent moZe varirati izmedu 48 i 62. Prema
tome u kvocijentu nije moguée smatrati pouzdanim niti jednu decimalnu znamenku.

0,480. Posljednja brojka moZe varirati za 1.

a) 0,1729; b) 277 -10% ¢) 2.

(2,05+0,01) - 10 cm?.

a) 1,648; b) 4,025+0,001; c) 9,006+ 0,003.

4,01 - 10° cm?. Apsolutna pog ed¥ka jznosi 6,5 cm? Relativna pogreska iznosi 0,16%.
Kateta je jednaka 13,8+0,2 cm; sin a=0,44+0,01; o =26°15"435".

2,740,t. 3124, 0,27 A.

Duljinu njihala treba izmjeriti s taénoié¢u do 0,3 em; brojeve = i ¢ uzmite s tri znamenke
(prema principu istih utjecaja).

Polumjere i izvodnicu izmjerite s relativnom pogreikom 1/300. Broj = uzmite s tri znamenke
(prema principu istih uijecaja).

Veliinu I izmjerite s tatno§éu 0,2% a s s taénodcu od 0,7% (prema principu istih utjecaja).



472

3128.

3129,

ODGOVORI 3128
x y Ay Ay Ady Aty Asy
1 3 7 -2 -6 14 -23
2 10 5 —8 8 -9
3 15 -3 0 — 1
4 12 -3 —1
s 9 -4
6 5
x ¥ Ay A%y Ay
1 —4 —12 32 48
3 —16 20 80 48
.5 4 100 128 48
7 104 228 176
9 332 404
11 736




3140 ODGOVORI 473

3130.
x y Ay Aty A%y Aty
0 0 4 —42 24 2
1 — 4 — 46 —66 0 24
2 - 50 —112 —66 24 24
3 —162 —178 —42 48 24
4 —340 —220 6 72 24
5 — 560 —214 78 96 24
6 —774 —136 174 120 24
7 —910 38 294 144 a
8 —872 332 438
9 —540 770

10 230

Uputa. Izratunajte prvih pet vrijednosti od » i kad dobijete Afy, =24 ponovite broj 24
u cijelom stupcu Cetvrtih razlika. Nakon toga ostali dio tablice ispunite zbrajanjem (od
desna ulijevo).
3131. a) 0,211; 0,389; 0,490; 0,660; b) 0,229; 0,399; 0,491; 0,664.
3132. 0,1822; 0,1993; 0,2165; 0,2334; 0,2503.
3133. 1+x+x2+x%
11 65

1 85
M. y=— " — — ¥+ —x*— — x+ 8; 22 za x=135,5; y=20 za x~5,2. Uputa.
SO TR Y T I ¥ ~ ?

Pri izratunavanju x za y =20 uzeti y,= 11,
3135. Interpolacioni polinom je y=x2—10x+1; y=1 za x=0.
3136. 158 kp (priBliZno).
. 15
3137. a) y (0,5) = —1, y (2 = 11; b) (0,5 = — %’ Yy = -3
3138. —1,325. 3139. 1,01. 3140. —1,86; —0,25; 2,11.



474 ODGOVORI 3141

3141. 2,09. 3142. 2,45; 0,019. 3143. 0,31; 4. 3144. 2,506.

3145. 0,02. 3146. 0,24. 3147, 1,27. 3148. —1,88;0,35;1,53.
3149. 1,84. 3150. 1,31; —0,67. 3151. 7,13. 3162. 0,165.

3153. +1,73 1 0. 3154. 1,72. 3155. 1,38.

3156. x=0,83; y=0,56; x= —0,83; y= —0,56.

3157. x=1,67;y = 1,22. 3158. 4,493. 3158. +1,1997.

3160. Prema trapeznoj formuli je 11,625; prema Simpsonovoj formuli je 11,417..
3161. —0,995; —1;0,005;0,5% ;A = 0,005 3162. 0,3068; A=1,3-10-5,

3183. 0,69. 3184. 0,79. 3165. 0,84. 31648. 0,28.
3187. 0,10. 3168. 1,61. 3169. 1,85. 3170. 0,09.
3171. 0,67. 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,93.

8175. 1,29. Uputra. Koristite se parametarskim jednadZbama elipse x=cost, y =0,6222sin¢

"

2
i dovedite formulu za duljinu luka u oblik [ [/T—¢* cos? ¢ - dt, gdje je e ekscentricitet
0

elipse. ]
x3 x2 x7 X X 95l 16
3176. y, (x)= 3 yz(x)=7 + o’ }’3(")=T + Pz + 2079 + 59535 °
3177. y, (x);i —x+1, yz(x)—-x—3 + > —x+1, yy (x>=ﬁ _E x+1;
2 6 2 12 [ 2
x3 Tx?
2, (X)=3x—2, zy(x)= e 22 +3x—2, z (x)=T—2x’+3x—2.
x3 P% X
3178. y, (x)=x, y,(x)=x — ? s YVa (x)=x—? + m
3179. y (1) = 3,36. 3180, y (2) = 0,80. 3181, y (1) = 3,72; z(1) = 2,72.
3182. y=1,80. 3183. 3,15. 3184. 0,14.
3185. ¥ (0,5) = 3,155z (0,5) = —3,15. 3186. y (0,5) = 0,55;2 (0,5) = —0,18.
3187. 1,16. 3188. 0,87. 3189. x (») = 3,58; x’ (m) = 0,79.

3190. 429+1739 cos x— 1037 sin x —6321 cos 2x+ 1263 sin 2x— 1242 cos 3x — 33 sin 3x.

3181. 6,49—1,96 cos x+2,14 sin x— 1,68 cos 2x+0,53 sin 2x— 1,13 cos 3x+4 0,04 sin 3x.

3192. 0,960+ 0,851 cos x+40,915 sin x+0,542 cos 2x+ 0,620 sin 2x+0,271 cos 3x 40,100 sin 3x.
3193. a) 0,608 sin x+ 0,076 sin 2x+- 0,022 sin 3x; b) 0,338 40,414 cos x-+-0,11! cos 2x+0,056 cos3x.



PRILOZI

1. GRCKI ALFABET

Ao — alfa Hn — eta Ny — ni Tr tau
BB — beta ©6 — theta =¢ — ksi Yo ipsilon
I'y — gama I. — jota Oo — omikron Do fi
A — delra Kx — kapa Ir — pi Xx hi
Ee — epsilon AX — lambda Pp — ro ¥y psi
ZL — dzeta My — mi Yo — sigma Qw omega
II. NEKE KONSTANTE
Veli¢ina x lg x Veliéina X lg x
1 —
™ 3,14159 0,49715 — 0,36788 1,56571
e
2m 6,28318 0,79818 et 7,38906 0,86859
m
Y 1,57080 0,19612 Ve_ 1,64872 0,21715
% 0,78540 T,89509 Ve 1,39561 0,14476
— 0,31831 1,50285 M=lge 0,43429 7,63778
7
1
72 9,86960 0,99430 b7 =1In10 2,30258 0,36222
V= 1,77245 0,24857 1 radijan 57°17°45”
Y 1,46459 0,16572 arc 1° 0,01745 3,24188
e 2,71828 0,43429 g 9,81 0,99167




476 PRILOZI

. RECIPROCNE VRIJEDNOSTI, POTENCIJE, KORIJENI, LOGARITMI

1

x — x® % V= 10x | Vx |V10ox V100x|  1gx Inx
x mantise
1,0 | 1,000| 1,000 1,000 1,000 | 3,162| 1,000| 2,154 | 4,642 0000 0,0000
L1 | 0,909 1,210 1,331 1,049 3,317 1,032 2,224 4,791 0414 0,0953
1,2 | 0,833 1,440 1,728 | 1,095| 3,464 1,063 | 2,289 4,932 0792 0,1823
1,3 [ 0,769 1,690 2,197 1,140 3,606 [ 1,091 | 2,351 | 5,066 1139 0,2624
L,4 | 0,714 1,960 2,744 1,183 3,742 1,119 2,410| 5,192 1461 0,3365
1,5 | 0,667 2,250 3,375| 1,225| 3,873 | 1,145 2,466 5,313 1761 0,4055
1,6 | 0,625 2,560 4,096 1,265| 4,000| 1,170 2,520 5,429 2041 0,4700
1,7 | 0,588 2,890 4,913 1,304 | 4,123 | 1,193 | 2,571 | 5,540| 2304 0,5306
1,8 | 0,556| 3,240 5,832| 1,342 4,243 | 1,216 2,621 | 5,646 2553 0,5878
1,9 | 0,526| 3,610 6,859 1,378 4,359 | 1,239 | 2,668 5,749| 2788 0,6419
2,0 | 0,500| 4,000 8,000 1,414 | 4,472 | 1,260 | 2,714 | 5,848 3010 0,6931
2,1 | 0,476 | 4,410 9,261 | 1,449} 4,583 1 1,281 2,759 5,944 3222 0,7419
2,2 | 0,454 | 4,840 10,65 | 1,483 | 4,690 | 1,301 | 2,802| 6,037 3424 0,7885
2,3 | 0,435( 5,290 | 12,17 | 1,517| 4,796 1,320| 2,844 6,127 3617 0,8329
2,4 | 0417| 5,760 | 13,82 | 1,549 4,899 1,339 2,884 | 6,214 3802 0,8755
|

2,5 | 0,400( 6,250 15,62 | 1,581| 5,000| 1,357 | 2,924| 6,300 3979 0,9163
2,6 | 0,385| 6,760 | 17,58 | 1,612 5,099| 1,375| 2,962| 6,383 4150 0,9555
2,7 | 0,370 7,290 | 19,68 | 1,643| 5,196 1,392| 3,000| 6,463 | 4314 0,9933
2,8 | 0,357| 7,840 | 21,95 | 1,673| 5,292 1,409| 3,037 | 6,542| 4472 1,0296
2,9 | 0,345 8,410 | 24,39 | 1,703 | 5,385| 1,426 | 3,072| 6,619 4624 1,0647
3,0 | 0,333 9,000 27,00 | 1,732 5,477 1,442| 3,107 6,694| 4771 1,0986
3,1 | 0,323 9,610 29,79 | 1,761 | 5,568 | 1,458 3,141 | 6,768| 4914 1,1314
3,2 | 0,312 10,24 32,77 | 1,789 5,657 | 1,474 | 3,175 6,840| 5051 1,1632
3,3 | 0,303 10,89 35,94 | 1,817] 5,745| 1,489 3,208 6,910| 5185 1,1939
34 | 0,294 11,56 39,30 | 1,844 5,831 | 1,504 3,240 6,980 5315 1,2238
3,5 | 0,286] 12,25 42,88 | 1,871 5,916| [,518| 3,271 | 7,047 | 5441 1,2528
3,6 | 0,278 12,96 46,66 | 1,897 6,000 1,533| 3,302| 7,114| 5563 1,2809
3,7 | 0,270 13,69 50,65 | 1,924 | 6,083 | 1,547 3,332| 7,179 5682 1,3083
3,8 | 0,263 14,44 54,87 | 1,949| 6,164 | 1,560 3,362 7,243 5798 1,3350
3,9 ] 0,256 15,21 59,32 | 1,975| 6,245| 1,574 3,391 7,306 S911 1,3610
4,0 | 0,250 16,00 64,00 | 2,000 6,325| 1,587 3,420| 7,368| 6021 1,3863
4,1 | 0,244 16,81 68,92 | 2,025| 6,403 | 1,601 | 3,448| 7,429| 6128 1,4110
4,2 | 0,238 17,64 74,09 | 2,049 | 6,481 | 1,613 3,476| 7,489 6232 1,4351
4,3 | 0,233 18,49 79,51 | 2,074 6,557 | 1,626| 3,503 | 7,548 | 6335 1,4586
4,4 | 0,227| 19,36 85,18 | 2,098 6,633 1,639 3,530 7,606 6435 1,4816
4,5 | 0,222 20,25 91,12 | 2,121 6,708 | 1,651 | 3,557 | 7,663 | 6532 1,5041
4,6 | 0,217 21,16 97,34 | 2,145| 6,782| 1,663 | 3,583 7,719| 6628 1,5261
4,7 | 0,213} 22,09 | 103,8 | 2,168 | 6,856 | 1,675| 3,609| 7,775| 6721 1,5476
4,8 | 0,208| 23,04 | 110,6 | 2,191 | 6,928 | 1,687| 3,634| 7,830| 6812 1,5686
4,9 | 0,204| 24,01 117,6 | 2,214| 7,000| 1,698 3,659 7,884 6902 1,5892
50 | 0,200| 25,00 | 1250 | 2,236| 7,071 | 1,710| 3,684 | 7,937| 6990 1,6094
5,1 | 0,196 26,01 132,7 2,258 7;141| 1,721 3,708 | 7,990 7076 1,6292
5,2 | 0,192 27,04 140,6 2,280 | 7,211 1,732 3,733 8,041 7160 1,6487
5,3 | 0,189 28,09 148,9 | 2,302 | 7,280| 1,744 | 3,756 | 8,093 | 7243 1,6677
54 | 0,185| 29,16 157,5 | 2,324 7,438| 1,754 | 3,780 | 8,143 | 7324 1,6864




PRILOZI 477
nastavak
1 | !
x - x? 3 Vs | Viox | Vx | V1ox | Viood g« In x
x mantise .

5,5 0,182 | 30,25 | 166,4 2,345 7,416 1,765 3,803 | 8,193 7404 1,7047
5,6 0,179 | 31,36 | 175,6 2,366 | 7,483 | 1,776 3,826 8,243 7482 1,7228
5,7 0,175 32,49 185,2 2,387 | 7,550 | 1,786 3,849 8,291 7559 1,7405
5,8 0,172 33,64 195,1 2,408 | 7,616 | 1,797 3,871 | 8,340 7634 1,7579
59 | 0,169 34,81 | 2054 2,429\ 7,681 1,807 | 3,893 | 8,387 7709 1,7750
6,0 | 0,167| 36,00 | 216,0 2,449 | 7,746 | 1,817 3,915| 8,434 7782 1,7918
6,1 | 0,164| 37,21 | 227,0 2,470| 7,810 1,827 3,936 8,481 7853 1,8083
6,2 | 0,161 | 38,44 | 2383 2,490| 7,874 | 1,8371 3,958 8,527 7924 1,8245
6,3 0,159| 39,69 | 250,0 2,510 7,937 | 1,847 3,979| 8,573 7993 1,8405
6,4 0,156 40,96 | 262,1 2,530| 8,000 | 1,857, 4,000| 8,618 8062 1,8563
6,5 0,154 | 42,25 274,6 2,550 | 8,062 | 1,866 4,021 | 8,662 8129 1,8718
6,6 0,151 43,56 | 287,5 2,569 | 8,124 | 1,876 4,041 | 8,707 8195 1,8871
6,7 | 0,149 | 44,89 | 300,8 2,588 8,185 1,885| 4,062| 8,750 8261 1,9021
6,8 | 0,147| 46,24 | 3144 2,608 | 8,246 1,895| 4,082 8,794 8325 1,9269
6,9 | 0,145| 47,61 | 328,5 2,627 | 8,307 | 1,904 4,102 | 8,837 8388 1,9315
7,0 0,143 49,00 | 343,0 2,646 | 8,367 | 1,913 4,121 | 8,879 8451 1,9459
7,1 0,141 50,41 357,9 2,665) 8,426 | 1,922| 4,141 | 8,921 8513 1,9601
7,2 0,139 51,84 | 373,2 2,683 | 8,485| 1,931 | 4,160| 8,963 8573 1,9741
7,3 0,137 53,29 | 389,0 2,702 | 8,544 | 1,940| 4,179 9,004 8633 1,987Y
7,4 0,135 54,76 | 405,2 2,720| 8,602 | 1,949 | 4,198 | 9,045 8692 2,0015
7,5 | 0,133 56,25 | 421,9 2,739 | 8,660| 1,957 | 4,217 9,086 8751 2,0149
7,6 | 0,132 57,76 | 439,0 2,757} 8,718 1,966 | 4,236 9,126 8808 2,0281
7,7 | 0,130 59,29 | 456,5 2,775 8,775 1,975 4,254 9,166 8865 2,0412
7,8 0,28 60,84 | 474,6 2,793 | 8,832 | 1,983 | 4,273 | 9,205 8921 2,0541
7,9 0,127 62,41 493,0 2,801 8,888 | 1,992 4,291 | 9,244 8976 2,0669
8,0 | 0,125 64,00 | 512,0 2,828 8,944 | 2,000 | 4,309| 9,283 9031 2,0794
8,1 | 0,123 65,61 | 5314 2,846 9,000 2,008 ' 4,327 9,322 9085 2,0919
8,2 | 0,1221 67,24 | 5514 2,864 | 9,055| 2,017 4,344 | 9,360 9138 2,1041
8,3 | 0,120 68,89 | 571.,8 2,881 | 9,110 2,025| 4,362| 9,398 9191 2,[163
8,4 | 0,]19| 70,56 | 592,7 2,898 | 9,165| 2,033 | 4,380| 9,435 9243 2,1282
8,5 0,118 72,25 | 614,1 2,915] 9,220 2,041 | 4,397 | 9,473 9294 2,1401
8,6 0,116| 73,96 | 636,1 2,933 | 9,274 | 2,049 | 4,414| 9,510 9345 2,1518
8,7 0,115} 75,69 | 658,5 2.950| 9,327 2,057 | 4,431 | 9,546 9395 2,1633
8,8 0,114 77,44 | 681,5 2,966 | 9,381 | 2,065| 4,448 | 9,583 9445 2,1748
8,9 | 0,112 79,21 | 705,0 2,983 | 9,434 | 2,072| 4,465| 9,619 0494 2,1861
9,0 | 0,111 | 81,00 | 729,0 3,000 | 9,487 | 2,080| 4,481 9,655 9542 2,1972
9,1 0,l10| 82,81 753,6 3,017 | 9,539 2,088 | 4,498 | 9,691 9590 2,2083
9,2 0,109 | 84,64 | 778,7 3,033 | 9,592 2,095| 4,514 | 9,726 9638 2,2192
9,3 0,108 | 86,49 | 804,4 3,050 | 9,644 | 2,103 | 4,531 | 9,761 9685 2,2300
94 | 0,106| 88,36 | 830,6 3,066 | 9,695| 2,110| 4,547 9,796 9731 2,2407
9,5 0,105 | 90,25 | 8574 3,082 | 9,747 | 2,118 4,563 | 9,830 9777 2,2513
9,6 | 0,104 | 92,16 | 884,7 3,098 | 9,798 2,125| 4,579 | 9,865 9823 2,2618
9,7 | 0,103| 94,00 | 912,7 3,144 | 9,849 2,133 | 4,595| 9,899 9868 2,272]
9,8 0,102| 96,04 | 941,2 3,130 9,899 | 2,140 | 4,610 9,933 9912 2,2824
9,9 0,101 | 98,01 970,3 3,146 | 9,950 2,147 | 4,626| 9,967 9956 2,2925
10,0 0,100 | 100,00 |1000,0 3,162(10,000 | 2,154 | 4,642 (10,000 0000 2,3026
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PRILOZI

IV. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

x

x
(radijani)

x radijani sintx g x ctg x cos x

0 0,0000 0,0000 0,0000 o0 1,0000 1,5708 90

1 V,0175 0,0175 0,0175 57,29 0,9998 1,5533 89
2 0,0349 0,0349 0,0349 28,64 0,9994 1,5359 88
3 0,0524 0,0523 0,0524 19,08 0,9986 1,5184 87
4 0,0698 0,0698 0,0699 14,30 0,9976 1,5010 86
5 0,0873 0,0872 0,0875 11,43 0,9962 1,4835 85
6 0,1047 0,1045 0,1051 9,514 0,9945 1,4661 84
7 0,1222 0,1219 0,1228 8,144 0,5925 1,4486 83
8 0,1396 0,1392 0,1405 7,115 0,9903 1,4312 82
9 0,1571 0,1564 0,1584 6,314 0,9877 1,4137 81
10 0,1745 0,1736 0,1763 5,671 0,9848 1,3963 80
11 0,1920 0,1908 0,1944 5,145 0,9816 1,3788 79
12 0,2094 0,2079 0,2126 4,705 0,9781 1,3614 78
13 0,2269 0,2250 0,2309 4,331 0,9744 1,3439 77
14 0,2443 0,2419 0,2493 4,011 0,9703 1,3265 76
15 0,2618 0,2588 0,2679 3,732 0,9659 1,3090 75
16 0,2793 0,2756 0,2867 3,487 0,9613 1,2915 74
17 0,2967 0,2924 0,3057 3,271 0,9563 1,2741 73
18 0,3142 0,3090 0,3249 3,078 0,9511 1,2566 72
19 0,3316 0,3256 0,3443 2,904 0,9455 1,2392 71
20 0,3491 0,3420 0,3640 2,747 0,9397 1,2217 70
21 0,3665 0,3584 0,3839 2,605 0,9336 1,2043 69
22 0,3840 0,3746 0,4040 2,475 0,9272 1,1868 68
23 0,4014 0,3907 0,4245 2,356 0,9205 1,1694 67
24 0,4189 0,4067 0,4452 2,246 0,9135 1,1519 66
25 0,4363 0,4226 0,4663 2,145 0,9063 1,1345 65
26 0,4538 0,4384 0,4877 2,050 0,8988 1,1170 64
27 0,4712 0,4540 0,5095 1,963 0,8910 1,0996 63
28 0,4887 0,4695 0,5317 1,881 0,8829 1,0821 62
29 0,5061 0,4848 0,5543 1,804 0,8746 1,0647 61
30 0,5236 0,5000 0,5774 1,732 0,8660 1,0472 60
34 0,5411 0,5150 0,6009 1,6643 0,8572 1,0297 59
32 0,5585 0,5299 0,6249 1,6003 0,8480 1,0123 58
33 0,5760 0,5446 0,6494 1,5399 0,8387 0,9948 57
34 0,5934 0,5592 0,6745 1,4826 0,8290 0,9774 56
35 0,6109 0,5736 0,7002 1,4281 0,8192 0,9599 55
36 0,6283 0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 0,9425 54
37 0,6458 0,6018 0,7536 1,3270 0,7986 0,9250 53
38 0,6632 0,6157 0,7813 1,2799 0,7880 0,9076 52
39 0,6807 0,6293 0,8098 1,2349 0,7771 0,8901 51
40 0,6981 0,6428 0,8391 1,1918 0,7660 0,8727 50
41 0,7156 0,6561 0,8693 1,1504 0,7547 0,8552 49
42 0,7330 0,6691 0,9004 1,1106 0,7431 0,8378 48
43 0,7505 0,6820 0,9325 (,0724 0,7314 0,8203 47
44 0,7679 0,6947 0,9657 1,0355 0,7193 0,8029 46
45 0,7854 0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 0,7854 45
cos x ctg x g x sin x x°
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V. EKSPONENCIJALNE, HIPERBOLNE I TRIGONOMETRIJSKE FUNKCHE

x ex e—* sh x ch x th x sin x cos X

0,0 1,0000 1,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 1,0000
0,1 1,1052 0,9048 0,1002 1,0050 0,0997 0,0998 0,9950
0,2 1,2214 0,8187 0,2013 1,0201 0,1974 0,1987 0,9801
0,3 1,3499 0,7408 0,3045 1,0453 0,2913 0,2955 0,9553
0,4 1,4918 0,6703 0,4108 1,0811 0,3799 0,3894 0,9211
0,5 1,6487 0,6065 0,5211 1,1276 0,4621 0,4794 0,8776
0,6 1,8221 0,5488 0,6367 1,1855 0,5370 0,5646 0,8253
0,7 2,0138 0,4966 0,7586 1,2552 0,6044 0,6442 0,7648
0,8 2,2255 0,4493 0,8881 1,3374 0,6640 0,7174 0,6967
0,9 2,4596 0,4066 1,0265 1,4331 0,7163 0,7833 0,6216
1,0 2,7183 0,3679 1,1752 1,5431 0,7616 0,8415 0,5403
1,1 3,0042 0,3329 1,3356 1,6685 0,8005 0,8912 0,4536
1,2 3,3201 0,3012 1,5095 1,8107 0,8337 0,9320 0,3624
1,3 3,6693 0,2725 1,6984 1,9709 0,8617 0,9636 0,2675
1,4 4,0552 0,2466 1,9043 2,1509 0,8854 0,9854 0,1700
1,5 4,4817 0,2231 2,1293 2,3524 0,9051 0,9975 0,0707
1,6 4,9530 0,2019 2,3756 2,5775 0,9217 0,9996 | —0,0292
1,7 5,4739 0,1827 2,6456 2,8283 0,9354 0,9917 | —0,1288
1,8 6,0496 0,1653 2,9422 3,1075 0,9468 0,9738 | —0,2272
1,9 6,6859 0,1496 3,2682 3,4177 0,9562 0,9463 | —0,3233
2,0 7,3891 0,1353 3,6269 3,7622 0,9640 0,9093 | —0,416t
2,1 8,1662 0,1225 4,0219 4,1443 0,9704 0,8632 —0,5048
2,2 9,0250 0,1108 4,4571 4,5679 0,9757 0,8085 —0,5885
2,3 9,9742 0,1003 4,9370 5,0372 0,9801 0,7457 —0,6663
2,4 11,0232 0,0907 5,4662 5,5569 0,9837 0,6755 |—0,7374
2,5 12,1825 0,0821 6,0502 6,1323 0,9866 0,5985 | —0,8011
2,6 13,4637 0,0743 6,6947 6,7690 0,9890 0,5155 —0,8569
2,7 14,8797 0,0672 7,4063 7,4735 0,9910 0,4274 —0,9041
2,8 16,4446 0,0608 8,1919 8,2527 0,9926 0,3350 —0,9422
2,9 18,1741 0,0550 9,0596 9,1146 0,9940 0,2392 —0,9710
3,0 20,0855 0,0498 10,0179 10,0677 0,9950 0,1411 | —0,9900
3,1 22,1979 0,0450 11,0764 11,1215 0,9959 0,0416 | —0,9991
3,2 24,5325 0,0408 12,2459 12,2366 0,9967 —0,0584 —0,9983
3,3 27,1126 0,0369 13,5379 13,5748 0,9973 —0,1577 —0,9875
3,4 29,9641 0,0334 14,9654 14,9987 0,9978 ~0,2555 —0,9668
3,5 33,1154 0,0302 16,5426 16,5728 0,9982 —0,3508 -0,9365
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VI. NEKE KRIVULJE (PODSJETNIK)

Y Y Y
1 e
-1
0 X 0 X 0 f
-1
1. Parabola 2. Kubna parabola 3. Istostrana hiperbola
y:x’, y:x’. 1 '
y=—
X
4 y
1
il /
} I - . ;
4. Graf razlomljene funkcije 5. ,Versiera“ Marije Agnesi
1 1
YT e
Y
0 X
6. Parabola (gornja grana) 7. Kubna parabola
3

y=1= y=V=x
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Sl

ol X X
8a. Neilova parabola 8b. Semikubna parabola
g [ ey {X=1
y=x3 il g yr=at il 2

Y

]
_T x mi n
‘ ’ 2\: E?/27{
1 1

9. Sinusoida i1 kosinusoida

|.--_

y=sinx | y=cosx
Y
t =ct
Ull 9{‘ i !/y "‘!7)" ! | |, I
\
\\ l \\ , \1 } \ }
\\ 2 ‘\

AN
N AN ) T IN 2n 5w\ m X
"2@\\/"2\\/”2\( 7\/”'2‘\ﬂ
A

\ \ YA
\I [ \{ T—Z II
-3

{0. Tangentoida i kotangentoida
y=1gx | y=ctgx.

4 —T
—

31 Demidovié: Zadaci
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§
g=$9€< =L0SeC X
\ 3 fl ' 1\ — f
[
JU Vo
N3 7 v 7
\\\- \\
1
_37) -7 _x 0 zI T 4 21 24 3
Z 2 2 2 2
2k X g /
/ [\ / \ /
/ \ -2 / \ {
/ | / | /
I I 1-3 R I | /
11. Grafovi funkcija
y=secx 1 y=cosecx.
Y Y

y=Arccosx
7g=AN:sz'nx
[
Xh o
271 . y=arccosx
| y=arcsinx
Yo
1 X X
Yy=Arccos x

N\

-3?7( - Y=Arcsinx

A

12. Grafovi arkus-funkcija
y=Arcsinx i y=Arccosx.
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NI
&

y=Arcctgx

Y 3
| y=Arctgx 2
|
:/y:arctgx ]
T
3

y=arcetgx

1 ¥ 2 X

z
I _y=Arcclgx

(%)

§3. Grafovi arkus-funkcija
y=Arctgx 1 y=Arcctgx.

14. Grafovi eksponencijalnih funkcija
y=e* 1 y=e~%

3
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_1 ol 1 X
vz V2
5. Logaritamska krivulja 16. Gaussova krivulja
y=Inx. y=e%,

N

/ -2 ‘ y=cr‘hx\ 2
/ -3 T—g

/ = =

7 ~50 -5
17. Grafovi hiperbolnih funkcija [8. Grafovi hiperbolnih funkcija
_ e¥—e~%x ) _ X —pg—X
y=shx=——2— 1 y=thx=m
eX4-e—X% X fg—x
y=chx=——— (lantanica). y=Ccthx¥=——o— .
2 eX—e—*
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“Hicio) X

Bl
19. Elipsa 20. Hiperbola
x2? 2 x=acos 1, x? 2
“ 2o i ac AL AN
a® b y=bsinr. a? b
x=a chi,
(za desnu granu).
y=b sht
Y Y Y
d
M
| c 8
i A
ly
1
2 ! \
7 ) ,
— L -0— T
S )
OR—F ¥ X
ED .
Ro‘o
OM=AB
21. Parabola 22. Descartesov list 23. Dioklova cisoida
yE=2px. x3+33—3axy=0 ili x° .
yi= ili
3ar a—x
x=———
1422 ar?
x=—
3ar? 1422
y= 14+ a®
y=

485
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25, Bernoullijeva lemniskata
7 (4 y20=a?) (2 =37
il r?=qa?cos 2¢.

Al-a;0)

24. Strofoida

atx
yr=xo -
a—x

X 27. Hipocikloida (astroida)
{ x=acosdt,

26. Cikloida .
y=asin® 1.

{ x=a (t—sin t),

y=a (| —cos ¢).

ili x% -1—y% =a%4

Y
——
C
0 ¢ 1 Plx,y)
2a X 0 A X
!

sA!

28. Kardioida 29. Evolventa kruznice

r=a (1+cos ¢). x==a (cos t4rsin 1),
y=a(sinr—¢tcost).
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X
30. Arhimedova zavojnica 31. Hiperbolna zavojnica
r=a r>0). a
v 20 r=2 >0
[
@ N
32. Logaritamska zavojnica 33. Ruza sa tri latice
r—=e2%, r=asin 3¢ (r=0).

N

34. RuZa sa éetiri latice
r=dsin 2¢.
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