6. Monotonost i derivacija

Teorem 5 Neka je funkcija f derivabilna na intervalu
(a, ). Tada vrijedi:

i) funkcija je rastu¢a na intervalu (a,b) ako i samo
ako je ' (x) > 0 za svaki z € (a,b),

i) funkcija je padaju¢a na intervalu (a, b) ako i samo
ako je ' (z) < 0zasvaki z € (a,b),

iii) ako je f'(x) > 0 za svaki = € (a,b), tada je funkcija
f strogo rastuca na intervalu (a, b),

iv) ako je ' () < 0 za svaki = € (a,b), tada je funkcija
f strogo padajuca na intervalu (a, b).



Dokaz: Dokazimo prvu tvrdnju, pri ¢emu treba
dokazati oba smjera.

Neka je f rastuca i derivabilna na intervalu (a, b).
Trebamo dokazati da je f' (x) > 0 za svaki x € (a,b).
Odaberimo proizvoljni z € (a,b). Kako je f rastuéa,
za Az < O vrijedi f(x + Az) < f(z) paje

o flo+ An) — fl)

> ().
Ax—0-0 Ax

S druge strane, za Az > 0 vrijedi f(z + Az) > f(x)
pajei

o flo+ An) — f)

> ().
Az—0Tt0 Ax

Kako je f derivabilna, to je

flz + Az) — f(z)

/ — 1
f (517) A:Ulir(l)—o Az
- im f(96+AAfE) — f(x) > 0.
x—010 X

ToCka x je bila proizvoljno odabrana pa zakljuCujemo
daje f'(x) > 0 za svaki x € (a,b).



Dokazimo drugi smjer. Neka je f derivabilna na
intervalu (a,b) i neka je f'(z) > 0 za svaki = € (a,b).
Trebamo dokazati da je f rastuca.

Odaberimo dvije to¢ke z1, 25 € (a,b) takve da je
x1 < r9. Po Lagrangeovom teoremu postoji toCka
c € (r1,79) takva da je

[ (xa) — f (1)

X2 — X1

= f'(e) = 0.

Kako je 9 — 1 > 0, zakljuCujemo da je nuzno
f (xz9) > f(x1), odnosno f je rastuca na intervalu
(a,b). S ovim smo dokazali prvu tvrdnju teorema.
Dokaz ostalih tvrdniji je sliCan.

Obrat tvrdniji iii) i iv) opCenito ne vrijedi. Kao primjer
zasto kod tih tvrdnji ne vrijedi drugi smjer, mozemo
uzeti funkciju f (z) = 2° koja je strogo rastuca na
Citavom skupu R, ali je f'(0) = 0.



Geometrijska interpretacija:

e Ako je f : A — R rastu¢a na intervalu (a,b) C A,
onda tangenta na njen graf, u svakoj tocki = € (a, b),
zatvara siljasti kut a; s pozitivnim smjerom osi z, ij.

kt:tg()ét:f/(ﬂf) ZO & O € [O,g)

e Ako je f : A — R padajuca na intervalu (a,b) C A,
onda tangenta na njen graf, u svakoj tocki = € (a, b),
zatvara tupi kut o; s pozitivnim smjerom x—osi, tj.

ki =tgoy = f'(2) <0 & o € (g,ﬂ'}.




7. Ekstremi

Definicija 1
i) Funkcija f : A — R ima lokalni minimum f (xy) u

toCki zy € A ako postoji ¢ > 0 tako da vrijedi f (z) >
f(zo) zasvakix € (xg— €, xp) U (xg, o+ €).

ii) Funkcija f : A — R ima lokalni maksimum f (z() u
toCki xy € A ako postoji ¢ > 0 tako da vrijedi f (z) <
f(zg) zasvakix € (xg — e, xp) U (xg, o+ €).

Ako funkcija u toCki z; € A ima lokalni minimum
ili lokalni maksimum kazemo da u toj tocki ima
lokalni ekstrem.

Definicija 2 Neka je funkcija f : A — R neprekidna u
tocki o € A.

1) Za toCku =y kaZzemo da je stacionarna toCka ako je
[ (zo) =0,

ii) Za toCku x( kazemo da je kritiCna toCka ako je x
stacionarna tocCka ili ako f nije derivabilna u xy.




Teorem 6 (Nuzan uvjet za ekstrem) Neka je funkcija
f : A — R neprekidna u toCki xy € A. Ako funkcija f
u toCki o € A ima lokalni ekstrem, onda je z kritiCha
toCka od f.

Dokaz: Ako funkcija f nije derivabilna u tocCki zy,
onda je x kritiCna toCka. Ako je f derivabilna u tocki
xo 1 ima lokalni ekstrem u toj toCki, onda po definiciji
funkcija f ima u toCki zy najvecu ili najmanju vijednost
na nekoj e-okolini toCke z,. Sada po Fermatovom
teoremu vrijedi f'(xq) = 0, pa je x, kriticna tocka.

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi. Dakle, pos-
toje funkcije koje u kriticnoj tocki nemaju lokalni
ekstrem, ali su kritiCne toCke jedini "kandidati" za ek-
strem.

Za funkciju f : A — R kazemo da mijenja predznak
toCki xy € A ako postoji € > 0 takav da su vrijednosti
funkcije f (z) za x € (z¢ — €, z¢) stalnog i suprotnog
predznaka od vrijednosti funkcije f (x) za = €

(QZ(), To + 8) :




Teorem 7 (Dovoljan uvjet za ekstrem) Neka je dana
funkcija f : A — R ineka je xy € A kritiCna toCka
od f. Ako derivacija f’ mijenja predznak u tocki z iz
— U + onda je x( tocka lokalnog minimuma, a ako
derivacija ' mijenja predznak u tocki xg iz + u —
onda je z, toCka lokalnog maksimuma.

Dokaz: Ako derivacija f’ mijenja predznak s — na
+, onda je funkcija f strogo padajuca na intervalu
(xg — €, xp) i strogo rastuca na intervalu (zy, xg + €).
Stoga funkcija f ima u toCki zy lokalni minimum. Ako
derivacija f’ mijenja predznak s + na —, onda na
slican nacin zakljuCujemo da funkcija f ima u tocki x
lokalni maksimum.




Teorem 8 (Dovoljan uvjet za ekstrem) Neka je dana
funkcija f : A — R i neka je zy € A stacionarna
toCka od f, tako da je f dvaput derivabilna u xy. Ako
je f"(xy) # 0 onda funkcija f u toCki x, ima lokalni
ekstrem i to: ako je f”(zy) > 0 onda je x, tocka
lokalnog minimuma, a ako je f” (zy) < 0 onda je z
toCka lokalnog maksimuma.

Dokaz: Ako je f" (z¢) > 0, tada je f” ve€a od nule i na
nekoj okolini toCke x,. To znaCi da je prva derivacija
f' strogo rastuca na toj okolini. Kako je f/(xg) = 0,
zakljuCujemo da je f’ negativna lijevo od tocke

i pozitivha desno do toCke zy,. To pak znaci da je
funkcija f strogo padajuca lijevo od toCke x, a strogo
rastuca desno od tocke x(, pa je x, toCka lokalnog
minimuma. Na sliCan nacin zakljucimo da je =, toCka
lokalnog maksimuma kada je f” (z() < 0.

Napomena: Moze se dogoditidaza f : A — R
neku tocku xy € A vrijedi: ' (z¢) =01 f" (xo) = 0.

U ovom slucCaju se koriste viSe derivacije za ispitivanje
je li u tocki x( ekstrem.



Primjer
1.

Nuzan uvjet:

Sada je
f’(aj)ZQQj? f,:R—>R7

pa f nema toCaka u kojima derivacija ne postoji.
Odredimo stacionarne tocke

f'(r) =20 =0 = x9=0 (moguci ekstem).

Dovoljan uvijet:

|. nacin

r <0 = fl(r)=22r<0
x>0 = f'(x)=2x>0.

Derivacija mijenja predznak iz — u +, pa po Teoremu
7, f ima u xy = 0 lokalni minimum.

ll. nacin
f"(r)y=2, f"'R—R, = f"(0)=2>0,

pa po Teoremu 8, funkcija u xy = 0 lokalni minimum.



fl@)=2, f:R—R

Nuzan uvjet:

Sada je
f'(x)=32% f:R—R,

pa f nema toCaka u kojima derivacija ne postoji.
Odredimo stacionarne toCke

f'(x)=322=0 = x5 =0. (moguéi ekstem)

Dovoljan uvijet:

o |. nacin

r <0 = f(r)=32">0
r >0 = f(x)=232">0.

Derivacija ne mijenja predznak u tocki xy = 0, pa po
Teoremu 7, f u 2y = 0 nema lokalni ekstrem.

o |l. nacdin
f"(x)y=6z, f":R—R, = f"(0)=0,

pa po Teoremu 8 ne mozemo nista zakljuciti.



3

fla)=Va? f:R-—R

Nuzan uvjet:

Sada je
2

/ N
pa postoji toCka xyp = 0 € Dy u kojoj derivacija ne
postoji. Dakle, o = 0 je kritiCha toCka (moguci ek-
stem). Odredimo sada stacionarne toCke

fHR\{0} — R,

' (z) = 3\3/5 =0 = nema rjeSenja, tj. neme stac. toCaka.
Dovoljan uvijet:
o |. nacin
r< (0 = f’(az)=3%<0
r>0 = f'(x)= - > 0.
3V

Derivacija mijenja predznak iz — u +, pa po Teoremu
7, f ima u xy = 0 lokalni minimum.

o Il. nacin Teorem 8 ne mozemo koristiti.
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Globalni ekstrem

Definicija 3
Funkcija f : A — R ima globalni minimum f (z() u
toCki zp € A ako je f (zg) < f(x)zasvakiz € A.

Funkcija f : A — R ima globalni maksimum f (xy) u
tocki xq € A ako je f (zg) > f (x) za svaki x € A.

Ako funkcija u toCki xy € A ima globalni minimum
ili globalni maksimum kazemo da u toj toCki ima
globalni ekstrem.

Neprekidna funkcija f na segmentu |a, b] ima globalni
ekstrem ili u toCki lokalnog ekstrema ili na rubu intervala.




Primjer Treba naci globalni ekstrem funkcije
f (z) = 2* na segmentu [—1,2].

Sa slike je vidljivo da ¢e globalni minimum biti u tocki
x1 = 0 (lokalni ekstrem), a globalni maksimum u tocki
xo = 2 (rub intervala). Pokazimo to.

Bududi je funkcija f (z) = z* neprekidna na seg-
mentu [—1, 2], kandidati za globalni ekstrem su tocke
lokalnih ekstrema i rubovi intervala.

Odredimo najprije lokalne ekstreme. Imamo
flx) =2*, f:[-1,2] =R =

fl(x) =20=0 = x9=0¢€[-1,2] (moguci ekstem).



Kako je
ff(r)=2 = f"(0)=2>0,
onda f ima u xy = 0 lokalni minimum.

Sada imamo tri kandidata za globalni ekstrem.

x| f

globalni minimum

(@)
=] o~
=
N—

globalni maksimum

Primjena: Geometrijski ekstrem (kod rjeSavanja
nekih geometrijskih ili fizikalnih problema).



Primjer U elipsu s poluosima a i b upiSite pravokutnik
maksimalne povrsine.

Prema slici je

P=4zy 1 0<zx<a.

2 2

Budu¢i L +% =1 povladi y = 2va? — 22, onda je
b
P=P(x)=4—-zvVa*>—2?  z€]0,a].
a

Zar =01z =aje Py, =0,tj. dobivamo minimalnu
povrSinu. Buduci je

b a? — 212

Tada je yy = gb, paje

2 2
P = 4\2[61 : \[




8. Zakrivljenost

Definicija 4 Za funkciju f : A — R kazemo da je
konveksna na intervalu (a,b) C A ako za proizvoljne
toCke x1, x5 € (a,b), x1 # x9, vrijedi

/ (xl—ng) < f(%)—;f(@)

Za funkciju f : A — R kazemo da je konkavna
na intervalu (a,b) C A ako za proizvoljne toCke
r1,To € (a,b), x1 # x9, vrijedi

/ ($1—2HI?2) > f(f'?1>‘2Ff(332).

U slucaju strogih nejednakosti, za funkciju f kazemo
da je strogo konveksna odnosno strogo konkavna.




graf strogo konveksne funkcije



Geometrijska interpretacija:

e Ako je f : A — R konveksna na intervalu (a,b) C A,
onda se njen graf nalazi iznad tangente u svakoj
tocki x € (a,b) .

e Ako je f : A — R konkavna na intervalu (a,b) C A,
onda se njen graf nalazi ispod tangente u svakoj
tocki x € (a,b).

graf strogo konkavne funkcije 1 tangenta



P

graf strogo konveksne funkcije 1 tangenta

Teorem 9 Neka je funkcija f dvaput derivabilna na
intervalu (a, b). Tada vrijedi:

i) funkcija je konveksna na intervalu (a, b) ako i samo
ako je " (x) > 0 za svaki z € (a,b),

i) funkcija je konkavna na intervalu (a, b) ako i samo
ako je f" (x) < 0zasvakiz € (a,b),

iii) ako je f” (x) > 0 za svaki z € (a,b), tada je funkcija
f strogo konveksna na intervalu (a, b),

iv) ako je f” (r) < 0 za svaki x € (a,b), tada je funkcija
f strogo konkavna na intervalu (a, b).

Obrat tvrdniji iii) i iv) opCenito ne vrijedi.



Definicija 4 Za neprekidno derivabilnu funkciju

f A — R kazemo da ima infleksiju u tocki o € A
ako postoji ¢ > 0 takav da je funkcija f na intr-
ervalu (zy — €, xg) strogo konveksna, a na intervalu
(xo, xo + €) strogo konkavna ili obrnuto.

ToCku (xg, f (xo)) nazivamo toCkom infleksije grafa
funkcije f.

Teorem 10 (Nuzan uvjet za postojanje infleksije)
Ako funkcija f : A — R ima infleksiju u toCki xj € A i
ako f” (xg) postoji, onda je " (xy) = 0.

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi.

Teorem 11 (Dovoljan uvjet za postojanje infleksije)
Neka je funkcija f : A — R dvaput derivabilna na
nekoj okolini (z¢g — ¢, o+ ¢) toCke xqg € A osim
mozda u tocki xy. Ako f” mijenja predznak u tocki x
onda f u tocCki x( ima infleksiju.



Teorem 12 Neka je funkcija f : A — R ima na nekoj
okolini (z¢g — e, o+ ¢) toCke xy € A neprekidne
derivacije do ukljucivo reda n, za n > 3. Neka je

" (o) = " (xo) = o = [V (@) =00 " (@) #0.

Ako je n neparan, tada funkcija f ima infleksiju u tocki
Xo.

Ako je jo§ f'(zy) = 0 i ako je n paran, tada funkcija
f ima ekstrem u tocCki z; i to lokalni minimum za
£ (29) > 0 lokalni maksimum za f) (z;) < 0.



Primjer

1.
f(x):x?’, f:R— R

Nuzan uvjet:

Sada je
f'(x) = 32°, f:R—R,

f"(z) = 6z, [f":R—R.
Imamo

f"(x)=6x=0 = x¢=0. (moguéa infleksija)

Dovoljan uvijet:

o |. nacin

r <0 = ['(z)=06x<0
x>0 = [f'(x)=06x>0.

Druga derivacija mijenja predznak u tocki z, = 0, pa
po Teoremu 11, f u xy = 0 ima infleksiju.

o Il. nacCin

" (x) =6, = f"(0)=06#0,

pa po Teoremu 12 (n = 3), f ima u xy = 0 infleksiju.



fl@)=a', f:R—R

Nuzan uvjet:

Sada je
f,(flf):45133, leR_)HQa

f"(z) = 122*, " R —R,
Imamo

f"(x)=122" =0 = 27 =0 (moguéa infleksija).

Dovoljan uvijet:

o |. nacin

r <0 = f'(z)=122">0
r >0 = f(r)=122">0.

Druga derivacija ne mijenja predznak u z, = 0, pa po
Teoremu 11, f u zy = 0 nema infleksiju.

o |l. nacdin
fM(x) = 24z, = [f"(0)=24-0=0,
fUx) =24, = fr(0)=24#0,

pa po Teoremu 12 (n = 4), f nema u xy = 0 infleksiju.



Napomena: Tocka xy = 0 je stacionarna toCcka od f

(f"(0) = 4-0% = 0) i vrijedi

f70)=f"0)=0, f7(0)=24>0,

pa f, po Teoremu 12 (n = 4), ima u zy = 0 lokalni
minimum.




9. Ispitivanje toka i crtanje grafa funkcije

Ispitivanje toka funkcije y = f (x) sastoji se od
sljedecih koraka:

1. Prirodno podrucje definicije D (f) (potrebno
je poznavati elementarne funkcije i rjeSavanje
jednadzbi i nejednadzbi),

2. Provjeriti ima li funkcija neka specijalna svo-
jstva (parnost-neparnost, periodicnost,...),

3. Asimptote (vertikalne, horizontalne i kose)
i ponasanje funkcije na rubovima podrucja
definicije (limesi),

4. Nul-tocke (rijeSiti jednadzbu f (x) = 0),

5. Ekstremi (nuzan i dovoljan uvjet - prva derivacija

' (),

6. Intervali monotonosti (predznak prve derivacije

' (@),



7. Tocke infleksije (nuzan i dovoljan uvjet - druga
derivacija " (x)),

8. Intervali zakrivljenosti (predznak druge derivacije

f (),

9. Skiciranje grafa funkcije (na osnovi informacija iz
toCaka 1. - 8. + tablica toka).





