
NIZOVI I REDOVI



1. Niz realnih brojeva

De�nicija 1 Svaku funkciju a : N �! R nazivamo
niz realnih brojeva (kraće niz).
Broj a (n) � an nazivamo opći �clan niza (ili n�ti �clan niza).

Niz obi�cno ozna�cavamo sa (an) ili fang ili ponekad sa

a1; a2; a3; :::; an; ::: .

Primjer

1. Niz �ciji je opći �clan an = (�1)n
2n+1 je

�1
3
;
1

5
; � 1

7
;
1

9
; ::: ;

(�1)n

2n + 1
; ::: .

2. Niz �ciji je opći �clan

an =

�
1�n
n ; n neparan,
1
n; n paran.

je
0;
1

2
; � 2

3
;
1

4
; � 4

5
,:::.



De�nicija 2 Niz (an) za koji vrijedi

(9r 2 R) (9n0 2 N) takvi da (8n 2 N) (n � n0 =) an = r)

nazivamo stacionarni niz.

Primjer Niz �ciji je opći �clan

an =

�
3n; n � 4;
2; n > 4

je
3; 6; 9; 12; 2; 2; 2; :::; 2; :::.

Dakle, ovo je stacionaran niz.
Uo�cimo: ovdje je r = 2; n0 = 5 (u oznakama iz Def. 2).

De�nicija 3 Za niz fang ka�emo da je rastući
(padajući, strogo rastući, strogo padajući, monoton,
strogo monoton) ako je takva pripadna funkcija
a : N �! R:

Napomena: Da bi niz fang bio rastući nu�no je i
dovoljno da je za svaki n 2 N, an � an+1:
Sli�cno za ostale tvrdnje.



Primjer

1. Niz �ciji je opći �clan an = 1
n je strogo padajući jer je

an =
1

n
>

1

n + 1
= an+1, 8n 2 N:

2. Niz �ciji je opći �clan an = (�1)n
n nije monoton (nije ni

padajući ni rastući).
Uo�cimo: ovdje je za n paran

an =
1

n
> an+1 =

�1
n + 1

;

a za n neparan

an =
�1
n
< an+1 =

1

n + 1
:

3. Niz �ciji je opći �clan an = 3 je padajući i rastući, tj.
monoton je, jer je

an = 3 � 3 = an+1, 8n 2 N i

an = 3 � 3 = an+1, 8n 2 N:

Ovo je i stacionaran niz (r = 3; n0 = 1).



De�nicija 4 Ka�emo da je realan broj a grani�cna vrijednost
ili limes niza fang ako vrijedi

(8" > 0) (9n0 2 N) takav da (8n 2 N) n � n0
=) jan � aj < ": (1)

Pi�emo
lim
n!1

an = a:

Ako limes postoji ka�emo da je niz fang konvergentan
odnosno da konvergira (prema a). U protivnom
ka�emo da je divergentan odnosno da divergira.

Napomena: nejednakost (1) se naziva osnovna
nejednakost konvergencije niza fang :

Gornja de�nicija zna�ci da kod konvergentnog niza
fang ; za svaki " > 0; intreval (a�"; a+") oko grani�cne
vrijednosti a ("� okolina od a), sadr�i beskona�cno
�clanova niza, dok se izvan tog intervala nalazi samo
kona�cno mnogo �clanova niza.

Teorem 1 Svaki niz fang ima najvi�e jednu grani�cnu
vrijednost.



Primjer

1. Za niz �ciji je opći �clan an = (�1)n
n2 vrijedi

lim
n!1

(�1)n

n2
= 0:

Poka�imo to koristeći De�niciju 4.

Neka je " > 0 i neka je jan � aj < "; tj.����(�1)nn2
� 0
���� < ": (2)

Treba pronaći n0 (iz De�nicije 4). Imamo����(�1)nn2
� 0
���� < " () 1

n2
< " () n2 >

1

"
:

Dakle, nejednakost (2) vrijedi za svaki n > 1p
"
; tj.

za sve n �
j
1p
"

k
+ 1 = n0:

Napomena: funkcija f (x) = bxc ("najveće cijelo") je
de�nirana na sljedeći na�cin: bxc � k; k 2 Z; gdje je k
najveći cijeli broj manji ili jednak x:

Za " = 1
100 je

n0 =
jp
100
k
+ 1 = 10 + 1 = 11;



tj. u intervalu

(0� 1

100
; 0 +

1

100
) = (� 1

100
;
1

100
)

se nalaze gotovo svi �clanovi niza
n
(�1)n
n2

o
; osim njih

kona�cno mnogo, tj. svi osim prvih 10:

Vidjeti: sliku 1. u dodatku.

Zadatak:

Poka�ite:

� lim
n!1

1
n = 0 :

� lim
n!1

(�1)n
n = 0:

Odredite n0 za " = 1
100 i " = 0:035:



De�nicija 5 Ka�emo da niz fang divergira prema +1
ako vrijedi

(8r > 0) (9n0 2 N) takav da (8n 2 N) n � n0
=) an > r:

Pi�emo
lim
n!1

an = +1:

Sli�cno, ka�emo da niz fang divergira prema �1 ako
vrijedi

(8r < 0) (9n0 2 N) takav da (8n 2 N) n � n0
=) an < r:

Pi�emo
lim
n!1

an = �1:

Gornja de�nicija zna�ci:

� ako je lim
n!1

an = +1; onda je, za svaki r > 0;

beskona�cno �clanova niza fang veće od r, dok je
samo kona�cno mnogo �clanova niza manje od r.



� ako je lim
n!1

an = �1; onda j̧e, za svaki r < 0;

beskona�cno �clanova niza fang manje od r, dok je
samo kona�cno mnogo �clanova niza veće od r.

Primjer

1. Za niz �ciji je opći �clan an = n2 vrijedi

lim
n!1

n2 = +1:

Poka�imo to koristeći De�niciju 5. Imamo

1; 4; 9; 16; 25; ::: ; n2; ::: .

Dakle, za r > 0 treba pronaći n0 (iz De�nicije 5).
O�cito je

n0 =
�p
r
�
+ 1:

Npr. imamo:

- za r = 18 je n0 =
�p
18
�
+ 1 = 4 + 1 = 5 (gotovo svi

�clanovi niza
�
n2
	
; osim njih kona�cno mnogo, tj. svi

osim prva 4; su veći od r = 18);

- za r = 95 je n0 =
�p
95
�
+ 1 = 9 + 1 = 10 (gotovo

svi �clanovi niza
�
n2
	
; osim njih kona�cno mnogo, tj.

svi osim prvih 9; su veći od r = 95);



2. Za niz �ciji je opći �clan an = � (2n� 1) vrijedi

lim
n!1

� (2n� 1) = �1:

Poka�imo to koristeći De�niciju 5. Imamo

�1; � 3; � 5; � 7; � 9; ::: ; � (2n� 1) ; ::: .

Dakle, za r < 0 treba pronaći n0 (iz De�nicije 5).
O�cito je

n0 =

�
�r + 1
2

�
+ 1:

Npr. imamo:

- za r = �8 je n0 = b4:5c + 1 = 4 + 1 = 5 (gotovo
svi �clanovi niza f� (2n� 1)g ; osim njih kona�cno
mnogo, tj. svi osim prva 4; su manji od r = �8);

- za r = �11 je n0 = b6c + 1 = 6 + 1 = 7 (gotovo
svi �clanovi niza f� (2n� 1)g ; osim njih kona�cno
mnogo, tj. svi osim prvih 6; su manji od r = �11); :



3. Niz �ciji je opći �clan

an =

�
1
n; n paran,
n; n neparan ;

tj. niz
1;
1

2
; 3;

1

4
; 5;

1

6
; 7; ::: .

je divergentan u �irem smislu.

Uo�cimo: �clanovi niza s parnim indeksom n se pri-
bli�avaju 0, dok �clanovi niza s neparnim indeksom
rastu (te�e prema +1). Dakle,

lim
n!1

an 6= 0;

jer je uvijek beskona�cno �clanova niza izvan svake "�
okoline od 0 (gotovo svi s neparnim indeksom), iako
unutar te "�okoline ima beskona�cno �clanova niza.
Isto tako

lim
n!1

an 6= +1;

jer je uvijek beskona�cno �clanova niza manje od r, za
svaki r > 0, (gotovo svi s parnim indeksom), iako je
beskona�cno �clanova niza veće od tog r.



De�nicija 6 Ka�emo da je realan broj r gomili�te
niza fang ako svaka "� okolina od r sadr�i beskon-
a�cno �clanova tog niza, odnosno

(8" > 0) (8n 2 N) (9n0 2 N) takav da je

n0 > n i jan0 � rj < ":

Najveće gomili�te se naziva limes superior i oz-
na�cava s

lim sup an;

a najmanje gomili�te se naziva limes inferior i oz-
na�cava

lim inf an:

Napomena: Limes je gomili�te, dok gomili�te općen-
ito ne mora biti limes.

Ukoliko je niz fang konvergentan onda je

lim
n!1

an = lim sup an = lim inf an:



Primjer

1. Za niz �ciji je opći �clan an = (�1)n n
n+1 imamo

�1
2
;
2

3
; � 3

4
;
4

5
; � 5

6
; ::: ; (�1)n n

n + 1
; ::: .

�Clanovi niza s parnim indeksom n se "gomilaju"
oko 1, dok �clanovi niza s neparnim indeksom
"gomilaju" oko �1. Dakle,

lim inf an = �1; lim sup an = 1:

2. Za niz �ciji je opći �clan an = cosn�2 imamo

0; � 1; 0; 1; 0; � 1; 0; 1; 0; ::: ; cosn�
2
; ::: .

�Clanovi niza s neparnim indeksom n se "gomilaju"
oko 0, dok �clanovi niza s parnim indeksom oblika
4k � 2 "gomilaju" oko �1, a �clanovi niza s parnim
indeksom oblika 4k "gomilaju" oko 1: Dakle, skup
svih gomili�ta je

f�1; 0; 1g ;
pa je

lim inf an = �1; lim sup an = 1:



Mo�emo pro�iriti pojam gomili�ta s +1 i �1.

Za +1 ka�emo je gomili�te niza fang ako

(8r > 0) (8n 2 N) (9n0 2 N) takav da je

n0 > n i an0 > r:

Za �1 ka�emo je gomili�te niza fang ako

(8r < 0) (8n 2 N) (9n0 2 N) takav da je

n0 > n i an0 < r:

Primjer
Niz �ciji je opći �clan

an =

�
1
n; n paran,
n; n neparan ;

tj. niz
1;
1

2
; 3;

1

4
; 5;

1

6
; 7; ::: .

ima dva gomili�ta 0 i +1: �Clanovi niza s parnim in-
deksom n se "gomilaju" oko 0, dok �clanovi niza s
neparnim indeksom rastu ("gomilaju se" prema +1).
Dakle,

lim inf an = 0; lim sup an = +1:



De�nicija 7 Podniz niza a : N �! R je svaka kom-
pozicija a � n : N �! R; gdje je n : N �! N strogo
rastuća funkcija (niz u N).
Dakle, podniz nekog niza fang je ponovno niz.
Općenito, k�ti �clan podniza a � n je

(a � n) (k) = a (n (k)) = an(k) = ank:

Uo�cimo: podniz niza fang je niz

an1; an2; an3; an4; :::; ank; :::

tj. niz fankg sastavljen od �clanova niza fang tako da
vrijedi n1 < n2 < n3 < ::: < nk ::: .

Primjer

1. Za niz �ciji je opći �clan an = (�1)n n
n+1, tj. niz

�1
2
;
2

3
; � 3

4
;
4

5
; � 5

6
; ::: ; (�1)n n

n + 1
; ::: .

ima dva konvergentna podniza a2k = 2k
2k+1 i

a2k�1 = �2k�12k . Vrijedi

lim
k!1

a2k = 1; lim
k!1

a2k�1 = �1:



Uo�cimo:
2

3
; � 1

2
; � 5

6
;
4

5
;
4

5
; :::;

tj. a2; a1; a5; a4; a4; :::, nije podniz (indeks strogo ne
raste).

2. Promotrimo niz �ciji je opći �clan an = qn, tj. niz

q; q2; q3; q4; q5; ::: ; qn; ::: .

Ovaj niz nazivamo geometrijski niz. Razlikujemo
slu�cajeve:

� jqj < 1 =) niz konvergira i lim
n!1

qn = 0;

� jqj > 1 =) niz divergira:
- za q > 1 je lim

n!1
qn = +1;

- za q < �1 niz ima dva "gomili�ta" +1 i �1 ;

� q = 1 =) niz konvergira (stacionaran niz) i
lim
n!1

1n = 1;

� q = �1 =) niz divergira (ima dva gomili�ta 1 i �1).



Svojstva konvergentnih (pod)nizova

Teorem 2 Niz fang ima gomili�te r ako i samo ako
postoji barem jedan podniz koji konvergira prema r:

Teorem 3 Ako je niz fang konvergentan, tada je i
svaki podniz fankg konvergentan i vrijedi

lim
k!1

ank = lim
n!1

an:

Teorem 4 Svaki konvergentan niz je omed̄en.
Dokaz:

Teorem 5 Svaki niz ima monoton podniz.
Dokaz:

Teorem 6 Svaki monoton i omed̄en niz je konvergen-
tan. Posebno, svaki rastući niz koji je omed̄en odozgo
je konvergentan, te svaki padajući niz koji je omed̄en
odozdo je konvergentan.
Dokaz:

Teorem 7 (Bolzano - Weierstrassov) Svaki omed̄en
niz ima konvergentan podniz.
Dokaz:



Primjer

1. Niz
an =

�
1 +

1

n

�n
je strogo rastući, tj. mo�e se pokazati da je za
svaki n 2 N vrijedi

an =

�
1 +

1

n

�n
< knjiga::: <

�
1 +

1

n + 1

�n+1
= an+1:

Takod̄er, mo�e se pokazati da je niz (an) omed̄en
odozgo, tj. da za svaki n 2 N vrijedi

an =

�
1 +

1

n

�n
< knjiga::: < 3:

Dakle, po Teoremu 5 niz fang konvergira. Limes
tog niza ozna�cavamo s

e = lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
:



2. Poka�imo

lim
n!1

n
p
a = 1; a > 0: (L1)

Razlikujemo slu�cajeve:

� a = 1 =) niz konvergira (stacionaran niz) i

lim
n!1

n
p
1 = lim

n!1
1 = 1;

� a > 1
Poka�imo (L1) koristeći De�niciju 4 (def. limesa).
Neka je " > 0 i neka je jan � aj < "; tj.�� npa� 1�� < ":
Treba pronaći n0 (iz De�nicije 4). Imamo�� npa� 1�� < " () n

p
a� 1 < " () n

p
a < 1 + " ()

1

n
ln a < ln (1 + ") () n >

ln a

ln (1 + ")

=) n �
�

ln a

ln (1 + ")

�
+ 1 = n0:



� 0 < a < 1
Poka�imo (L1) koristeći De�niciju 4 (def. limesa).
Neka je " > 0 i neka je jan � aj < "; tj.�� npa� 1�� < ":
Treba pronaći n0 (iz De�nicije 4). Imamo�� npa� 1�� < " , 1� n

p
a < " , n

p
a > 1� " 0<"<1,

1

n
ln a > ln (1� ") , n >

ln a

ln (1� ")

=) n �
�

ln a

ln (1� ")

�
+ 1 = n0:

Uo�cimo: za " � 1 je n0 = 1:

3. Mo�e se pokazati

lim
n!1

n
p
n = 1:



Svojstva limesa

Teorem 8 Neka su nizovi fang i fbng konvergentni.
Tada vrijedi:

i) lim
n!1

(an + bn) = lim
n!1

an + lim
n!1

bn;

ii) lim
n!1

(an � bn) = lim
n!1

an � lim
n!1

bn;

iii) lim
n!1

(an � bn) = lim
n!1

an � lim
n!1

bn;

iv) ako za svaki n vrijedi bn 6= 0 i ako je lim
n!1

bn 6= 0;
tada je

lim
n!1

an
bn
=
lim
n!1

an

lim
n!1

bn
;

v) ako za svaki n vrijedi an > 0 i ako je lim
n!1

an > 0;

tada je
lim
n!1

(an)
bn = lim

n!1
(an)

lim
n!1

bn :

Teorem 9 Ako za nizove fang, fbng ; fcng postoji
n0 2 N takav da za n � n0 vrijedi an � bn � cn i ako
je lim
n!1

an = lim
n!1

cn = a; tada je i

lim
n!1

bn = a:


