2. Red realnih brojeva

Red realnih brojeva na neki nacCin poopcenje (kon-
acnog) zbrajanja na "zbrajanje" beskonacno (prebro-
jivo) pribrojnika.

Definicija 8 Red realnih brojeva je uredeni par
((ay), (sg)) realnih nizova (a,) i (sx), pri ¢emu je
k
sk:a1+a2+---+ak:Zan.

n=1

k
Broj a,, nazivamo n—ti €lan reda, broj s, = > a, nazi-
n=1

vamo k—ta parcijalna suma, a niz (s;) niz parcijalnih suma.

Red ({a,}, {s:}) kraCe zapisujemo kao

© ]

Y an=artagt o tapto

n=1



Definicija 9 Za red ) a, kazemo da konvergira ako
n=1

konvergira niz pripadnih parcijalnih suma (s;) . U tom
slucaju granicnu vrijednost

lim s;. = s
k— 00

nazivamo sumom reda i piSemo

oo
g a, = S.

n=1

Jos se koriste izrazi: red je konvergentan ili niz {a,, }
je zbrojiv ili sumabilan.

Ako red > a, ne konvergira kazemo da divergira.

n=1

Dva pitanja:

1. Da li red konvergira?

2. Ako red konvergira, kolika mu je suma?



Primjer Red oblika

0.0)

Zq”_l, g € R.

n=1

nazivamo geometrijski red. UoCimo da je

0] 0.0
Zq”_1:1+q+q2+---22q".
n=0

n=1

Ispitajmo konvergenciju geometrijskog reda u ovis-

nosti o ¢ € R. UoCimo da je ovdje
an=q¢" ' i sp=14+q¢g+¢+---+¢"7L

Razlikujemo slucajeve:

og=1—=s,=1+141+---+1=k
—> lim s, = lim k = 400, red divergira;

k—o0 k—o00
eg=—-1 = s=1-141-1+---4+(-1)"" =
B 1-1)+1-=1)+---+(1—=1)=0, kparan
k= 1-1)+(1-1)4+---+(1—-1)+1=1, kneparan



Dakle, niz (s;) je niz
1,0,1,0,...,1,0, 1,... .

Ovaj niz ima dva gomilista 1 i 0, dakle divergira, pa
red divergira.

e ¢ #+1 =— (sumakon. geom. reda) —

2 e q"
spr=14+q+q¢ +---+q — - —
1—q¢* 1
lim s; = lim T _ lim (1 — qk) =
k—00 k—o00 1-—-q 1-—-qk—%m
divergira lq| > 1.

o
Dakle red > ¢" ! konvergira za |¢| < 1, a inace (za
n=1

lq| > 1) divergira.
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Teorem 10 (nuzan uvjet konvergencije) Ako red

©.@)

a,, konvergira onda je lim a, = 0.

H
n—1 n—00

Dokaz: Neka je

o0
S = Z a, = lim s,
n—aoo
n=1
pri emu je (s,,) niz parcijalnih suma. Kako limes niza

ne ovisi 0 pomicanju indeksa za konacan broj mjesta,
vrijedi lim s,_; = s. Buduci je s, = s,—1 + a,, sada

. n—oo
Imamo
n—aoo n—aoo
= lims,— lim s, 1=s—s=0
n—aoo n—oo

| teorem je dokazan.



Tvrdnja teorema je ekvivalentna tvrdnji:

Ako je lim a, # 0 ondajered > a, divergentan.

—_—
n—00 n—1

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi. Dakle, pos-

toje redovi »  a, za koje vrijedi da je lim a, = 0 a

—
n—1 n—00

divergentni su, ali su redovi ) a,, za koje vrijedi da je
n=1

lim a, = 0 jedini "kandidati" za konvergenciju.

n—aoo

Primjer Red oblika

=1
25

je divergentan (vidjeti u knjizi Primjer 6.10 str. 229.),
iako je lim a, # lim %: 0.

n—aoo n—aoo

Primjer Red oblika

“n—1

je divergentan (po Teoremu 10) jer je je lim a, =

lim 2= =1 #0.




Kriteriji konvergencije

Definicija10 Zared ) _ a, kazemo da je red s pozitivnim

n=1

Clanovima ako je a,, > 0 za svakin € N.

Definicija 11 Neka su > a, i > _ b, dva reda s pozi-

n=1 n=1

©.@)
tivnim ¢lanovima. Kazemo da je red ) b, majoranta

n=1

reda Z a,, a red Z a,, minoranta reda Z b,, ako
n=1 n=1 n=1

postoji ny € N takav da n > ng povlaci a,, < b,,.

Primjer Promatrajmo redove (s pozitivnim Clanovima)
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©.9)

majoranta reda ) .

n=1



Teorem 11 (Kriteriji konvergencije) Neka su > a, i

n=1

> b, dva reda s pozitivnim ¢lanovima. Tada vrijedi:

n=1

i) Poredbeni kriterij | Red je konvergentan ako ima
konvergentnu majorantu, a divergentan ako ima
divergentnu minorantu.

ii) Poredbeni kriterij Il Neka je

Tada vrijedi:

a) ako je 0 < r < 400, tada oba reda ili konvergiraju ili
divergiraju;
b)akojer =0ired ) a, divergira, tadaired > b,
n=1 n=1
divergira;
c)akojer =0ired ) b, konvergira, tadaired > a,

konvergira;



d) ako je r = +oo i red ) a, konvergira, tada i red

n=1
00

b,, konvergira;

n=1
e) akojer = +ooired > b, divergira,tadaired > a,

n=1 n=1

divergira.

iii) D’Alambertov kriterij Neka je

. Ap+1
lim = q
n—oo QA

Ako je ¢ < 1, tada red > a, konvergira, a ako je

n=1

q > 1,tadared ) a, divergira.

n=1
iv) Cauchyjev kriterij Neka je

lim /a, = q.

n—oo

Ako je ¢ < 1, tada red > a, konvergira, a ako je

n=1

q > 1,tadared ) a, divergira.

n=1



v) Raabeov kriterij Neka je

lim n (1 — anH) = q
n—00 Ay,

Ako je ¢ > 1, tada red > a, konvergira, a ako je

n=1

q < 1,tadared ) a, divergira.

n=1

Primjer 1 Ispitajmo konvergenciju reda Z koris-

%\

teéi Cinjenicu da red Z = divergira.

n=1
Poredbeni kriterij I: Buduci je % < T za svakin > 1,

to je red Z divergentana minoranta reda Z o pa

n=1 n—

red — diverqira.
3 Jy diverg

Poredbeni kriterij Il: Neka je a, = i b, = ﬁ Sada je
1
n = 1
Jim % = lim 3 = lim = =0,

v
pa buduci da Z L divergira, onda i red Z
n=1 n=1

gira (po b)).

diver-

%\



Slicno se pokaze dared ) = za 0 < p < 1 diver-
n=1
gira, jer je za svakin > 1,
1 1
n— np
MozZe se pokazati dared )" -, za p > 1 konvergira

n=1

(teze).

Primjer 2 Ispitajmo konvergenciju reda > Tl_l koris-

n=1

©.9)
teci ¢injenicu dared ) : divergira.

n=1
Poredbeni kriterij Il: Neka je a,, = + i b, = 5-—. Sada
je
1
= 2n — 1
hma——lim 1 —hmn =2,
n— 00 bn N—00 5 n—00 n

pa buduci da Y 1 divergira, onda ired ) -
n=1
))-

n=1

divergira (po a



Primjer 3 Ispitajmo konvergenciju reda >_ .
n=1

D’Alambertov kriterij: Imamo

) a ) 1)! _ n!

lim nl lim (nt) = lim =
n—oo (@, n—oo n—00 (?7, + 1)'

. n! .

lim = lim =0 <1,

n—oo (n+1)-nl  n-oo(n+1)

pa red konvergira.

Primjer 4 Ispitajmo konvergenciju reda ) |

Cauchyjev kriterij: Imamo

1 1
lim v/a, = lim 4/ — = lim — =0 <1
n—00 n—00 nn n—oo M,

pa red konvergira.



Apsolutna konvergencija

Definicija12 Zared ) _ a, kazemo da apsolutno konvergira

n=1

ako konvergirared > |a,|.

n=1

Teorem 12 Ako red > a, apsolutno konvergira, tada
n=1

| kKonvergira.

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi, tj. ima kon-
vergentnih redova koji nisu apsolutno konvergentni.

Ako red > a, apsolutno konvergira onda smijemo
n=1

"grupirati i komutirati sumande”, tj. “redosljed
zbrajanja” ne utjeCe na sumu reda.



Primjer 1 Ispitajmo apsolutnu konvergenciju reda

.9 _1n o) _1n—1

n=0 n=1
Buduci je
‘ | B (_1>n—1 B
an| = 2n—1 o 2n—1
onda je
Dl =3 55=2 %
n=1 n=1 n=0

(konvergentni) geometrijski red (¢ = %). Dakle, red

> (_2—1) apsolutno konvergira, pa po Teoremu 12, i

n=0

konvergira.

Nadimo sumu tog reda. Buduci da red konvergira,
mozemo grupirati i komutirati Clanove reda






Primjer 2 Red

00 _1)"
;(n)

konvergira (kasnije c¢emo pokazati), ali apsolutno di-
vergira jer je

©.9)

>lal =31
n=1 n=1

divergentni red.

Alternirani redovi

Za red > a, kazemo da je alternirani red ako je
n=1

sgn a, = — sgn a,.1 za svakin € N.

Teorem 13 (Lebnitz) Alternirani red ) a,, konvergira
n=1

ako vrijedi:
) (Ing € N) takav da n > ng poviladi |a,.1| < |a,|,

i) lim a, = 0.



Primjer Ispitajmo konvergenciju reda
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Ovo je alternirani red. Imamo:

1) zan > 1 vrijedi

(_1>n+1
n—+1

|afn+1| — |

—1)"
lim a, = lim (=1)
n— 00 n— 00 n

pa, po Lebnitzovom kriteriju, red konvergira.



