
3. Niz funkcija

Neka je D � R: Ozna�cimo s RD skup svih funkcija iz
D u R; tj.

RD = ff j f : D ! Rg

De�nicija 13 Neka je D � R: Niz funkcija je svaka
funkcija f : N �! RD, pri �cemu je

f (n) = fn : D �! R:

Funkciju fn nazivamo n�ti �clan niza.

Niz funkcija ozna�cavamo s ffng ili ponekad sa

f1; f2; f3; :::; fn; ::: .

De�nicija 14 Niz funkcija ffng konvergira u to�cki x
prema funkciji f0 ako niz realnih brojeva ffn (x)g
konvergira prema f0 (x) :



Niz funkcija ffng konvergira po to�ckama ili obi�cno
prema funkciji f0 na skupu A � D ako niz realnih bro-
jeva ffn (x)g konvergira prema f0 (x) za svaki x 2 A:
Simboli�cki zapisujemo

(8x 2 A) (8" > 0) (9n0 2 N) (8n 2 N)
n � n0 =) jfn (x)� f0 (x)j < ":

Napomena: n0 iz de�nicije ovisi općenito o x i ":

De�nicija 15 Niz funkcija ffng konvergira jednoliko
(ili uniformno) prema funkciji f0 na skupu A � D ako
vrijedi

(8" > 0) (9n0 2 N) (8x 2 A) (8n 2 N)

n � n0 =) jfn (x)� f0 (x)j < ":

Napomena: n0 iz ove de�nicije ovisi općenito samo
o ":

Napomena: Niz funkcija koji konvergira uniformno
konvergira i po to�ckama na nekom skupu.



Primjer Neka je zadan niz funkcija fn : R �! R,
fn (x) = x

n; tj.

x; x2; :::; xn; :::

Budući je

lim
n!1

xn =

8<: 0; jxj < 1
1; x = 1
div: x > 1 i x � �1

;

onda niz funkcija ffng konvergira po to�ckama funkciji

f0 (x) =

�
0 jxj < 1
1 x = 1

na skupu A = (�1; 1] :

Naime, npr. za 0 < x < 1 vrijedi

jxn � 0j < "() n lnx < ln "() n >
ln "

lnx
=)

n0 =

�
ln "

lnx

�
+ 1:
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Ako niz neprekidnih funkcija ffng konvergira
uniformno prema funkciji f0, tada je i f0 neprekidna
funkcija.
Ako konvergencija nije uniformna, tada funkcija f ne
mora biti neprekidna funkcija (slu�caj u predhodnom
primjeru).

Primjer Niz funkcija fn : R �! R,

fn (x) = 1�
sinnx

n
;

uniformno konvergira prema funkciji f0 (x) = 1:
(Vidjeti sliku 5 u dodatku)



4. Red funkcija

De�nicija 16 Red funkcija je ured̄eni par (ffng ; fskg)
nizova funkcijaffng i fskg ; pri �cemu je fn : D �! R.

sk = f1 + f2 + � � � + fk =
kX
n=1

fn:

Funkciju fn nazivamo n�ti �clan reda, a funkciju

sk =
kP
n=1
fn k�ta parcijalna suma:

Red (ffng ; fskg) kraće zapisujemo kao
1X
n=1

fn = f1 + f2 + � � � + fk + � � � .

De�nicija 17 Red funkcija
1P
n=1
fn , fn : D �! R

� konvergira u to�cki x prema funkciji s ako red realnih

brojeva
1P
n=1
fn (x) konvergira prema s (x) ; odnosno

ako niz realnih brojeva fsk (x)g konvergira prema
s (x) :



� konvergira po to�ckama ili obi�cno prema funkciji s

na skupu A � D ako red realnih brojeva
1P
n=1
fn (x)

konvergira prema s (x) za svaki x 2 A:

� konvergira apsolutno na skupu A � D ako red real-

nih brojeva
1P
n=1
jfn (x)j konvergira za svaki x 2 A:

� konvergira uniformno prema funkciji s na skupu
A � D ako niz funkcija fskg konvergira uniformno
prema funkciji s na skupu A:

Teorem 15 (Weierstrass) Red
1P
n=1
fn , fn : D �! R

konvergira uniformno na skupu A � D ako ima kon-

vergentnu majorantu
1P
n=1
an; an 2 R; tj. ako

(9n0 2 N) (8x 2 A) jfn (x)j � an �cim je n � n0:



Primjer 1 Ispitajmo za koje x�eve red
1X
n=1

xn�1

(1� x)n

apsolutno konvergira. Red
1X
n=1

���� xn�1

(1� x)n
����

je red s pozitivnim �clanovim, pa na njega mo�emo
primijeniti Cauchyjev kriterij. Imamo

lim
n!1

n
p
janj = lim

n!1
n

s���� xn�1

(1� x)n
���� = lim

n!1

jxj
n�1
n

j1� xj =
jxj

j1� xj:

Red će apsolutno konvergirati za

jxj
j1� xj < 1 =) x 2

�
�1; 1

2

�
:

Treba jo� provjeriti �to se dogad̄a za x = 1
2: Za x =

1
2

polazni red je oblika

1X
n=1

�
1
2

�n�1�
1� 1

2

�n = 1X
n=1

2:

Ovaj red divergira jer je lim
n!1

an = lim
n!1

2 6= 0: Dakle,
polazni red apsolutno konvergira za x 2

�
�1; 12

�
:



Primjer 2 Promatrajmo red
1X
n=1

xn

n2
:

Za svaki n � 1 vrijedi����xnn2
���� = jxjnn2 � 1

n2
() jxj � 1:

Budući da je red
1P
n=1

1
n2 konvergentan. Dakle, polazni

red uniformno konvergira na intervalu x 2 [�1; 1] :



5. Red potencija

Red funkcija oblika

1X
n=0

an (x� x0)n ; an 2 R: (1)

se naziva red potencija.

Ovdje je fn : R! R, fn (x) = an (x� x0)n :

Svakom redu oblika (1) pridjeljuje se njegov
radijus konvergencije � 2 R+ [ f0g[ f+1g koji
se de�nira kao:

� =
1

lim sup n
p
janj

ili � =
1

lim sup
���an+1an ���:

Napomena: Red potencija oblika (1) konvergira (po
to�ckama) na intervalu (x0 � �; x0 + �) :

Teorem 16 Red potencija oblika (1) konvergira apso-
lutno i jednoliko na svakom segmentu [x0 � r; x0 + r] ;
gdje je r < �; a divergira na skupu
R n [x0 � �; x0 + �] :



PrimjerOdredite radijus konvergencije reda potencija
1X
n=1

(x� 1)
n

n

: (2)

Imamo

an =
1

n
=)

����an+1an
���� =

����� 1
n+1
1
n

����� = n

n + 1
! 1;

pa je

� =
1

lim sup
���an+1an ��� =

1

lim
n!1

���an+1an ��� =
1

1
= 1:

Dakle, red potencija (2) konvergira na intrevalu (0; 2) ;
apsolutno i jednoliko konvergira na svakom segmentu
[1� r; 1 + r] ; r < 1; a divergira na skupu R n [0; 2] :
Za x = 0 imamo

1X
n=1

(�1)
n

n

;

pa red (uvjetno) konvergira. Za x = 2 imamo
1X
n=0

1

n
;

pa red divergira. Dakle, red potencija (2) konvergira
na intrevalu [0; 2) ; a divergira na skupu R n (0; 2] :



6. Taylorov red

Teorem 17 Neka funkcija f ima na intervalu (a; b)
derivaciju do n + 1 reda. Tada za proizvoljnu to�cku
x0 2 (a; b) i za svaki x 2 (a; b) vrijedi

f (x) = f (x0) +
f 0 (x0)

1!
(x� x0) +

f 0
0
(x0)

2!
(x� x0)2+

f 000 (x0)

3!
(x� x0)3 + ::: +

f (n) (x0)

n!
(x� x0)n +Rn (x) ;

(3)

gdje je

Rn (x) =
(x� x0)n+1

(n + 1)!
� f (n+1) (x0 + � (x� x0)) (4)

za 0 < � < 1:

Napomena:
Formulu (3) nazivamo Taylorova formula, a (4)
Lagrangeov oblik ostatka.



Teorem 18 Neka funkcija f ima na intervalu (a; b)
derivacije proizvoljnog reda. Tada za proizvoljnu
to�cku x0 2 (a; b) i za svaki x 2 (a; b) vrijedi

f (x) = f (x0) +
1X
n=1

f (n) (x0)

n!
(x� x0)n (5)

ako i samo ako niz ostataka fRn (x)g te�i prema 0 za
svaki x 2 (a; b) :

Red potencija (5) se naziva Taylorov red ili Taylorov
razvoj funkcije f u to�cki x0:
Taylorov razvoj funkcije f u to�cki x0 = 0 naziva se
MacLaurinov razvoj,

f (x) = f (0) +
1X
n=1

f (n) (0)

n!
xn:

Teorem 19 Taylorov red elementarne funkcije f u
svakoj to�cki x svog podru�cja konvergencije konvergira
prema f (x) :



Primjer Odredimo MacLaurinov razvoj funkcije
f (x) = cos x: Imamo:

f 0 (x) = � sinx =) f 0 (0) = 0

f 00 (x) = � cos x =) f 00 (0) = �1
f 000 (x) = sinx =) f 000 (0) = 0

f iv (x) = cos x =) f iv (0) = 1

f v (x) = � sinx =) f v (0) = 0
...

Zaklju�cujemo

f (n) (0) =

�
0 n = 2k � 1; k 2 Z

(�1)k n = 2k; k 2 Z ;

pa je

cos x = cos 0 +
0

1!
x +

�1
2!
x2 +

0

3!
x3 +

1

4!
x4 +

0

5!
x5 +

�1
6!
x6 + � � �

= 1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4 � 1

6!
x6 + � � � = 1 +

1X
k=1

(�1)k

(2k)!
x2k

na intervalu na kojem ovaj red konvergira.



Odredimo podru�cje konvergencije reda

1 +

1X
k=1

(�1)k

(2k)!
x2k =

1X
k=0

(�1)k

(2k)!
x2k:

Imamo

ak =
(�1)k

(2k)!
=)

����ak+1ak
���� =

������
(�1)k+1
(2k+2)!

(�1)k
2k!

������ =
=

(2k)!

(2k + 2) (2k + 2) (2k)!
=

1

(2k + 2) (2k + 1)
! 0;

pa je

� =
1

lim sup
���ak+1ak ��� =

1

lim
k!1

���ak+1ak ��� =
�
1

0

�
= +1:

Dakle, red konvergira na cijelom R: Sad imamo

cos x =
1X
k=0

(�1)k

(2k)!
x2k za svaki x 2 R:



Podru�cje apsolutne konvergencije mo�e se odrediti i
koristeći D'Alambertov kriterij.
Za red

1X
k=0

(�1)k

(2k)!
x2k

je

fk (x) =
(�1)k

(2k)!
x2k;

pa po D'Alambertov kriteriju imamo

lim
k!1

jfk+1 (x)j
jfk (x)j

= lim
k!1

1
(2k+2)! jxj

2k+2

1
2k! jxj

2k
=

= jxj2 � lim
k!1

1

(2k + 2) (2k + 1)
= 0 < 1;

pa red konvergira apsolutno na cijelom R; pa i
konvergira na cijelom R (Po Teoremu 12):



Sli�cno se poka�e

sinx =
1X
k=1

(�1)k+1

(2k � 1)!x
2k�1 za svaki x 2 R;

ex = 1 +
1X
n=1

xn

n!
=

1X
n=0

xn

n!
za svaki x 2 R;

ln (1 + x) =
1X
n=0

(�1)n�1

n
xn za svaki x 2 (�1; 1] :

Vidjeti slike 7, 8, 9, 10 u dodatku.

Primjer S kolikom to�cno�ću

1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4

aproksimira funkciju f (x) = cos x za jxj � 1: Po for-
muli (3) imamo

cos x = cos 0 +
0

1!
x +

�1
2!
x2 +

0

3!
x3 +

1

4!
x4 +R5 (x)

gdje je



R5 (x) =
x6

6!
�f vi (0 + � (x� 0)) = x

6

6!
(� cos �x) ; 0 < � < 1:

Budući je za jxj � 1

jR5 (x)j =
����x66! (� cos �x)

���� = jxj66! jcos �xj � jxj66! � 1

6!
< 0:0013;

onda je za jxj � 1

cos x = 1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4 � 0:0013:

Specijalno

cos
1

2
= 1� 1

2!

�
1

2

�2
+
1

4!

�
1

2

�4
� 0:0013

= 0:877 6� 0:0013:




