3. Niz funkcija

Neka je D C R. Oznaéimo s R” skup svih funkcija iz
D uR,tj.

R”={f|f:D—R}

Definicija 13 Neka je D C R. Niz funkcija je svaka
funkcija f : N — R”, pri éemu je

fn)=f.:D—R.

Funkciju f,, nazivamo n—ti Clan niza.

Niz funkcija oznacavamo s { f,,} ili ponekad sa

f17 f27 f37 ooy fn, cee

Definicija 14 Niz funkcija { f,,} konvergira u tocki x
prema funkciji f, ako niz realnih brojeva {f, (z)}
konvergira prema f ().




Niz funkcija {f,} konvergira po toCkama ili obi¢no
prema funkciji fo na skupu A C D ako niz realnih bro-
jeva { f, ()} konvergira prema f;(x) za svaki = € A.
Simbolicki zapisujemo

(Vo € A) (Ve > 0) (Ing € N) (Vn € N)
n=>ng = |fu(2) = folr)] <e

Napomena: n iz definicije ovisi opCenitoo z i ¢.

Definicija 15 Niz funkcija { f,,} konvergira jednoliko
(ili uniformno) prema funkciji fo na skupu A C D ako
vrijedi

(Ve > 0) (dng € N) (Vo € A) (Vn € N)
n=ng=|fu(@) = folo)] <e.

Napomena: n iz ove definicije ovisi opCenito samo
0.

Napomena: Niz funkcija koji konvergira uniformno
konvergira i po toCkama na nekom skupu.



Primjer Neka je zadan niz funkcija f, : R — R,

Jn ([IJ) =z", .
:’1773727 7ajn7
Bududi je
0, z| < 1
lim " = 1, x=1 :
e div. r>11 < -1

onda niz funkcija { f,,} konvergira po to¢kama funkciji
O x| <1
fole) = { 1 =1
na skupu A = (—1,1].

Naime, npr. za 0 < z < 1 vrijedi

o Ine
2" — 0| <e<=nhr<he<=n> — =

Inx

1

ny = LEJ + 1.
Inx



Graficki:

e

-15—

Ako niz neprekidnih funkcija {f,} konvergira
uniformno prema funkciji f,, tada je i f; neprekidna
funkcija.

Ako konvergencija nije uniformna, tada funkcija f ne
mora biti neprekidna funkcija (slucaj u predhodnom
primjeru).

Primjer Niz funkcija f,, : R — R,

SIN NI

fn(iﬁ):1— )

n

uniformno konvergira prema funkciji fy(x) = 1.
(Vidjeti sliku 5 u dodatku)



4. Red funkcija

Definicija 16 Red funkcija je uredeni par ({f.}, {sir})
nizova funkcija{ f,,} i {s;}, priCemuje f,: D — R.

k
sk=Fi+ fatt fe=)  fu
n=1

Funkciju f, nazivamo n—ti Clan reda, a funkciju
k
s = Y  fn k—ta parcijalna suma.

n=1

Red ({f.},{sr}) krace zapisujemo kao

an=f1+f2+"'+fk+'“ :
n=1

Definicija 17 Red funkcija > f,,, f,: D — R

n=1

e konvergira u tocki x prema funkciji s ako red realnih

brojeva »  f,, (x) konvergira prema s (), odnosno
n=1

ako niz realnih brojeva {si (z)} konvergira prema

s(x).



e konvergira po toCkama ili obicno prema funkciji s

na skupu A C D ako red realnih brojeva > f,, (x)

n=1

konvergira prema s (z) za svaki x € A.

e konvergira apsolutno na skupu A C D ako red real-

nih brojeva ) _ | f, (x)| konvergira za svaki = € A.
n=1

e konvergira uniformno prema funkciji s na skupu
A C D ako niz funkcija {s;} konvergira uniformno
prema funkciji s na skupu A.

Teorem 15 (Weierstrass) Red ) f,, f, - D — R
n=1

konvergira uniformno na skupu A C D ako ima kon-

vergentnu majorantu > a,, a, € R, tj. ako

n=1

(Ing € N) (Vx € A) |f,(x)] < a, €imjen > ny.



Primjer 1 Ispitajmo za koje x—eve red

n—1

Ezﬂ—wf

n=1

apsolutno konvergira. Red

>

— (1—x)"
je red s pozitivnim Clanovim, pa na njega mozemo
primijeniti Cauchyjev kriterij. Imamo

n—1

z|" |z

= |lim
RN VR R TR

lim +/|a,| = lim ¢

n—:a0o0 n—aoo

(1 —x)"

Red ¢e apsolutno konvergirati za

= <1l = x¢€ —oo1 :
11—z ' 2

Treba jos provijeriti Sto se dogada za x =
polazni red je oblika

_1
.ZaCE—2

DO | —

00 n 1 00
Z:l__ 222

Ovaj red divergira jer je lim a, = lim 2 # 0. Dakle,

n—aoo

polazni red apsolutno konvergira za x € (—oo, %) :



Primjer 2 Promatrajmo red

n=1
Za svaki n > 1 vrijedi
el I P

Buduci da je red > # konvergentan. Dakle, polazni
n=1

red uniformno konvergira na intervalu x € |—1,1].



5. Red potencija

Red funkcija oblika

Zanaﬁ—xg ., ap € R. (1)

n=0

se naziva red potencija.

Ovdjeje f, : R = R, f,(x)=a,(x —x0)".

Svakom redu oblika (1) pridjeljuje se njegov
radijus konvergencije p € R* U {0} U {+o0} koji
se definira kao:

1
= ili
£ lim sup /| a,|

Napomena: Red potencija oblika (1) konvergira (po
to¢kama) na intervalu (xy — p, xo + p).

Teorem 16 Red potencija oblika (1) konvergira apso-
lutno i jednoliko na svakom segmentu [zg — r, ¢ + 7],
gdje je » < p, a divergira na skupu

R\ [zg — p,x0+ p| -



Primjer Odredite radijus konvergencije reda potencija

Z (x — 1)". )

n
n=1
Imamo
1 Ayt L n
a/TL = — = nt o nT—H o — 17
n an, = n—+1
pa je
1 1 1
p = = =-=1
lim sup |~z lim |G| 1
An n—00 n

Dakle, red potencija (2) konvergira na intrevalu (0, 2) ,
apsolutno i jednoliko konvergira na svakom segmentu
1 —7,1+4+7],r < 1, adivergira na skupu R \ [0,2].
Za xr = (0 imamo

S
n Y
n=1
pa red (uvjetno) konvergira. Za x = 2 imamo

©.@)

pa red divergira. Dakle, red potencija (2) konvergira
na intrevalu [0, 2) , a divergira na skupu R \ (0,2].



6. Taylorov red

Teorem 17 Neka funkcija f ima na intervalu (a,b)
derivaciju do n + 1 reda. Tada za proizvoljnu toCku
xo € (a,b) izasvaki z € (a,b) vrijedi

F@)=f )+ 0 @ ) + T 2+

" (n)

f <x0><3§—3}0)3—|— ‘I‘f <x)($—$0)n+Rn<$>,
3! n!
(3)
gdje je
(:U _ mo)nJrl (n+1)

R, (x) = CEE S (o + 0 (x — o)) (4)
zal <6 <1.
Napomena:

Formulu (3) nazivamo Taylorova formula, a (4)
Lagrangeov oblik ostatka.




Teorem 18 Neka funkcija f ima na intervalu (a,b)
derivacije proizvoljnog reda. Tada za proizvoljnu
to¢ku zy € (a,b) i za svaki = € (a, b) vrijedi

= ) (2 ,
f@)= )+ Y )

n

ako i samo ako niz ostataka {R, (z)} tezi prema 0 za
svaki z € (a,b).

Red potencija (5) se naziva Taylorov red ili Taylorov
razvoj funkcije f u tocCki xy.

Taylorov razvoj funkcije f u tocki xr, = 0 naziva se
MacLaurinov razvoj,

> fln)
Fa)=ro)+ 30

Teorem 19 Taylorov red elementarne funkcije f u
svakoj tocki = svog podrucja konvergencije konvergira

prema f (z).



Primjer Odredimo MacLaurinov razvoj funkcije
f (x) = cos x. Imamo:

ff(x) = —sine = [f'(0)=0
() = —cosz = f"(0)=-1
f/// <$) — sing — f/// (O) 0
f'(z) = cosz = f"(0)=1
fi(r) = —sine = f'(0)=0
Zakljucujemo
0 n=2k-1, keZ
) () — »
fo0) {(—1)’“ n=2% keZ
paje
0 —1 0 1 —
COST = COSO—|—ﬂ$+§$2—|—§x3—|—@x4—|—ax5+ﬁx6+...
_ 1L, 1, 14 _ OO(_Dk%
= 1—533 +Iaz —aaz +---—1+Z (Qk)!x

na intervalu na kojem ovaj red konvergira.



Odredimo podrucje konvergencije reda

T i T Y
< (2k)! < (2k)
Imamo
(_1)k+1
ai (—1)k A1 | k+2)!|
(2K =Dt
( ) @ 2k!
B (2k)! B 1
2k +2)(2k+2) (2K) (2K +2)(2k + 1)
pa je
1 1 (1)
D= = = (- | = +o0.
lim sup QZ—‘; klim az—‘; 0

Dakle, red konvergira na cijelom R. Sad imamo

o0 _1 k
COS T = Z ((%))! %% zasvakiz € R.
k=0



Podrucje apsolutne konvergencije moze se odrediti |
koristeCi D’Alambertov kriterij.
Za red

= (—1)" 4
; 2k
je
(=D
Ji () = 2%

pa po D’Alambertov kriteriju imamo

1 2k+2
L [fea (2)] [ ED) |z
koo | fr (@) koo g
2 . 1
= |z|” - lim =0 <1,

k—oo (2k +2) (2k + 1)

pa red konvergira apsolutno na cijelom R, pa i
konvergira na cijelom R (Po Teoremu 12).



Sliéno se pokaze

00 k+1
(D™ s

sinx = x™"" zasvakiz € R;
(2k — 1)!
k=1
r Z v . .
e’ =1+ E oy g oy za svaki r € R;
n=1 =0
(_1 i n

In(1+2x)=

" zasvakiz € (—1,1].

]2
I N

I
o

n

Vidjeti slike 7, 8, 9, 10 u dodatku.

Primjer S kolikom tocnoScu

Lo 14
aproksimira funkciju f (z) = cosx za |z| < 1. Po for-
muli (3) imamo

COSZC—COSO"‘ﬂZC"‘?x +§aj +Iaz + Rs (7)

gdje je



Zl?6 - 556

R (x) za-fm(OJrH(:C—O)) :a(—cosﬁx), 0<6<1.
Buducije za |z| < 1
z° 2|° ° _ 1
[R5 ()| = o (—cosfz)| = o cos Ox| < o < 6 < 0.0013,
ondajeza|z| <1
Ly 14
cosT = 1 — T + T =+ 0.0013.

Specijalno

1 1 /1\? 1 /1\?
cos— =1——1[-=-] +—=1=1] £0.0013
9 21 \ 2 41\ 2

0.8776 4= 0.0013.





