INTEGRALI



Pitanja:

e Je li dana realna funkcija f : A — R, A C R,
derivacija neke realne funkcije g : A — R?

e Rijesiti jednadzbu ¢’ = f, pri éemu se za dani f
trazi g.

e Ta jednadzba ili nema rjeSenja ili ih ima beskonacno
mnogo. Skup svih pripadnih rjeSenja ¢emo nazvati
(neodredenim) integralom funkcije f i pritom
¢emo govoriti da smo funkciju f integrirali.

e integriranje tehnicki neusporedivo slozeniji racun-
postupak od deriviranja, premda se, na neki nacin,
radi o obratnomu racunu.

Oznake:

e Jednostavnosti radi nazivom interval i oznakom [
obuhvatiti Cemo sve mogucnosti:

(a,b), (a,00), (—00,b), (—o0,0)=R.



1. Neodredeni integral

Definicija 1.1 Neka je dan interval I i funkcija

f . I — R. Svaku neprekidnu funkciju F' : I — R
sa svojstvom F'(z) = f(x) za svaki x € I, nazivamo
primitivhom funkcijom za funkciju f na intervalu 1.

Napomena:

e Primitivnha funkcija za funkciju f se moze definirati i
malo opcenitije (vidjeti: http://www.pmfst.hr/zavodi/
matematika/scripta/visa_matematika.pdf, str.
190.));

e Primijetimo da je primitivha funkcija za funkciju f,
definirana kao u Definiciji 1.1, derivabilna funkcija
(kod opcenitije definicije to ne mora biti) ;



Primjer 1 Funkcija

(2
—? + 2, < =2
F:R\{-22} =R, Fl)=% 2*°—4, —2<x<2 |,
2
i
\ ? — 2, T > 2
je primitivna funkcija za funkciju
—x, T < —2
f RN A{-2,2} =R, f(z)=14 22, —2<2<2 |,
T, x>2

jerje F'(x) = f(x) za svaki R\ {—2,2}.
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Primjer 2 Za funkciju f: R — R, f(x) = 2z, su
izmedu ostalih i ove funkcije primitivne na R :

Fi(z) =22, Fyz)=2>—=3, Fyz)=2">+5

jerje npr. Fy(z) = 2x = f(x) za svaki x € R.

Teorem 1.2 Ako za danu funkciju f : I — R postoji
primitivna funkcija F' : I — R, onda je i svaka funkcija
G:I—-R,G=F+C,gdjeijeC € R konstanta,
primitivhna za funkciju f. Stovie, akosu F,G : I — R
primitivne funkcije za f, onda je G = F' + (), za nekKi
C eR.

(Sazeto: "Primitivna funkcija je jednoznacno odredena
do na aditivhu konstantu".)

Dokaz:




Definicija 1.3 Za danu funkciju f : I — R, skup svih
njezinih primitivnih funkcija na intervalu (ili njihovoj
uniji) / nazivamo neodredenim integralom funkcije

f naintervalu I i oznaCujemo s /f(ac) d.

Skraceno pisemo

/f(x)d:c:F(a:)+C, rel,

gdje F' neka (bilo koja) primitivna funkcija za f na I,
a C oznaka za opc¢u konstantu.

Oznake: funkciju f nazvati integrandom (ili pod-
integralnom funkcijom), = - integracijskom vari-
jablom, a C' - integracijskom konstantom.

Primjer 1
/sinazdaz = —cosx + C,

jer je
(—cosx +C) =sinz, r € R.



Primjer 2

e inz+C
— arcsinax
V-2 ,
jer je
1
. . }
(aTCSln£C+C> _m,xé( 1,1)
Primjer 3
QZIZ,ZCZO B x2+C,ZIZ20
/Q\x!dx—/<{ o ) dx_{_x2+0, r20
jer je
2+ Cow>0 2z, x >0
({ —*+C, <0 | =2z, <0 =2z|,z €R.

(Funkcija z — 2|z| nije derivabilna u toCki x = 0, dok
njezina primitivna funkcija

R 2>+ C, >0
. —2*2+C, <0

to jest. Ta derivacija je 0, jer postoje derivacije slijeva
| zdesna i obje iSCezavaju.)



Teorem 1.4 Neka je /f(:c) de = F(z) + C, 1.
F'(x) = f(x) za svaki z € I Tada na [ vrijedi:

a) (/f(:z:) d:z:) = f(x) ("deriviranjem integrala

dobivamo integrand");

b) d </f(x) d:z:) = f(x)dz ("diferenciranje ponis-
tava integriranje");

c) /dF(x) = F(x) + C ("integriranje ponistava

diferenciranje do na konstantu").

Dokaz: Ocit.



Teorem 1.5 Neka funkcije fi» : I — R, dopustaju
primitivne funkcije na intervalu I, te neka su \;, Ay €
R konstante. Tada i funkcija A\ f1 + X\afs : X — R
dopusta primitivnu funkciju na I i vrijedi

/()xlfl(x) + A, fo(x)) do = Alffl(x) dx + )\Q/fg(x) dx + C,
(1)

ti. neodredeni integral Cuva (do na aditivhu kon-
stantu) linearnu kombinaciju.

Dokaz:

Napomena: Ubuduce u jednakostima slichima (1),
opc¢u konstantu C' najéeS¢e ne¢emo zapisivati, tj. u
takvim "jednakostima" ¢emo dopustati da se lijeva

| desna strana smiju razlikovati do na aditivhu kon-
stantu.

Teorem 1.5 ocCito povlaci

[ (@) £ g(w) do= [ o [ gla)do

/)\f(x) dz = )\/f(x) dz.



Primjer 1

3 1
/(4COSQJ+%—3) dx(:1)4/cosxda:+§/x3dx—3/dx

A
:4sinx+§—3x+(].

(Naime, (sinx)" = cosz, (%4) =250 (z) =1.)

ToCnost tablice osnovnih integrala (na definicijskim
podrucjima podintegralnih funkcija) lako se provjeri
deriviranjem:

/O-dx:C; 2)
/dx:x+0; 3)

r . 1 r+1 1.
/xdaz——TJrlx +C, r#-—1; (4)
/:C_ldxz %zln\x|+0; (5)
/emdaz:eerC; (6)

1
/axdx:—aerC, 0<a#l; (7)

Ina



/Sinxdaz = —cosx + C;
/sh:z:da: =chx+C
/cosa:da: =gsinx + '

/chxdx:shx—l—C’

1
/ der =tgzx + C;

cos?

1
/ s—dr =thz + C;

ch”x

1
/ s—dr = —ctgx + C;

SN~ x
1
/—Qdaz = —cthx +
sh®x

1
/1+x2dx:arctga:+0;

1
V1 — 2?2
1+

1 1
/ dr = =1In
1 — z2 2 1

— X

dx = arcsinx + C;

(8)
(8%)
)
9%
(10)
(10°)
(11)
(117)
(12)
(13)

(14)



dxr = In

1
Wi az+\/az2+1‘+0; (15)
X
1
> 1d:c:1n):c+\/a:2—1‘+0. (16)
\/a:' R

Neodredene integrale od (2) do (16) nazivamo
tablicnim integralima.

2. Osnovne integracijske metode

Neodredene integrale elementarnih funkcija Sto se
mogu prikazati kao linearne kombinacije podintegral-
nih funkcija iz tablice gore, lako odredujemo prim-
jenom Teorema 1.5. U takvim sluCajevima kazemo
da smo funkciju integrirali izravno (ili neposredno).

Primjer 1

2 12
/ x\/zdx:2/a:6dx(—4)—:c2f+0
&




Primjer 2

1 sinx +cos’x . (1)
— > dor = — > dr =
SIn” o cos= T SIn” T cos* x

dx dz  (10),(11
/ +/ 5 ():()tga:—ctg:c+0.

cos? x sin“

Skup svih izravno integrabilnih funkcija prosSirujemo
primjenom dvaju jednostavnih postupaka: uvodenjem
nove varijable (supstitucija) i prepoznavanjem difer-
encijala nekog umnoska (parcijalna integracija).

Supstitucija se sastoji u tomu da se nekom dopus-
tivom zamjenom integracijske varijable ili podinte-
gralnog izraza polazni integral svede na neke od onih
tablicnih. O tomu govore dva iduca teorema.



Teorem 2.1 Neka za funkciju f postoji neka primitivha
funkcija na intervalu /. Nadalje, nekaje ¢ : J — I,
J - interval, strogo monotona i derivabilna surjekcija.
Tada je

/ F(2)de = B(~Y(x)) + C, (17)

gdje je ® primitivna funkcija za funkciju (f o ¢) - ¢’ na
J. Drugacijim zapisom,

[Wor-hwa= [ i) 0= aa+c

Dokaz:

Napomena:

e Teorem 2.1 jamci da se, pod navedenim uvjetima,
zadani integral smije rjeSavati zamjenom z = (1) i
dr = ¢'(t) dt, 1.

[roae=| 250 | = [ rew)

=)+ C =0 (p '(x)+C=F(z)+C.



e Temeljna zamisao je u tomu da se nade zamjenska
funkcija ¢, koja ¢e poluciti funkciju ¢ = (f o ) - ¢/,

tako da integral /gb(t) dt bude "tehnicki" bitno
jednostavniji (sto blizi nekom tabliCnom integralu)

od polaznoga (netablicnog) /f(a:) dz. Naravno,

idealno je ako se "iz prve" za /gb(t) dt¢ dobije neki

tabli¢ni integral.

e Obicno zamjenske funkcije koje su pogodne za
pojednostavljenje podintegralnog izraza na svojim
definicijskim podrucjima ne zadovoljvaju uvjete
Teorema 1.15, pa uzimamo njihova suzenja koja
zadovoljavaju te uvjete.

Primjer 1

Ly, fr=t1t>0] _ 1+t2-6t5dt—
Jr T de=6tPdt | ) T N

/6(t4+t2)dt(:”6/t4dt+6/t2dt(:4)

£ t3 1=z
6:-—4+6-— =
D 3

6
g-\/ﬁ+2\/5+()



Teorem 2.2 Neka je GG primitivha funkcija za funkciju
g naintervalu J, tj. G'(t) = ¢(t), t € J, te neka je
W : I — J, I -interval, derivabilna funkcija. Tada je

/ gW(2) - ¥(x)de = G() + C.  (18)

Dokaz: Promotrimo funkcije f(z) = g(¢(x)) - ¢'(x) i
F(z) = G(¢(x)). Budutije G'(t) = ¢g(t), t € J imamo

), t
Fl(z) = (G(¥(2))) = G'(d(x)) - ¥'(z)
= g((x)) - ¢'(z) = f(z)

za svaki r € I, a to se i tvrdilo.

Napomena:
Teorem 2.2 kazuje da ako se u podintegralnoj funkciji
f (x) prepozna izraz oblika g (¢ (x)) - ¢’ (x) i ako

znamo da je /g (t) dt =G (t) + C, onda je
[£@) do= [guia) - v'@)do -

=GW(r) +C=G [ (r) +C.



Primjer 1

/cos5:1:da:= /1
5

cosbx - bdr = |t = bx; dt = 5dx] =

1 1 1
5/Costdtngint+C=SSiD5£B+C-
Primjer 2
rdz 1 2xdx
_ . = [t =1+ 2% dt =2z dx] =
/(1+x2>7“ /2 (1+a2) feh v
(1
1/dt_< §1n|t\+C’, r=1 )
5 t_r_ 1 t—?“—l—l —
. C. 1
2 SO
(1
51n(1+x2)+0, r=1
=94 1 (1+ %)~
—. C, 1
\2 —T‘|’1 + T?é

Napomena: Vrijedi opCenito

/

h

W' ()

() dr =In|h(x)| + C



(h(z))™

/(h(a:))rh’(:c)dx: A ]

Parcijalna integracija se sastoji u tomu da se pogod-
nim izborom realnih funkcija x — g(x) i © — h(x),

takvih da je g(x)h/(z)dx = f(z) dx, i primjenom difer-
encijala na produktnu funkciju x — g(x)h(x), integral

f(z) dx ili bitno pojednostavni ili da postane nepoz-

nanicom u lako rjeSivoj jednadzbi.

Teorem 2.3 Ako su funkcije g, h : I — R, neprekidno
derivabilne, onda vrijedi

/ 9@ () dz = g(x)h(z) - / ha)g (@) de. (19)

Dokaz:

Napomena: UobicCajilo se uvesti pokrate g(x) = w i
h(z) = v pa formula (19) ima i zapis

/udv:uv—/vdu.



Primjer 1

u=ux; dv=-e"dz;

/aje do = du:dx;v:/exdx:ex

— xem—/exdx:xex—ex—l—a

Primjer 2

(19)

u =e*, du =e* dx

I = | e'sinxdr = . :
dvzsmxdx,vzfsmxdx:—COS:U

—excostr/ewcosxdx: [

u =e’, du =e*dx
dv =cos dx, v = [ cosx dz =sina

—e’ cos T + (exsinx—/exsinazdx) = —e’cosx +e'sinw — I

Sada imamo
I = —e"cosx+e'sing — 1 —

1
I= éex (sinz — cosx) + C



Primjer 3 - Rekurzivna formula
Odredimo, za svaki n € N, integral

/ dx 7
(1+ 22)" "

Za n = 1 se radi o tablichnomu integralu (12),t;.
I, = arctgx + C.

Neka je n > 2. Tada je

/ dx _/1+x2—x2dx_
142" ) (142" 7
/ dx B / x?dx
a2yt ) o)

[ / 2 dx
n — 4in—1 (1—|—332>n

Primijenimo parcijalnu integraciju na

/ x2dx _
n
(1 —|_ :L'2)n7 J— 9

uzevsi



rdx .

u = x;du=dx; dv =

v—/ rdr —1
(I+22)"  2(n—1)(1+a22)""
Slijed;,

/ 2 dx B —Z N 1 / dx B
T2 2 —1) (1 +a2) " 2= 1)) (1422

—X 1
=1 (1+a2) " 2n—1)

I,

Dobili smo, dakle, rekurzivnu formulu!

T 2n — 3
In — n—1 + ]n—l-
on — 1) (1+22)" " 2n—1)

Primjerice, zan = 2in = 3 je, redom,

' Rekurzivne formule omogucuju da se integral koji ovisi o prirodnom broju
n € N (ili n € Z) svede na integral (ili integrale) istog oblika, ali s manjim
indeksom, npr. n — 1 ilin — 2.



T _/ de x +1]
T et 20042 2

T laetgr+C
= —alrctg xr
211 a2) oMY

w

T _/ dx x L3
T a2 42?4

T N 3T
4(1+22)?  8(1+a?)

3
+ garctg:c + C.





