4. Odredeni integral

e Pojam odredenog integrala je, povijesno, tijesno
povezan s problemom izraCcunavanje povrsine
"krivocrtnog" ravninskog lika.

e Odredeni integral (ali ne i njegov naziv) davno
prethodi pojmu neodredenog integrala. Temeljnu
ideju (na konkretnim primjerima) je dao starogrcki
genij Arhimed.

e Naziv je dosao mnogo poslije, kad se shvatila
duboka povezanost tih dvaju pojmova (vezu dali
- . Newton i G.W. Leibniz), iako na prvi pogled,
po definiciama, ta dva pojma nemaju "nista"
zajednicko.



4.1. Problem povrsine.

Zadatak: lzraCcunati povrSinu P ravninskog lika koji je
omeden grafom funkcije f : [0,1] — R, f(z) = 2?1
pravcimay =0, x = 1.

e Podijelimo segment |0, 1| na Cetiri jednaka dijela
duljine.

e IzraCcunajmo povrsine L, i D4 koje su zbroj povrsina
pravokutnika, tako da svaki pravokutnik ima bazu
duljine i | visinu vrijednost funkcije f u lijevom,
odnosno, desnom rubu baze. Imamo:

) +1(3)° = L =0.21875,

2 2 2 2
Dy=1(1) +1(0) +5(0) +3(1) =5 =046875.

P L4 D,

Xy Xy X,
ol 02505075 1 O 02505075 1 "~ ol 02505075 1




Za trazenu povrsinu vrijedi
Li < P < Dy.

Podijelimo li segment [0, 1] na viSe jednakih dijelova
dobit ¢emo bolju aproksimaciju. Za L, i D, za
n = 10, 20, 100, 1000 imamo

n L, D,

10 1 0.2850000 | 0.3850000
20 10.3087500 | 0.3587500
100 10.3283500 | 0.3383500
1000 | 0.3328350 | 0.3338335

Dakle, smijemo zakljuCiti da za trazenu povrSinu P
vrijedi:

L,<Ly,<P<D,<D, n<n.

|lzraCunajmo sada L, i D, i potrazimo Cemu teze
kada n — oc:
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Prirodno je sada staviti da je trazena povrsina P = %
Formalizirajmo sada prethodni postupak kada je

f : la, b] — R neka (nenegativna) funkcija:

n—aoo

P=lim L, = lim Zf(xi_l)ﬁx,
i=1

n—oo

P = lim D, = lim Zf(xz)ﬁx
i=1

n
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U prethodnim sumama je baza svakog pravokutnika

a za visinu je uzeta funkcijska vrijednost na lijevom
(u L, - lijeva integralna n-suma), odnosno desnom
kraju (u D,, - desna integralna n-suma) diobenog
segmenta [z; 1,2 i =1,--- ,n).

Umjesto krajeva mozemo odabrati i bilo koju toCku
xf € (x;_1,x;), odnosno poloviste z; = “7=L (Slika
2), i povrSinu P mozemo aproksimirati sa

Sy = Zf )Az, (integralna n-suma),
odnosno sa
M, = Z f(z;)Az, (srednja integralna n-suma),
1=1

tj. vrijedi

n—aoo

P = lim S, = lim Zf(x Ax
—1

P = lim M, = lim Zf(fz)ﬁx

n—aoo



Slika 2.



e Definicija 1.1 Neka je f: [a,b] — R neprekidna
funkcija na segmentu [a, b] i neka je segment [a, b
toCkama a = zg,x1,--- ,x, = b podijeljen na
n-jednakih dijelova duljine Az = b‘Ta, te neka je
xf € |r;_1,x;] . Odredeni integral funkcije f od a
do b deflnlramo kao granicnu vrijednost mtegralnlh

suma? lim Zf( f)Ax i oznaCavamo sa f f(x

. TL—>C)OZ 1
t].

b n
/ f(x)dx © lim Zf(xf)&x (1)
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Nazivlje:

e f(z) integrand;
e o donja granica,;
e ) gornja granica;

e sam postupak raCunanja nazivamo integracijom.

2 Integralne sume se nazivaju i Riemannove sume (po njemackom matematicaru

Bernhardu Riemannu, 1826-1866), a ovako definiran integral Riemannov integral.
Oznaku [ je uveo Leibniz - izduZeni S kao limes suma.



Napomena 1.2 Odredeni integral je broj i ne ovisi 0
x, 1.

/bf(x)dﬂf/bf(u)du/bf(t)dt...

Napomena 1.3 Pokazuje se da limes u Definiciji
1.1 uvijek postoji i jedinstven je, bez obzira na izbor
to¢aka = € [x;_1,x;] . Dakle,

/f(@ dx = JL%Zf(xi—l)Ax = JI_{EOZf(:CZ) Axr =
=l =

a J/ v

L, D,

— 1m S f (xi‘12+ ") Ax
1=1

7

M,

Ovi limesi postoje i ako je f neprekidna funkcija na
segmentu [a, b] izuzev u konacno mnogo tocaka u
kojima ima uklonijivi prekid ili prekid prve vrste.



Napomena 1.4 Opcenito odredeni integral se definira
za bilo koju ogranicenu funkciju. Ta definicija je nesto
kompliciranija od Definicije 1.1.

Naime, u Definiciji 1.1 pretpostavili smo da je
segment |a, b] podijeljen na n jednakih djelova. To je
bitno ograniCenje.

Medutim, za neprekidne funkcije i funkcije iz
Napomene 1.3, te dvije definicije su ekvivalentne.

Napomena 1.5 Ukoliko je f(z) > 0 za = € |a,b),

Riemannova suma ) f (x}) Ax daje aproksimaciju
1=1

povrsine ravninskog lika ispod krivulie v = f (z)

na intervalu |a, b] sumom povrSina pravokutnika, a

b
integral [ f (x) dz daje pravu povr$inu P tog lika.

b
Ukoliko je f (z) < 0 za = € [a,b] integral | f (x) dx
daje — P , a ukoliko f mijenja predznak ng intervalu

b
a, b] integral [ f (x) dz daje razliku povrsina.



Napomena 1.6 U Definiciji 1.1 prepostavili smo da je
a < b. Definicija vrijedi i ako je b < a. U tom slucaju
je Az = =L(> 0), pa slijedi da je

/bf@;) d:z:—/af(a:) dz.

Ukoliko je a = b tada je Ax = 0, pa ocCito vrijedi
/f (x) dx = 0.

Teorem 1.7 (Svojstva odredenog integrala)

b
a) [cdz=c(b—a), c € R konstanta,

b) J'[f (z)+g(x)] dz = [ f(z) dz + [ g(x) d,



Primjer |zraCunati fol (4 + 32%) da.

1
/ﬂ4+3 T””C/4¢p+/zmdeT”
0

1
4(1—O)+3/ ?dr=4+3-1=05,
0

gdje smo iskoristili rezultat fol v’ dr = % (to je pocetni
primjer na pocetku ovoga poglavlja).

Napomena 1.8 |z Definicije 1.1 nadalje slijedi

a) f(x) >0,Vx € |a,b] = ff(az) dz > 0,

b) f(z) < g(x), Vs € [a,b] =

/bf(a:) dx</bg(:1:) dz,

c)m< f(x) < M,Vz € [a,b] =
b

m(b—a)g/f(:lz) de < M (b—a).

a



4.2. Racunanje odredenog integrala

Teorem 2.1 (Newton-Leibnizova formula) Neka je
f : |la,b] — R neprekidna funkcija na segmentu |a, b|.
Tada vrijedi Newton-Leibnizova formula

b
[ f@)de=FO) - F@. v
gdje je F' bilo koja primitivnha funkcija od f.

Dokaz:

UobiCajena oznaka je

L/ﬂ@MZF@—FWZF@Wi

Napomena: Newton-Leibnizova formula se moze
primijeniti i ako je f neprekidna funkcija na segmentu
la, b] izuzev u konacno mnogo toCaka u kojima ima
uklonijivi prekid ili prekid prve vrste (f je po djelovima
neprekidna funkcija na |a, b]).




Primjer 1 Izratunati [z dz.

2
/ rdx WD 1 ( + 1) =
1

G F )= () -

Uocimo: f () = x je neprekidna na |1, 2] .

Primjer 2 |zraCunati |2z cosz d.

|zraCunajmo neodredeni integral

U=T . .
/:ccosxdx: ::Usm:z:—/smxdx
dv=cos x dz

=xsinz +cosx + C,

I imamo

s

2 (N—L) . g=I
/ zeosxdr =" (wsinz 4+ cosz)[,_§ =57 — L.
0

UoCimo: f (x) = x cos z je neprekidna na [O, 2]




4.3. Osnovni teorem racuna
Osnovni teorem racuna dobio je naziv po tome Ssto
povezuje diferencijalni s integralnim raCunom. Os-

novni teorem otkrili su nezavisno Newton i Leibniz |
on daje precizan odnos izmedu derivacije i integrala.

Teorem 3.1 (Osnovni teorem racuna)

Neka je f : |a,b] — R neprekidna funkcija i funkcija
g : la,b] — R, definirana sa

g(:z:):/f(t) dt, =z € |a,b].

Tada je g primitivna funkcija od f.

Dokaz:

Tvrdnju teorema mozemo zapisati na sljedeci nacin:

%/f(t)dt:f(a:), T € |a,b).



Napomena 3.2 Sa g («x f f (t) dt Cesto se defini-

raju funkcije neophodne u fIZICI, kemiji, statistici,....
Ovog oblika su npr. funkcije

X

t2
S(r) = / sin%dt Frenselova funkcija (optika)

t
/gdt Sinus integralni (elektronika)

Napomena 3.3 Newton-Leibnitzova formula

/f<x> dz = F (b) - F (a),

napisemo li je drugacije, takoder povezuje integral |
derivaciju

b

/F’(a:)d:v:F(b)—F(a), (F'=f).

a

ovo znaci da ako uzmemo prvo derivaciju, a potom
integraciju, opet se vraCamo na polaznu funkciju F’
sada u obliku F'(b) — F (a) .



Zbog ove veze, u literaturi Osnovni teorem inte-
gralnoga racuna je cesto dan u sljedecem obliku:

Osnovni teorem racuna:

Neka je f : |a,b] — R neprekidna funkcija, tada vri-
jedi:

i) Akoje g(z) = [ f(t) dttadaje ¢’ (z) = f (x),

; a
i) [ f(z)dx = F(b) — F(a), gdje je F' primitivna
funkcija od f, tj. F' = f.

Primjer 1 IzraCunati derivaciju funkcije

o(z) = / 1)t

—1

%g(:c) = % ( /_ j(# ~1)% dt) 2 (a2 - 1)

Primjer 2 IzraCunati derivaciju funkcije

|—=

g(x) = /m sin® ¢ dt.
2



4.4. Supstitucija i parcijalna integracija u
odredenom integralu

Do sada smo kod izraCunavanja odredenog integrala
primjenjivali Newton-Leibnizovu formulu: izraCunali
smo neodredeni integral i potom izracunali vrijednosti
primitivne funkcije u rubnim toCkama integracijskog
segmenta.

Druga mogucnost, koja se prakticira, jest da
se primjeni supstitucija ili parcijalna integracija u
odredenom integralu.




Teorem 4.1 Neka za (neprekidnu) funkciju f

la, b] — R postoji neka primitivna funkcija na inter-
valu I = |[a,b]. Nadalje, neka je ¢ : |a, 5] — |a, D]
(ili p : |B,a] — |a,b]) strogo monotona i neprekidno
derivabilna surjekcija, tako da je p(a) = ai p(8) = b,
tada je

B b
/ F(o(t)) - () dt / fx)de.  (sup)
Dokaz:

Primjer IzraCcunati povrSinu P kruga radijusa R.
Racun daje

R [ 1= Rcost |
iP :/ VR —z2dx = o(t) =
0 | 0—35,R—0

0 3
/ V R2—R? cos? t(—Rsint)dt = R2/ V1 — cos?tsintdi
z 0

:RQ/QSiHQtdt:R2/2%(1—coth)dt:
0 0

R?L (t — Lsin2t) |} = 1R?r,

poznatu formulu za povrsinu kruga P = R*r.



Teorem 4.2 Neka se (neprekidna) funkcija f : [a,b] —
R dade napisati u obliku f (z) = g(v(z)) - ¥'(z), gdje
je g neka neprekidna funkcija i 1) neka neprekidno
derivabilana funkcija. Tada je

/ ' fa)de = / g () () o = | st

(a)

Dokaz:

i
Primjer Izracunati integral [* sin’z - cos z d

3r

/2 sin®  cos ¢ dx = [%D(x):?}rnx:t] —
0

0—0, 5+ — —1

2
_1 6
¢
/ . dt = (—)
0 6

Parcijalna integracija se prenosi direktno:

—1

1
0 §

Teorem 4.3 Ako su funkcije g,h : [a,b] — R
neprekidno derivabilne, onda vrijedi

b b
/ g(x)l () dz = [g(z)h(2)]|/Z) - / hz)g (z) da.



Primjer Izracunati folarctgzlz d.

1
/ arctgz do = | "7 | =
0 dv=dxz

1 1 xr
= (zarct — dz =
(a:arc gxr )‘0 /O 1 332 s

=5 Ghnft+ 2 =5 -1mv2

Napomena: Ukoliko funkcija ima neku simetriju
(parna, neparna funkcija), te ako su granice inte-
gracije simetricne obzirom na ishodiste, tada vrijedi:

e | f(ov)dz = 2/ f(z)dz ukoliko je f parna
—a 0
funkcija;

° / f(x)dx = 0 ukoliko je f neparna funkcija.
Primjer Vrijedi

1
t
/ 5% dr =0
_1].‘|—CU2+ZC4

jer je podintegralna funkcija neparna (i neprekidna na
[_17 1])






