5. Nepravi integral

b
U definiciji odredenog integrala [ f (x) dz pret-

postavili smo:
e segment [a, b] je konacan;

e f(x) je na tom segmentu ili neprekidna ili ima
konacno uklonjivih prekida ili prekida prve vrste).

— Ako prvi uvjet "popravimo” i pretpostavimo da
je interval "beskonacan" (neomeden), dobivamo
nepravi integral (l. tipa).

— Ako drugi uvjet "popravimo” i pretpostavimo da
je f(x) na segmentu [a, b] neograniCena (ima
konacno prekida druge vrste) dobivamo nepravi
integral (Il. tipa).



Primjer Promotrimo funkciju f(z) = % desno od
z — 1 (Slika 1).

Zat > 1 definiramo funkciju

/—da:—l——

Primjetimo da je F'(t) < 1zat > 1. Nadalje vrijedi

1
lim F(t) = lim (1 — —> =1,
t—00 t—00 t

pa mozemo staviti da je povrsSina (neomedenog) lika
ispod krivulje y = # (desno od 1) jedanaka 1.

Ovdje lezi motiv da nepravi integral funkcije na
neomedenom definicijskom podrucju definiramo na
sljedeci nacin:



Definicija 5.1

t
a) Ako postoji [ f (z) dz za Vt > a, tada je

/Oof< dxdif}ggo/tf(x) dz

b
b) Ako postoji [ f (z) dz za Vt < b, tada je
t

b

[ 7@ d:c"iftgmoo/f

—0

Ako limes u a) (u b)), postoji (konaéan je), onda

kazemo da nepravi integral I. tipa ff f f(x

konvergira. U suprotnom kazemo da dlverglra




c) Definiramo joS nepravi integral |. tipa oblika

© 9]

/f dxdif/f dx+/f

—0

gdje je a bilo koji realan broj. Ako oba integrala

[ f(x)dzi [ f(z) dz konvergiraju, kazemo da

f f (z) dx konvergira. U suprotnom (tj. ako barem

jedan divergira) kazemo da [ f(z) dx divergira.

—00

Primjer Izradunati I = [°_ ze” da.

0
/ xexdx:tliin/ T ed:z:—
= lim [(aze )|£?—/ ¢ d:c] =
——00 "

Yoo [l P
—tl}r_noo[ te, — 14+ ¢ | =—1.

—0 —0



Primjer U ovisnosti od p > 0 ispitati konvergenciju in-
tegrala [, = dz.

Pokazali smo da je za p = 2 integral konvergentan.

Opcenito za p # 1 imamo
00 1 t 1 —p+1
/ —dor = lim | —dz = lim (:C )
1 xP t—oo Jq xP t—oo \ —p + 1

, 1 1
lim — 1| =
t—oo —p + 1 [ tP~1

1
p— konvergentan za p > 1
p P
00, divergentanza 0 < p < 1

t

1

1
(vrijedi lim — = {

t—o0 tP—1

0, p>1
oo, 0<p<l1

).

Ostaje joS razmotriti slucaj kada je p = 1:

€T t—00 T t—00

*1 "1
/ —dzr = lim/ —dx = lim (Int —In1) = oo,
1 1

pa u ovom slucCaju integral divergira.



Definicija 5.3

a) Ako je f(x) neprekidna funkcija na |a,b) i
lim f(z)= +oo (slika 2), tada je

r—b=0
b b—e
[r@a® i [fea o
y4 /

T X,

a |0 b-ep
slika 2

b) Ako je f(z) neprekidna funkcija na (a,b| i
lim f(x)= 4ootadaje

Qj_>a+0

b b

/ f(z) dz € lim / f(z) da. (2.b.)

e—07t
a a+e



Ako limes (1.a) ((2.b.)), postoji (konacan je), onda
b

kazemo da nepraviintegral Il. tipa [ f (x) dz,

ff ), konvergira. U suprotnom kazemo da

dlverglra.

c) Ako je f (x) neprekidna na |a,b] funkcija, osim
u tocki ¢ € (a,b) gdje je lim f(a:) = +oo ili

r—Cc

lim f(x) = 400, definiramo nepravi integral Il. tipa

b c—¢ b
/f(:z: xdﬁf hm/ f(x)dx+ lim f(x)dx

e—0t 0—07t o468
(3.c.)

Ako oba limesa u (3.c.) postoje, kazemo da

[ f (z) dx konvergira. U suprotnom (tj. ako barem

b
jedan ne postoji) kazemo da [ f (x) dz divergira.

1 _dz.

Primjer Izradunati [ = [’ L

Malo nepaznje daje



3
1
/ de = (In|z —1))|’=, =In2 —In1=1n2,
0

CE‘_

no to je netoCan rezultat. Naime, funkcija f(z) ima u
x = 1 vertikalnu asimptotu.

A
y L
E T X

0.\ 1 3
!

Dakle, treba primijeniti (3.a.), tj. izracunati nepravi in-
tegral

3 1 1—¢ 1 3 1
/ dxr = lim / dx + lim / dx.
0 €r — 1 e—0t 0 €r — 1 5—>0+ 1_|_5£U — 1

-
Y

Vrijedi
1 1 1—¢ 1
/ dr = lim / do =
o T —1 e—=0t Jg x—1
glggh[ln\l—e—l\ In|—1|] = 11r61+[,ln5,—0]:—oo

——00

| polazni nepravi integral jest divergentan.



6. Nekoliko primjena odredenog integrala

a) PovrsSina ravninskog lika (kvadratura)

e Pokazali smo: ako je f neprekidnai f(z) > 0 za
svaki x € |a,b], onda je fabf(a:) dz povrSina ispod
krivulje y = f(z) nad segmentom |[a, b).

e Ako je ravninski lik omeden zatvorenom krivuljom
ili se prostire i na donju poluravninu, onda za
izraCunavanje njegove povrsine rabimo dva ili viSe
odredenih integrala, tj. "snalazimo se" od sluCaja
do slucaja:

TN




Kada je krivulja zadana "inverznom" funkcijom, tj.
jednadzbom = = h(y), y € [c, d|, povrSina ravninskog
lika D da je sa

Yy
dlo____
x=h(y)
D
0 \ % d
C P(D) = / hy) dy

Primjer |zraCunati povrSinu lika kojega omeduju
pravac y = = — 1 i parabola y* = 2z + 6

% (5.4)




Napomena: Oznacimo li u formuli za povrSinu,
P(D) = fabf(a:) dx, umnozak f(z)dx kao dP,

smijemo pisati
P(D) = / 1P
[, 0]

Geometrijski se broj dP smije interpretirati kao
povrsina "infinitezimalnog" ("neizmjerno malog")
pseudotrapeza nad segmentom [z, z+dx|, koji se
onda smije aproksimirati trapezom s osnovicama
f(x)i f(z)+ Af(x) ivisinom dz.

y A
f(x) y=f(x)

dP

0 X dx x+dx

Zaista,

= f(x)dx + Aﬂ;) do ~ f(x)dx

pri ¢emu smo umnozak A f(x)dx dvaju neizmjerno
malih brojeva zanemarili u zbroju s f(z)dx. Stoga se
odP = f(z)dx govori kao o "povrSinskome elementu"
ravninskoga lika D. "Zbrajanjem" ({j. integriranjem)
svih povrSinskih elemenata nad segmentom |a, D]
dobivamo trazenu povrsinu P(D).



Na isti nacin ¢emo, poslije, svaki podintegralni izraz
pomocu kojega izracunavamo povrsinu (duljinu, obu-
jam (volumen), ...) zvati analognim imenom. Cesto se
formalnim izraCunavanjem tih "elemenata” vrlo lako
dolazi do korisnih formula za izraCunavanje trazenih
veliCina.

Parametarski zadana krivulja

Ukoliko je krivulja parametarski zadana x = z(t),y =
y(t),t € |, B] (z(t) je injekcija, Slika 5.) tada je
povrSinu na slici naznacenog lika izracunavamo na
nacin

5
P:/ y(t)x'(t) dt.




Primjer IzraCcunati povrsinu jednog svoda cikloide
x(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost), t € [0, 2]

yl\

2R
\/X‘

0 2ZRp

2
— Rz/ (%—QCOSt—I—%COSZt) dt
0

t=2m

= R* (3t — 2sint + ;sin2t) |,

= 3R’m.



Krivulja zadana u polarnim koordinatama

Neka je ravninska krivulja I' zadana u polarnim
koordinatama jednadzbom p = ¢g(¢), p € |a, 5]
|lzraCunajmo plostinu pseudotrokuta odredenoga
krivuljom I' i zrakama ¢ = a, p = £5.

Za "povrsinski element” uzimamo pripadni kruzni is-
jeCak od ¢ do ¢ + dy polumjera g(), {j.
dP =3lp=3p-de- p=1g(p)’ de,

gdje su [ i p opCe oznake, redom, za lucnu duljinu |
polumjer. Slijedi



Primjer Izracunati povrSinu ravninskoga lika D
omedenoga polarnom osi i prvim "zavojem" Arhime-
dove spirale p = ap, a > 0.

b) Duljina ravninskog luka (rektifikacija)

Neka je ravninski luk T' = AB (dopustamo i B = A)
zadan parametarskim jednadzbama

— @(t)v Yy = ¢(t>a S [0’7 b]a

pri cemu su ¢ i 1 neprekidno derivabilne funkcije i

A= (pla),¥(a)) i B = (¢(b),1(b)).




Neka je:

e D,={a=ty- - ,t, =D} rastav segmenta |a, b| na
n-jednakih dijelova.

e Bijekcija (do na rub) r : |a,b] — AB, r(t) =
(o(t),1(t)), pridruzuje svakom rastavu D, =
{to,--- ,t,} toCkovni skup {My,---,M,} naT,
M():A:’I“(t():&), M B—’I“( b)

Totke M; dijele luk I na n podlukova M, M,
1 =1,--- ,n. Spojimo li svaki par susjednih to¢aka,
M;_1 i M;, duzinom, dobivamo poligonalnu crtu "up-

isanu” luku I'. Pridijelimo sada svakom rastavu D,
broj

D d(M;-1, M) Z V(@i = i)+ (yi — yi1)?
= > Vol el (0t~ Dt

Y\ S0 + () At

- Z \/go’(ﬁ)z + (7)) At Z \/¢’(T¢)2 + ()2 At,



priemu su 7;,7; € (t;1,t;),1=1,-

Prehodni izraz mozemo interpretirati kao integralnu
sumu, a broj

L") = lim Z \/gp’(ﬁ)2 + ' (1;) 2t

n—00 4

-/ o e,

kao duljinu luka AB.

Primjer lzraCunati duljinu L jednog luka cikloide
x(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost), t € [0,2n].

L= 2/7T\/[R(1 — cost)]” + [R(t — sint)]2 dt

— QR/OW\/[(I — cost)]* + [(t — sint)]? dt

—ZR/ \/Sln t+ (1 —cost)?dt
—ZR/ \/2—2008tdt—2R/ \/4sm —dt

= 4R dt = —8R cos =
/0 sin — ; COS ;

=0



Ako je ravninski luk ' zadan jednadzbom y = f(z),
xr € |a,b], pri €emu je funkcija f neprekidno deriv-
abilna, onda iz parametrizacije z = t, y = f(¢),

t € [a, b], dobivamo

L(F):/ V14 f(z)2da.

Analogno, ako je ravninski luk I zadan jednadzbom
r=g(y), y € [c,d], pri Cemu je funkcija g neprekidno
derivabilna, onda iz parametrizacije x = ¢ (t), y = t,
t € [c, d], dobivamo

L(T) = / V1+g()?dy.

Primjer Izracunati duljinu luka parabole y> = 2z + 6
odredenog tockama A = (—1,—2)i B = (5,4).




d
L(F)=/ V1+g(y)?dy

/Z\/1+ [(#)’rdyzf_i\/mdy

1 y=
=35 [y\/yQ +1+41In (y+ VY:+ 1)}
y—

~ 12.071.
9

Ako je, pak, luk I' zadan (jednadzbom) u polarnim ko-
ordinatama

p=9(p), v € la,pl,
g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija

z = g(p) cosp,y = g(p)sin g,




Primjer IzraCunati duljinu prvog zavoja Arhimedove
spirale p = ap, a > 0

2T
/\/g 2+ g'(p)2 dyp = /\/aso + [(ap)]” dg

2 2
—a/ \/ dgp—a vV 1+ @?de
_ % {27“/47# T 141n (zﬂ AR 1)} ~ 21.256a




c) Volumen rotacijskog tijela (kubatura)

Neka je f : [a,b] — R neprekidna i nenegativna
funkcija. Tada graf Gy posve odreduje pseudotrapez
nad segmentom |a, b|. Vrtnjom oko z-osi taj pseudo-
trapez oblikuje geometrijsko tijelo koje nazivamo
rotacijskim tijelom.

Za dostatno mali dz, pripadni njegov dio odreden
segmentom |z, x+dx| C |a,b] aproksimirat ¢emo
krnjim stoScem visine dz i baznih polumjera f(z) i
flz+dx) = f(x) + Af(zx). Za pripadni "volumenski el-
ement" tada dobivamo:

_7rd:1:

dV' = T[f(ﬂf)2 + f2)(f(z) + Af(2)) + (f(z) + Af ()]

= T 3 () + 3 (x) - Af(a) + (AF@)] ~ mf (@) .

gdje smo pribrojnike 3f(x) - Af(z) i (Af(x))? ispustili
jer su zanemarivo mali prema 3 f(z)>.



(Ovo povlaci da smo za promatrani "volumenski el-
ement" smjeli odabrati i valjak visine dx | baznog

polumijera f(x).)

Prema tomu, trazeni volumen rotacijskoga tijela jest

V.= W/bf(:c)zdx.

Primjer IzraCunati volumen kugle.

Kuglu smijemo smatrati rotacijskim tijelom, pri Cemu
podrazumijevamo da se odgovarajuci polukrug

vrti oko svoga promjera. Promatrajmo kruznicu

2> + y?> = R?. Dovoljno je promatrati samo funkciju

fz)=vVR)—2%z€|[-R,R].

Dobivamo
4
— _Rrn

R 3
V = 7r/ (RP—z%)dr =7 (RQQZ - —)
R 3) |, p 3

Sto je poznata formula za izraCunavanje volumena
kugle radijusa R.

=R




Ako je krivulja I' zadana parametarskim jednadzbama

= @(t),y =(t), t € [a,b],

i ako je v > 01 ¢ neprekidno derivabilna, onda je vol-
umen pripadnoga rotacijskog (oko z-osi, nad |a, b])
tijela dan formulom

%zwfww%ﬁﬂt

Primjer IzraCunajmo volumen tijela dobivenog
rotacijom prvog svoda cikloide x(t) = R(t — sint),
y(t) = R(1 — cost), t € [0,2n].

_W/ D2
=7 /0 [R(1 — cost)]” [R(t —sint)] dt

2m
= WRS/ (1 —cost)*dt = 57 R°.
0



Ako je, pak, krivulja I' zadana polarnom jednadzbom

p=9(p), ¢ € la,fl,
g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija

x = g(p)cosp,y = g(p)sinp,
daje
dz = (g'(p) cos p — g(p) sinp) dep.
Slijedi,

3
Vy=m / 9(¢)* [d'(¢) cos p — g(¢p) sin ] sin® p dep.

Primjer IzraCunati volumen kugle.

Promatrajmo dio kruznice z? + y*> = R?, y > 0, Cija je
polarna jednadzba: p = R, ¢ € [0, w]. Parametrizacija

x = Rcosyp,y = Rsin o,
daje
dr = —Rsin @ dep.
Slijedi,

0
V, = 7T/ R2[—Rsing0]sin2gpdgp:...

©=0

1 4
= R’nm (COS $—3 (cos gp)?’) = gRSﬂ'

p=m



Napokon za volumen pripadnoga rotacijskog tijela sto
nastaje vrtnjom oko y-osi dobivamo

V,=n / (02 (1) .

Primjer |Izracunajmo volumen rotacijskog tijela Sto
nastaje rotacijom ravninskog lika omedenog sa
y =23, y =8, =0 oko y-0si.

10T /

<. L

® 3 5 %m

8
3 s
V:ﬂ'/ 3y)2dy:7r<—y§> .

Napomena: Ovdje je parametrizacija

r=Vy,y=y(t), y€l08].




d) Oplosje rotacijskog tijela (komplanacija)

Za oploS§je rotacijskog tijela (bez baza):

e ako je krivulja I' zadana parametarskim jed-
nadzbama

— @(t)vy — ,Qb(t)a t € [aa b]:
gdje su su ¢ i ¢ neprekidno derivabilne, dobivamo:

— oplosje tijela nastalog vrtnjom oko x-osi

o-zw/w (02 1 ()2 dt.

— oplosje tijela nastalog vrtnjom oko y-0si
d
0, =2 [ Ip(o)] - [e2 + et

e Posebno, ako je krivulja I' dana u pravokutnim
koordinatama:

— jednadzbom y = f (z), x € |a,b], onda je oploSje
tijela nastalog vrtnjom oko x-osi

O, = 27‘(‘/ |f (x)] - \/1—|—f’(:r;)2dx.



—jednadzbom = = ¢ (y), y € [c,d|, onda je oploSje
tijela nastalog vrtnjom oko y-osi

d
0y=27r/ g (W) V149 (y)>?dy.

Primjer |zraCunajmo oploS$je rotacijskog tijela do-
bivenog rotacijom oko r—osi prvog svoda cikloide:

x(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost),t € [0, 27|

Imamo:

\/90/<t)2 + ¢/<t)2 = \/[R(t — sin t)’]2 + [R(1 — cos t)’]2 _

/ t t t
— V2RV1 — cost = V2R /2sin?~ = 2R |sin - = 2R sin —;
2 2 2
"~~~
>0, te[0,27]

i(t) = R(1 — cost) > 0. Sada je

O$:27T/|?7b \/@0 )2+ ()2 dt = -

64
= 27T/ R(1 — cost) - 2Rsm dt = §7TR2
0





