
5. Nepravi integral

U de�niciji odred̄enog integrala
bR
a

f (x) dx pret-

postavili smo:

� segment [a; b] je kona�can;

� f (x) je na tom segmentu ili neprekidna ili ima
kona�cno uklonjivih prekida ili prekida prve vrste).

� Ako prvi uvjet �popravimo� i pretpostavimo da
je interval "beskona�can" (neomed̄en), dobivamo
nepravi integral (I. tipa).

� Ako drugi uvjet �popravimo� i pretpostavimo da
je f (x) na segmentu [a; b] neograni�cena (ima
kona�cno prekida druge vrste) dobivamo nepravi
integral (II. tipa).



Primjer Promotrimo funkciju f (x) = 1
x2 desno od

x = 1 (Slika 1):
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1

x

y

t

F(t)

Slika 1

Za t > 1 de�niramo funkciju

F (t) =

Z t

1

1

x2
dx = 1� 1

t
:

Primjetimo da je F (t) < 1 za t > 1: Nadalje vrijedi

lim
t!1

F (t) = lim
t!1

�
1� 1

t

�
= 1;

pa mo�emo staviti da je povr�ina (neomed̄enog) lika
ispod krivulje y = 1

x2 (desno od 1) jedanaka 1.

Ovdje le�i motiv da nepravi integral funkcije na
neomed̄enom de�nicijskom podru�cju de�niramo na
sljedeći na�cin:



De�nicija 5.1

a) Ako postoji
tR
a

f (x) dx za 8t � a; tada je

1Z
a

f (x) dx
def.
= lim

t!1

tZ
a

f (x) dx:

b) Ako postoji
bR
t

f (x) dx za 8t � b; tada je

bZ
�1

f (x) dx
def.
= lim

t!�1

bZ
t

f (x) dx:

Ako limes u a) (u b)), postoji (kona�can je), onda

ka�emo da nepravi integral I. tipa
1R
a

f (x) dx; (
bR

�1
f (x) dx);

konvergira. U suprotnom ka�emo da divergira.



c) De�niramo jo� nepravi integral I. tipa oblika

1Z
�1

f (x) dx
def.
=

aZ
�1

f (x) dx +

1Z
a

f (x) dx:

gdje je a bilo koji realan broj. Ako oba integrala
aR

�1
f (x) dx i

1R
a

f (x) dx konvergiraju, ka�emo da
1R
�1

f (x) dx konvergira. U suprotnom (tj. ako barem

jedan divergira) ka�emo da
1R
�1

f (x) dx divergira.

Primjer Izra�cunati I =
R 0
�1 xe

x dx:Z 0

�1
xex dx = lim

t!�1

Z 0

t

x|{z}
u

ex dx| {z }
dv

=

= lim
t!�1

�
(xex)jx=0x=t �

Z 0

t

ex dx

�
=

= lim
t!�1

[�tet|{z}
!0

� 1 + et|{z}
!0
] = �1:



Primjer U ovisnosti od p > 0 ispitati konvergenciju in-
tegrala

R1
1

1
xp dx:

Pokazali smo da je za p = 2 integral konvergentan.

Općenito za p 6= 1 imamoZ 1

1

1

xp
dx = lim

t!1

Z t

1

1

xp
dx = lim

t!1

�
x�p+1

�p + 1

�����t
1

=

lim
t!1

1

�p + 1

�
1

tp�1
� 1
�
=

=

8<:
1

p� 1; konvergentan za p > 1
1; divergentan za 0 < p < 1

(vrijedi lim
t!1

1

tp�1
=

�
0; p > 1
1; 0 < p < 1

):

Ostaje jo� razmotriti slu�caj kada je p = 1:Z 1

1

1

x
dx = lim

t!1

Z t

1

1

x
dx = lim

t!1
(ln t� ln 1) =1;

pa u ovom slu�caju integral divergira.



De�nicija 5.3

a) Ako je f (x) neprekidna funkcija na [a; b) i
lim
x!b�0

f (x) = �1 (slika 2), tada je

bZ
a

f (x) dx
def.
= lim

"!0+

b�"Z
a

f (x) dx: (1.a.)

b  ε0
x

y

ba

slika 2

b) Ako je f (x) neprekidna funkcija na (a; b] i
lim
x!a+0

f (x) = �1 tada je

bZ
a

f (x) dx
def.
= lim

"!0+

bZ
a+"

f (x) dx: (2.b.)



Ako limes (1.a) ((2.b.)), postoji (kona�can je), onda

ka�emo da nepravi integral II. tipa
bR
a

f (x) dx;

(
bR
a

f (x) dx); konvergira. U suprotnom ka�emo da

divergira.

c) Ako je f (x) neprekidna na [a; b] funkcija, osim
u to�cki c 2 (a; b) gdje je lim

x!c�0
f (x) = �1 ili

lim
x!c+0

f (x) = �1; de�niramo nepravi integral II. tipaZ b

a

f (x) dx
def.
= lim

"!0+

Z c�"

a

f (x) dx+ lim
�!0+

Z b

c+�

f (x) dx:

(3.c.)

Ako oba limesa u (3.c.) postoje, ka�emo da
bR
a

f (x) dx konvergira. U suprotnom (tj. ako barem

jedan ne postoji) ka�emo da
bR
a

f (x) dx divergira.

Primjer Izra�cunati I =
R 3
0

1
x�1 dx:

Malo nepa�nje daje



Z 3

0

1

x� 1 dx = (ln jx� 1j)j
x=3
x=1 = ln 2� ln 1 = ln 2;

no to je neto�can rezultat. Naime, funkcija f (x) ima u
x = 1 vertikalnu asimptotu.

310
x

y

Dakle, treba primijeniti (3.a.), tj. izra�cunati nepravi in-
tegralZ 3

0

1

x� 1 dx = lim
"!0+

Z 1�"

0

1

x� 1 dx+ lim
�!0+

Z 3

1+�

1

x� 1 dx:

Vrijedi Z 1

0

1

x� 1 dx = lim
"!0+

Z 1�"

0

1

x� 1 dx =

lim
"!0+

[ln j1� "� 1j � ln j�1j] = lim
"!0+

[ ln "|{z}
!�1

� 0] = �1

i polazni nepravi integral jest divergentan.



6. Nekoliko primjena odred̄enog integrala

a) Povr�ina ravninskog lika (kvadratura)

� Pokazali smo: ako je f neprekidna i f (x) � 0 za
svaki x 2 [a; b]; onda je

R b
a f (x) dx povr�ina ispod

krivulje y = f (x) nad segmentom [a; b].

� Ako je ravninski lik omed̄en zatvorenom krivuljom
ili se prostire i na donju poluravninu, onda za
izra�cunavanje njegove povr�ine rabimo dva ili vi�e
odred̄enih integrala, tj. "snalazimo se" od slu�caja
do slu�caja:

y

x

y=f(x)

a b

D

0

y=g(x)

P (D) =

Z b

a

( (f (x)� g(x)) dx

y

x
a b

D

0 c

y=f(x)

P (D) =

Z c

a

f (x) dx�
Z b

c

f (x) dx



Kada je krivulja zadana "inverznom" funkcijom, tj.
jednad�bom x = h(y), y 2 [c; d]; povr�ina ravninskog
lika D da je sa

y

x

x=h(y)

d

D
0

c
P (D) =

Z d

c

h(y) dy:

Primjer Izra�cunati povr�inu lika kojega omed̄uju
pravac y = x� 1 i parabola y2 = 2x + 6

0
x

y (5,4)

(1,2)

P =

Z 4

�2

�
(y + 1)�

�
1
2y
2 � 3

��
dy =

Z 4

�2

�
4 + y � 1

2y
2
�
dy

=
�
4y + 1

2y
2 � 1

6y
3
���y=4
y=2

= 18:



Napomena: Ozna�cimo li u formuli za povr�inu,
P (D) =

R b
a f (x) dx, umno�ak f (x) dx kao dP ,

smijemo pisati

P (D) =

Z
[a;b]

dP:

Geometrijski se broj dP smije interpretirati kao
povr�ina "in�nitezimalnog" ("neizmjerno malog")
pseudotrapeza nad segmentom [x; x+dx], koji se
onda smije aproksimirati trapezom s osnovicama
f (x) i f (x) + �f (x) i visinom dx.

x

y

x dx

d P

0 x+dx

f(x) y=f(x)

Zaista,

dP � f (x) + (f (x) + �f (x))

2
dx

= f (x) dx +
�f (x) dx

2
� f (x) dx

pri �cemu smo umno�ak �f (x) dx dvaju neizmjerno
malih brojeva zanemarili u zbroju s f (x) dx. Stoga se
o dP = f (x) dx govori kao o "povr�inskome elementu"
ravninskoga lika D. "Zbrajanjem" (tj. integriranjem)
svih povr�inskih elemenata nad segmentom [a; b]
dobivamo tra�enu povr�inu P (D).



Na isti na�cin ćemo, poslije, svaki podintegralni izraz
pomoću kojega izra�cunavamo povr�inu (duljinu, obu-
jam (volumen), ...) zvati analognim imenom. �Cesto se
formalnim izra�cunavanjem tih "elemenata" vrlo lako
dolazi do korisnih formula za izra�cunavanje tra�enih
veli�cina.

Parametarski zadana krivulja

Ukoliko je krivulja parametarski zadana x = x(t); y =
y(t); t 2 [�; �] (x(t) je injekcija, Slika 5.) tada je
povr�inu na slici nazna�cenog lika izra�cunavamo na
na�cin

P =

Z �

�

y(t)x0(t) dt:

0 x

y

x=x(t)

y=y(t)

x in jek c ijat
α β

D
y



Primjer Izra�cunati povr�inu jednog svoda cikloide
x(t) = R(t� sin t); y(t) = R(1� cos t); t 2 [0; 2�]

0
x

y
2R

2Rp

P =

Z �

�

y(t)x0(t) dt =

Z 2�

0

R(1� cos t)[R(t� sin t)]0 dt

= R2
Z 2�

0

(1� cos t)2 dt = R2
Z 2�

0

(1� 2 cos t+cos2 t) dt

= R2
Z 2�

0

�
3
2 � 2 cos t +

1
2 cos 2t

�
dt

= R2
�
3
2t� 2 sin t +

1
4 sin 2t

���t=2�
t=0

= 3R2�:



Krivulja zadana u polarnim koordinatama

Neka je ravninska krivulja � zadana u polarnim
koordinatama jednad�bom � = g('); ' 2 [�; �]:
Izra�cunajmo plo�tinu pseudotrokuta odred̄enoga
krivuljom � i zrakama ' = �, ' = �.

p

r=g (j)
dP

dj

a bj

l

0

(r ! �; j ! '; a! �; b! �)

Za "povr�inski element" uzimamo pripadni kru�ni is-
je�cak od ' do ' + d' polumjera g('), tj.

dP = 1
2l� =

1
2� � d' � � =

1
2g(')

2 d';

gdje su l i � opće oznake, redom, za lu�cnu duljinu i
polumjer. Slijedi

P (D) = 1
2

Z �

�

g(')2 d':



Primjer Izra�cunati povr�inu ravninskoga lika D
omed̄enoga polarnom osi i prvim "zavojem" Arhime-
dove spirale � = a'; a > 0:

0 2ap
p

P (D) = 1
2

Z 2�

0

a2'2 d' =

�
1
2a
2 � '

3

3

�����'=2�
'=0

= 4
3�
3a2:

b) Duljina ravninskog luka (rekti�kacija)

Neka je ravninski luk � �dAB (dopu�tamo i B = A)
zadan parametarskim jednad�bama

x = '(t); y =  (t); t 2 [a; b];

pri �cemu su ' i  neprekidno derivabilne funkcije i
A = ('(a);  (a)) i B = ('(b);  (b)).

y

x
M i1

a bti1 ti

M i

∆t
j(ti)

y (ti)

0

Mn=B

M0=A

M1



Neka je:

� Dn = fa = t0; � � � ; tn = bg rastav segmenta [a; b] na
n-jednakih dijelova.

� Bijekcija (do na rub) r : [a; b] ! dAB, r(t) =
('(t);  (t)), pridru�uje svakom rastavu Dn =
ft0; � � � ; tng to�ckovni skup fM0; � � � ;Mng na �,
M0 = A = r(t0 = a), � � � ,Mn = B = r(tn = b).

To�cke Mi dijele luk � na n podlukova \Mi�1Mi,
i = 1; � � � ; n. Spojimo li svaki par susjednih to�caka;
Mi�1 i Mi, du�inom, dobivamo poligonalnu crtu "up-
isanu" luku �. Pridijelimo sada svakom rastavu Dn

broj
nX
i=1

d(Mi�1;Mi) =

nX
i=1

p
(xi � xi�1)2 + (yi � yi�1)2

=

nX
i=1

p
('(ti)� '(ti�1))2 + ( (ti)�  (ti�1))2

L:t:s:v
=

nX
i=1

q
('0(� i)4t)2 + ( 0(~� i)4t)2

=

nX
i=1

q
'0(� i)2 +  

0(~� i)24t '
nX
i=1

q
'0(� i)2 +  

0(� i)24t;



pri �cemu su � i; ~� i 2 hti�1; tii, i = 1; � � � ; n.

Prehodni izraz mo�emo interpretirati kao integralnu
sumu, a broj

L(�) = lim
n!1

nX
i=1

q
'0(� i)2 +  

0(� i)24t

=

Z b

a

q
'0(t)2 +  0(t)2 dt;

kao duljinu lukadAB:
Primjer Izra�cunati duljinu L jednog luka cikloide
x(t) = R(t� sin t); y(t) = R(1� cos t); t 2 [0; 2�]:

L = 2

Z �

0

q
[R(1� cos t)0]2 + [R(t� sin t)0]2 dt

= 2R

Z �

0

q
[(1� cos t)0]2 + [(t� sin t)0]2 dt

= 2R

Z �

0

q
sin2 t + (1� cos t)2 dt

= 2R

Z �

0

p
2� 2 cos t dt = 2R

Z �

0

r
4 sin2

t

2
dt

= 4R

Z �

0

sin
t

2
dt = �8R cos t

2

����t=�
t=0

= 8R



Ako je ravninski luk � zadan jednad�bom y = f (x),
x 2 [a; b], pri �cemu je funkcija f neprekidno deriv-
abilna, onda iz parametrizacije x = t, y = f (t),
t 2 [a; b], dobivamo

L(�) =

Z b

a

p
1 + f 0(x)2 dx:

Analogno, ako je ravninski luk � zadan jednad�bom
x = g(y), y 2 [c; d], pri �cemu je funkcija g neprekidno
derivabilna, onda iz parametrizacije x = g (t), y = t,
t 2 [c; d], dobivamo

L(�) =

Z d

c

p
1 + g0(y)2 dy:

Primjer Izra�cunati duljinu luka parabole y2 = 2x + 6
odred̄enog to�ckama A = (�1;�2) i B = (5; 4):

0
x

y B=(5,4)

A=(1,2)



L(�) =

Z d

c

p
1 + g0(y)2 dy

=

Z 4

�2

s
1 +

��
y2�6
2

�0�2
dy =

Z 4

�2

p
y2 + 1 dy

=
1

2

h
y
p
y2 + 1 + ln

�
y +

p
y2 + 1

�i����y=4
y=�2

� 12:071.

Ako je, pak, luk � zadan (jednad�bom) u polarnim ko-
ordinatama

� = g('); ' 2 [�; �];

g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija

x = g(') cos'; y = g(') sin';

daje (x0)2 + (y0)2 = g(')2 + g0(')2. Slijedi,

L(�) =

Z �

�

p
g(')2 + g0(')2 d':



Primjer Izra�cunati duljinu prvog zavoja Arhimedove
spirale � = a'; a > 0

L(�) =

Z �

�

p
g(')2 + g0(')2 d' =

Z 2�

0

q
(a')2 +

�
(a')0

�2
d'

= a

Z 2�

0

q
(')2 +

�
(')0

�2
d' = a

Z 2�

0

p
1 + '2 d'

=
a

2

h
2�
p
4�2 + 1 + ln

�
2� +

p
4�2 + 1

�i
� 21:256a



c) Volumen rotacijskog tijela (kubatura)

Neka je f : [a; b] ! R neprekidna i nenegativna
funkcija. Tada graf Gf posve odred̄uje pseudotrapez
nad segmentom [a; b]. Vrtnjom oko x-osi taj pseudo-
trapez oblikuje geometrijsko tijelo koje nazivamo
rotacijskim tijelom.

y

x0
z

dV

y

x
0

dP
x x+∆ x

y
y + ∆y

Za dostatno mali dx, pripadni njegov dio odred̄en
segmentom [x; x+dx] � [a; b] aproksimirat ćemo
krnjim sto�cem visine dx i baznih polumjera f (x) i
f (x+dx) = f (x) + �f (x). Za pripadni "volumenski el-
ement" tada dobivamo:

dV =
� dx

3
[f (x)2 + f (x)(f (x) + �f (x)) + (f (x) + �f (x))2]

=
� dx

3

�
3f (x)2 + 3f (x) ��f (x) + (�f (x))2

�
� �f (x)2 dx;

gdje smo pribrojnike 3f (x) ��f (x) i (�f (x))2 ispustili
jer su zanemarivo mali prema 3f (x)2.



(Ovo povla�ci da smo za promatrani "volumenski el-
ement" smjeli odabrati i valjak visine dx i baznog
polumjera f (x).)

Prema tomu, tra�eni volumen rotacijskoga tijela jest

Vx = �

Z b

a

f (x)2 dx:

Primjer Izra�cunati volumen kugle.

Kuglu smijemo smatrati rotacijskim tijelom, pri �cemu
podrazumijevamo da se odgovarajući polukrug
vrti oko svoga promjera. Promatrajmo kru�nicu
x2 + y2 = R2. Dovoljno je promatrati samo funkciju

f (x) =
p
R2 � x2; x 2 [�R;R] :

Dobivamo

V = �

Z R

�R
(R2�x2) dx = �

�
R2x� x3

3

�����x=R
x=�R

=
4

3
R3�

�to je poznata formula za izra�cunavanje volumena
kugle radijusa R:



Ako je krivulja � zadana parametarskim jednad�bama

x = '(t); y =  (t); t 2 [a; b];

i ako je  � 0 i ' neprekidno derivabilna, onda je vol-
umen pripadnoga rotacijskog (oko x-osi, nad [a; b])
tijela dan formulom

Vx = �

Z b

a

 (t)2'0(t) dt:

Primjer Izra�cunajmo volumen tijela dobivenog
rotacijom prvog svoda cikloide x(t) = R(t � sin t);
y(t) = R(1� cos t); t 2 [0; 2�]:

V = �

Z b

a

 (t)2'0(t) dt

= �

Z 2�

0

[R(1� cos t)]2 [R(t� sin t)0] dt

= �R3
Z 2�

0

(1� cos t)3 dt = 5�R3:



Ako je, pak, krivulja � zadana polarnom jednad�bom

� = g('); ' 2 [�; �];
g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija

x = g(') cos'; y = g(') sin';

daje

dx = (g0(') cos'� g(') sin') d':

Slijedi,

Vx = �

Z �

�

g(')2 [g0(') cos'� g(') sin'] sin2' d':

Primjer Izra�cunati volumen kugle.
Promatrajmo dio kru�nice x2 + y2 = R2, y � 0; �cija je
polarna jednad�ba: � = R; ' 2 [0; �]. Parametrizacija

x = R cos'; y = R sin';
daje

dx = �R sin' d':
Slijedi,

Vx = �

Z 0

�

R2 [�R sin'] sin2' d' = � � �

= R3�

�
cos'� 1

3
(cos')3

�����'=0
'=�

=
4

3
R3�



Napokon za volumen pripadnoga rotacijskog tijela �to
nastaje vrtnjom oko y-osi dobivamo

Vy = �

Z d

c

'(t)2 0(t) dt:

Primjer Izra�cunajmo volumen rotacijskog tijela �to
nastaje rotacijom ravninskog lika omed̄enog sa
y = x3; y = 8; x = 0 oko y-osi.

1 1 2 3 4

2

4

6

8

10

x

y

Vy = �

Z 8

0

( 3
p
y)2 dy = �

�
3

5
y
5
3

�����8
0

=
3

5
�8

5
3 =

96�

5
:

Napomena: Ovdje je parametrizacija

x = 3
p
y; y = y (t) ; y 2 [0; 8]:



d) Oplo�je rotacijskog tijela (komplanacija)

Za oplo�je rotacijskog tijela (bez baza):

� ako je krivulja � zadana parametarskim jed-
nad�bama

x = '(t); y =  (t); t 2 [a; b];

gdje su su ' i  neprekidno derivabilne, dobivamo:

� oplo�je tijela nastalog vrtnjom oko x-osi

Ox = 2�

Z b

a

j (t)j �
q
'0(t)2 +  0(t)2 dt:

� oplo�je tijela nastalog vrtnjom oko y-osi

Oy = 2�

Z d

c

j'(t)j �
q
'0(t)2 +  0(t)2 dt:

� Posebno, ako je krivulja � dana u pravokutnim
koordinatama:

� jednad�bom y = f (x) ; x 2 [a; b] ; onda je oplo�je
tijela nastalog vrtnjom oko x-osi

Ox = 2�

Z b

a

jf (x)j �
p
1 + f 0(x)2 dx:



� jednad�bom x = g (y) ; y 2 [c; d] ; onda je oplo�je
tijela nastalog vrtnjom oko y-osi

Oy = 2�

Z d

c

jg (y)j �
p
1 + g0(y)2 dy:

Primjer Izra�cunajmo oplo�je rotacijskog tijela do-
bivenog rotacijom oko x�osi prvog svoda cikloide:

x(t) = R(t� sin t); y(t) = R(1� cos t); t 2 [0; 2�]

Imamo:q
'0(t)2 +  0(t)2 =

q
[R(t� sin t)0]2 + [R(1� cos t)0]2 = � � �

=
p
2R
p
1� cos t =

p
2R

r
2 sin2

t

2
= 2R

�����sin t2|{z}
�����

�0; t2[0;2�]

= 2R sin
t

2
;

i  (t) = R(1� cos t) � 0: Sada je

Ox = 2�

Z b

a

j (t)j �
q
'0(t)2 +  0(t)2 dt = � � �

= 2�

Z 2�

0

R(1� cos t) � 2R sin t
2
dt =

64

3
�R2




