FUNKCIJE VISE VARIJABLI



3.1 Koordinatni sustavi u ravnini i prostoru

Ravninski koordinatni sustavi

e Zadamo li u ravnini II pravokutni (Kartezijev)
- —

koordinatni sustav (O; i, j ) = (0;x,y) :

Tell «— T=(x,y) =z, vy €R,;

e Polarni koordinatni sustav:

A Neka je p € Il pravac ijeka je na njemu zadan

koordinatni sustav (O; 7 ) = (O; x);
A Nekaje T e Iltocka, T' # O,

— —
=24 ( ? ,OT) :
(o mjerimo u pozitivnom smjeru);

A Neka je p = d(O,T) udaljenost od O do T’;



A
Tell «— T=(p,p), pel0,2r), pe[0,00);

A ToCku O = (0,0) nazivamo ishodiStem (ili polom),

. — :
a zraku odredenu s O i ¢ - polarnom osi po-
larnoga koordinatnog sustava pod oznakom

(O;0,p)

e Veza: ZadaLnoJ> u ravnini I i pravokutni koordinatni

sustav (O; 7, j ) = (O;z,y) tako da se pozitivha
x- 0S podudara s polarnom osi

di T=( 1)

X0
x

0
o 1 >

onda je veza izmedu Kartezijevih (z, y) i polarnih
koordinata (¢, p) bilo koje toCke T" € 11 :

Y
{x:pcosgp tg@—;
y = psing 0= /12 + ¢ '
Pri odredivanju ¢ iz tgp = Y treba voditi raduna o
x

predznaku z, y.



Prostorni koordinatni sustavi

e Zadamo li u prostoru £ pravokutni (Kartezijev)
koordinatni sustav (O:; 7, f k)= (0;z,y,2) :

Teklk «— T=(x,y,2) =z, 9,z €R;

e Cilindricni koordinatni sustav:

A Neka je II € E ravnina i neka je na njoj zadan
polarni sustav (O; ¢, p);

A Neka je ¢ pravac koji prolazi tockom O okomit na
ravninu II i neka je na ¢ dan koordinatni sustav

(0: k) = (O; 2) (q pravac - z-08);

A Time je u prostoru definiran cilindricni koordinatni

sustav (O; ¢, p, 2) ;

TeE«—T=(ppz2),
w €10,2m), p €0,00), z €R,

gdje su ¢ | p polarne koordinate, u sustavu



(O; ¢, p), okomite projekcije 7" tocke 1" na ravninu
[1, a z je koordinata, u sustavu (O; z), okomite
projekcije 1" to¢ke 1" na pravac gq.

e Veza pravokutnih i cilindricnih koordinata :

T = PCOS

T =(p,p,2) —  y=psing » — T =(z,y, 2)
L =z
p =Tty

I E(.CL', Y Z) — gy :% — 1 E(@a P; Z)

Z =z



e Koordinatne ravnine

A U Kartezijevom koordinatnom sustavu (O; z, ¥, z)
se tocka Ty, = (o, Yo, 20) dobiva kao presjek
koordinatnih ravnina ©x = xy, y = yo | 2 = 2.

A U cilindricnom koordinatnom sustavu (O, p, p, 2)
tocka Ty = (¢, po, 20) dobiva se kao presjek
"koordinatnih ravnina":

* (p = @, (poluravnina odredena sa z-o0si i tockom
TO):

x p = py (to je cilindar, tj. sve toCke u prostoru za
koje je udaljenost od z- osi jednaka p,),

x 2 = zp (ravnina)

Zo=2p
ravnina

\\ Zo TO"
TO:(j 0!' 0120)
/*[’.zl'o
_____________ Fi\\ < cilindar
271 | T R N y

< rs g
X Jo To .

j =lo
poluravnina




e Sferni koordinatni sustav:

A Neka je II € E ravnina i neka je na njoj zadan
polarni sustav (O; ¢, p);

A Neka je ¢ pravac koji prolazi to€Ckom O okomit na
ravninu II i neka je na ¢ dan koordinatni sustav

(0; k) = (0; 2);

A Neka je 7" okomita projekciju na ravninu II tocke
T e FE,T+#O0;

A Neka je:
xr=dO,T) >0

(] % L] %
x 0 € |0, 7] - kut izmedu radijus-vektora OT'i k ;
L] H L] m
x o € |0,27m) - kut izmedu 1 iradijus-vektora OT".

A Time je u prostoru definiran sferni koordinatni
sustav (O; ¢, 0,71);

TeE+—T=(p0r),

p €10,2m),0 € |0,7|, r €[0,00).



Ako je T' na pozitivhoj zraci z-0si onda su
joj sferne koordinate (0,0, ), a na negativnoj -
(0,7, 7). Ishodistu O se pridijeljuju sferne koordi-
nate (0,0,0)).

e Koordinatne ravnine

A U sfernom koordinatnom sustavu (O, ¢, 8, r) toCka
To(py, B0, 79) dobiva se kao presjek "koordinatnih
ravnina":

* (p = @, (poluravnina odredena sa z-o0si i tockom
TO)7

x 0 = 0y - stozac s vrhom u ishodistu O,

x r = ro - Sfera sa srediStem u ishodistu O i
radijusa r.



e Veza pravokutnih i sfernih koordinata :

W/
'I
/] =-
[~ .’\—i_'&—‘r
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j =io )
poluravnina

<

r=r,
sfera

Zadamo |i u prostoru pravokutni koordinatni sus-
tav (O;x,y, z) i sferni sustav (O; p, 0, r) tako da se
pozitivna x -0s podudara s polarnom osi, te da im
se podudaraju z-0si, mozemo odrediti veze izmedu
pravokutnih (x, y, z) i sfernih (¢, 6, r) koordinata bilo

koje toCke T

T = (907(9774) -

x = rcosesinb

y=rsinpsing — T =(z,y, 2);

2z =1cost



( Y
gy ==
T
z
T =(x,y,2) — { +=arccos
a2y 22

r =+/22+y2 22

\

— T E(QOJ 97 T)'

Pri odredivanju kuta ¢ iz te = 2 treba vodit
X
racuna o predznaku tih koordinata.
Primjer Tocka 77 = (0,2v/3,—2) zadana u pra-

vokutnom koordinatnom sustavu ima u sfernom
koordinatnom sustavu prikaz

jer je
i 23 0
t = — = — j — —,
1 0 71 2
21 ( 1) 2T
6, = arccos = arccos | —= | = —,
VY + 2 2 3

2
ry = x%+y%+z%:\/02+(2\/§) +(—2)2 =4.



3.2 Neke plohe

Ravnina u prostoru

Ponoviti - sami:

e vektorska jednadzbe ravnine 11

n-(r—711) =0;

e jednadzba ravnine II kroz tri tocke

r—x1 Y—WYhy <— 21
To— X1 Yo— Y1 22— 21| =0;
L3 — X1 Y3 — Y1 z3 — %1

e jednadzba ravnine II jednom toCkom 77 =
(xlvylv Zl) :

Alx —z1)+ Bly—y1) +C(z — z) =0

e opci oblik jednadzbe ravnine 11 :
Ar+ By+Cz+ D =0
ili (vektorski):
-1 +D=0.

gdje je m = {A, B,C} normala te ravnine, a
17 = (xlaylazl) c T = <$,y,Z> S H7 tJ
— . —>

i ={zLyL2ati T =47,y 2}




e segmentni oblik jednadzbe ravnine 11
r Yy z
—+-+-=1
a b c

Plohe drugog reda

Neka je u prostoru zadan pravokutni koordinatni
sustav (O;x,y, z). Pod plohom drugoga reda (ili
kvadrikom) podrazumijevamo skup svih toCaka

T = (x,y, z) u prostoru Cije koordinate zadovoljavaju
jednadzbu drugoga stupnja

Ar*+By*+C2*+Dxy + Exz + Fyz+
+Gx+ Hy+ Jz+ K =0,

s realnim koeficijentima A, B, C, D, E, F, G, H, J i
K, pod uvjetom da je barem jedanod A, B, C, D, E
ili F' razlicit od nule. Posebno ¢e nas zanimati samo
neke kvadrike.



e Jednadzba

2+(y—yo)2+(z—zo)2:R2

(x — )
predstavlja kuglinu plohu (ili sferu) sa sredistem
S = (9, Yo, 20) i polumjerom (ili radijusom) R > 0.

— Neprazni presjek ove plohe ravninom paralelnom
s koordinatnom ravninom jest ili kruznica ili toCka,
Sto povlaci da se kruznica u prostoru moze zadati
| kao presjek sfere i ravnine.

S

y ,

e Za dane realne ne nul-konstante a, b i ¢, jednadzba

. 2 . 2 N2
(z fo) n (¥ — %) n (z — 20)

a b? c?
odreduje plohu koju nazivamo elipsoidom. Nje-
gove su osi usporedne s koordinatnim osima, a

duljine su im redom 2|a|, 2|b] i 2|¢|.

=1




— Neprazni elipsoidovi presjeci ravninama uspored-
nim s koordinatnim osima jesu ili kruznice ili
elipse ili toCke. Primijetimo da u slu€ajua =0 =c¢
elipsoid postaje sferom.

e Nadalje, jednadzba

ZC2 y2 22

a2+b2_c2:1

opisuje jednokrilni eliptiéni hiperboloid (S 2.
(@)).

— Njegovi neprazni presjeci ravhinama usporednima
sa z-osi jesu ili hiperbole ili toCke, dok su mu
presjeci ravnhinama usporednim s xy-ravnhinom
elipse.

— Ciklickim zamjenama
T~ Y, Y~ 2, 2~ 1 a~b b~c, c~a

dobivamo jednadzbu "iste" plohe u drugom
polozaju (y-os je "povilastena"):

z T Y
2+a2_b2

a jos jednom takvom zamjenom dobivamo jed-

=1

)

C



nadzbu ("povlastena” je x-0s):

e Jednadzba

2 2 2

T z
__2_y__|__:1

a b2 2

opisuje dvokrilni elipti€éni hiperboloid (Sl 2. (b)).

— Njegov neprazni presjek ravninom usporednom
sa z-0si jest hiperbola, dok mu je neprazni presjek
ravninom usporednom s zy-ravninom ili elipsa ili
toCka.



— Cikli¢ki izmijenjujuci koordinate (varijable) x, v, z,
kao i pripadne konstante a, b, ¢, dobivamo jed-
nadzbe "iste" plohe u razliCitim polozajima:

e Jednadzba

2 2
L Y
2T

opisuje plohu koju nazivamo elipticnim paraboloidom
(SI 3. (a)). Faktor 2 u monomu 2z nije bitan, ali je
tehnicki (algebarski) pogodan.

— Karakteristicni presjeci ove plohe prikladnim ravn-
inama koje su paralelne koordinatnim ravninama
jesu elipse ili parabole.

— Odgovarajucim ciklickim izmjenama dobivamo jo$



dvije jednadzbe "iste" plohe u razliCitim poloza-
jima.

e Jednadzba

2 2
Yy i
Al
odreduje hiperbolicni paraboloid (S| 3.(b)).
Analogni komentari (o ciklickim zamjenama) vrijede

| za ove plohe.

e Jednadzba

2 N 2 2
a?  b* 2

opisuje stozastu (ili konusnu) plohu (Sl 4.). Opet
su moguce jos$ dvije (cikliCke) varijante.

Nadalje, jednadzbe



Lo Y
?Jrﬁ—l
7 z2_
a2 2!
2 = 2ay°

opisuju redom elipticne, hiperbolicne i paraboliche
valjcaste (ili cilindricne) plohe (S| 5.). Dakako da
su i u ovim jednadzbama moguce prije spominjane
ciklicke izmjene. Ove valjCaste plohe su samo vrlo
posebni primjeri (opce) valjcaste plohe




Definicija Neka je u ravnini II dana krivulja K, te
neka je p pravac koji probada II. Promatrajmo skup
svih pravaca u prostoru koji sijeku krivulju K i us-
poredni su s pravcem p. Tretirajuci svaki pravac
toCkovnim skupom, pripadnu (tockovnu) uniju nazi-
vamo valjéastom (ili cilindricnom) plohom. Pritom
govorimo da je pravac p izvodnica (ili generatrisa),
a krivlja K ravnalica (ili direktrisa) te valjCaste plohe.

Primjerice, eliptiCnoj valjcastoj plohi

2 2
L Y
2]

jedna izvodnica jest z-0s, a ravnalica joj je elipsa

562 y2
Primijetimo da je svaka ravnina (trivijalna) valjCasta
ploha (za krivulju IC treba uzeti odgovarajuci pravac

k).



Napomenimo i to da se prostorna krivulja ¢esto
zadaju presjekom dviju ploha.

Primjer Skicirati tijelo IV omedeno plohama

2 —2=—a?— 9y’ z=+22+ 12

| opisati ga u pravokutnom i cilindricnom koordinat-
nom sustavu.

Tijelo V' odredeno je plohama z — 2 = —z? — y?

(paraboloid) i z = y/x? + y? (stozasta ploha).

y4
Z=2-X>-y?

Odredimo projekciju V., tijela V' na zy-ravninu:



e Odredimo projekciju krivulje koja se nalazi u pres-
jeku promatranih ploha. Eliminacijom izraza 2> + v

izz—2=—2>—1y%iz=+/2%+ y? dobivamo
Prr—2=0 = 21 =1, 29 = —2.
e Dakle, mora biti z = 1, pa je z* + y*> = 1. Drugim
rijeCima, presjecna krivulja je kruznica
:1:2+y2: L, z=1,

| projekcija presjeCne krivulje na zy-ravninu je
kruznica 22 + 2 = 1.

e Trazena projekcija V., je krug

D={(z,y) | 2" +y" <1}.



e Ukoliko tocka T' = (z,y, z) pripada tijelu V, tada
njena projekcija 17" = (z,y,0) na zy-ravninu mora
pripadati krugu D, a to znaCi da za njezine koordi-

nate vrijedi —1 <z <1i—v1—22<y<+1-—22

e Konacno, za z- koordinatu tocke T' = (z,y,2) € V
vrijedi /2% + y? < z (toCka T lezi iznad stozaste
plohe) i z < 2 — 22 — y? (tocka T lezi ispod plohe
paraboloida). Dakle,

v={y2) | -1<s <1, —VI-a<y<vV/1-77,
\/x2+y2§z§2—$2—y2}.

e U cilindrichom koordinathom sustavu koordinate
projekcije T" = (p,7,0) tocke T' = (p,1,2) € V
mora lezati u krugu D, dakle za njezine koordinate
vrijedi 0 < ¢ < 27, 0 < p < 1. Uvjet za z-kordinatu
Vii+yr<z<2—a?—y*prelaziup < z < 2—p°
Dakle,

V={@na0<p<m0<p<tp<z<2-p b,





