3.3 Funkcije vise varijabli

Definicija 3.1 Nekaje D C R" =R x --- X R.
Funkciju f : D — R nazivamo
realnom funkcijom od m realnih varijabla.

(x1, %2, ..., Ty) € D o= f(x1, 29, ..c;xy) € R

(Svakoj uredenoj m—torci (1, o, ..., ;) € D prav-
ilom f pridruzen je jedan i samo jedan realan broj
u e R,

Kao i funkciju jedne varijable, funkciju vise vari-
jabla (skalarnu funkciju) mozemo zadati analiti€ki,
tablicno, graficki, parametarski, implicitno, ...

e Ako je D C R?, funkciju f : D — R nazivamo
funkcijom dviju varijabli.

(x,y) €D - 2= f(z,y) €R

—fID] ={z2|z=f(z,y), (x,y) € D} — slika
funkcije,

— x, y — nezavisne varijable,
— z — zavisna vrijabla.



Funkciju obiéno zadajemo u eksplicitnom obliku

Z = f(:l?,y)

Buduci da, u tom slucaju, nije naznacena domena,
podrazumijevamo da je domena maksimalan pod-
skup D; od R? za koji pravilo f "ima smisla".

Skup
Cr={ (z,y,f(z,y) | (z,y) € D} CR’

nazivamo graf funkcije f : D — R, D C R?. Graf u
prostoru predstavlja neku plohu.

Primjer Zapis z = In(x + y — 2) definira funkciju
f:Dy—R, D CR* flr,y)=m(r+y-—2),

pri Cemu je definicijsko podrucje D odredeno nejed-
nadzbom x +y — 2 > 0, .

Di={(z,y) eR* |y > —x +2}
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e Ako je D C R’ funkciju f : D — R, nazivamo
funkcijom triju varijabli.

(x,y,2) € D -1 u= f(r,y,2) € R

[ ]_{ |U— (xayvz)a (iﬁ,y,z)ED}—SIika
funkcue

e T, Yy, z — nezavisne varijable,
e 1, — zavisna vrijabla.

e u = f(x,y,2) — eksplicitni oblik (domena D; -
maksimalan podskup od R? za koji pravilo f ima
smisla)

e graf funkcije f : D — R, D C R3je

Ly={(z, ¥, 2, f(z,9,2)) | (z,y,2) € D} C R

(ne mozemo nacrtati)

Primjer Pravilo u = arcsin(2? + y? + 2% — 2) definira
funkciju

f:D;y—R, Dy CR’

(z,y,2) — f(z,y,2) = arcsin(x® + y* + 2° — 2),



pri Cemu je definicijsko podrucje D, odredeno nejed-
nadzbama —1 < 22 + y* + 22 — 2 < 1. Dakle,

Df:{(x,y,z)ER?’\1§x2+y2+22§3}.

Graf ', funkcije moguce je nacrtati (djelomicno)
samo zam < 2.

e U sluCaju m = 2 crtanjem istiCemo samo neke
njegove vazne podskupove. To su, najceSce,
presjeci I'; odabranim ravninama u prostoru R°.
Ako su te ravnine usporedne s ravninom z = 0
(koordinatnom zy-ravninom), dobivene presjeke
nazivamo razinskim krivuljama funkcije f (ili grafa
['r). Po tomu, svaki broj z, € f |D] odreduje jednu
razinsku krivulju jednadzbom f(z,y) = 2.
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Dakle, na svakoj razinskoj krivulji su funkcijske
vrijednosti nepromijenjive.



Primjer Funkcijski graf G'r za funkciju

flz,y) = Vo* +y?

crtamo istiCuci njegove presjeke s koordinatnim ravn-
inama ili ravninama usporednim s njima:

e —ravninom x = 0 (tosu zrake: z =y, 2 > 0, x = 0;
z=—1y,z>0,x=0);

—ravninom y = 0 (to su zrake: z =z, 2 > 0, y = 0;
z=—-x,22>0,y=0);

—ravninom z = 1 (to je razinska krivulja (kruznica)
>yt =1,2=1).

Primijetimo da je G stozasta ploha

y




e Slitno se u sluéaju f : D — R, D C R, dakle
['y € R*, govori o razinskim plohama (ili nivo-
plohama) funkcije f. Pritom svaka jednadzba

f(x,y,Z):UQ, erf[D]a

odreduje tocno jednu pripadnu razinsku plohu na
kojoj su sve funkcijske vrijednosti jednake wuy.

Primjer Razinske plohe za funkciju
f:D—=R, D=R\{(z,y,2)|2=0},

:U2+y2
f(wayaz) -

Z

su paraboloidi (bez "tiemena") z = ug (2% + v?) ,
up € R\ {0}




3.4. Granic¢na vrijednost i neprekidnost
Najprije treba definirati $to u R? (R?) znadi "biti blizu",
tj. Sto Ce biti "mala okolina" po volji odabrane tocCke.

Posluzit é¢emo se standardnom udaljeno$cu d(T, Ty)
medu toCkama, tj.

ezaT = (z,y,2), Ty = (x0, 0, 20) € R’ udaljenost
d(T,Ty) definiramo sa

d(T, Tp) = v/ (x — 20)2 + (y — 10)2 + (2 — 20)%,
eza'l = (x,y),T(): (CC(),y()> c R’ sa

d(T,Tp) = v/(x — x0)2 + (y — w0)?,

e kojasezaTl = (z),Ty = (xp) (sluCaj m = 1) svodi
na standardnu udaljenost u R

AT, Ty) = \/(x — x0)% = |z — x0).

Sve pojmove i tvrdnje dajemo u dimenziji m = 2
uz napomenu da iskazano vrijedi i za slucaj m = 3
(dakakoizam = 1).



Definicija 3.2 Za bilo koju tocku T, € R? i bilo koji
broj e > 0, skup

K(Tye) ={T ¢ R* | d(T},T) < e} C R?

nazivamo (otvorenom) kuglom polumjera £ oko
tocke Tp.

——————r—
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K(TO’e)

Kugle

Rec¢i ¢emo da je skup U C R? okolina tocke T;, € U
ako postoji neki ¢ > 0 takav da je kugla K (Ty;¢) C U.
Za skup D C R? ¢emo reéi da je otvoren ako je on
okolina svake svoje toCke (napomena: on tada ne
sadrzi niti jednu tocku "ruba"). Neotvoreni skup sadrzi
toCake kojima nije okolina (napomena: on tada sadrzi
barem jednu toCku "ruba").

yA OtVore”,Sl‘Up neotvoren skup

\J




Reci ¢cemo da je tocka T;, gomiliSte skupa D ako
svaka okolina od T sijeCe skup D \ {7Ty}. Za skup D
kazemo da je zatvoren ako sadrzi sva svoja gomil-
iSta (napomena: on tada sadrzi i sve toCcke "ruba").

Ako za tocku T' € D postoji neka okolina koja ne si-
jeCe skup D \ {T'} onda kazemo da je T izolirana
tocka skupa D

Napokon, rec¢i cemo da je skup D omeden ako pos-
toji neka kugla koja ga sadrzi.

| granicnu vrijednost skalarne funkcije definiramo
slicho onoj za realne funkcije realne varijable.
Intuitivha definicija:

Kazemo da je Ly € R limes funkcje f u neizoliranoj
toCki Ty = (x0, y0) (podrucja definicije od f), i piSemo

lim x,y) = Ly,
e ! (@) = Lo

ako vrijednosti f(z,y) teze prema L, kad (z,y) teZi
prema (ZUOv yO) .



Definicija 3.3 Neka su dani funkcija f : D — R,
D C R? itocka T; koja nije izolirana to¢ka od D.
Recéi ¢emo da je broj Ly € R granicna vrijednost
funkcije f u toc€ki 71; ako

(e > 0)(36 > 0)(VT € D\ {Ty})
d(T, To) <0 = ’f(T) — L0| < €.

(Primijetimo da se uvjet provjerava u toCkama
1 e K(TO,(S), T 7& 1o ’)

U tom slucCaju piSemo

lim f(T) = Ly i lijgnf(T) = L.

T—T
Napomena 3.4 Kod funkcija jedne varijable smo imali

limwf(:lj): lim f(z)=L = lim f(z)=1L,

T—Tg T—Ty L—Lg
te

lim f(x)# lim f(r) = lim f(x) ne postoji.
r—azl’ r—1y" L—Lo

Ovdje je situacija slozenija. Puteva kako "i¢i” u (¢, yo)
ima beskonacno. No, jasno je da limes ne smije ovis-
iti o putaniji.



Napomena 3.5 Ukoliko je

lim r,y) =1Ly | lim xr,y) =L
(%y)c—f(ﬂfo,yo)f( y) ! (as,y)c—;(:zso,yo)f< y) 2

te L, # L, tada ( )lir? )f(:z:,y) ne postoji. Ovo je
:E7y - ZUO?yO
postupak kako utvrditi da limes ne postoji (to je puno

lakSe nego utvrditi da postoji).

Primjer Odredite limes funkcije

[ R =R, flz,y) =
u tocki (0, 0).

Yy
x? + y?

Ukoliko (z,y) — (0,0) ide po putevima koje odreduju
pravci y = kx imamo

x - kx k
§ = i
(, )m%o 0) fw,y) = eo0 22 4 k222 14 K2

y=kx

| traZeni limes ne postoji jer za razliCite & dobijamo
razliCite vrijednosti.



Primjer Funkcija
sin (:1}2 + y2)
x? + 92

fRIAN{(0,0)} = R, f(z,y) =

J

ima u tocki (0,0) limes  lim x,y) = 1.
0,0 limes i f(,y)

Ukoliko (z,y) — (0,0) ide po putevima koje odreduju
pravci y = kx imamo

sin (x2+k2x2)
lim x,y) = lim
(x,y)H(O,O)f( Y) =0 2422
y=kx

.2 2
i B0 K (1+2k )]:
=0 g2 (1+ k%)

Y

Sto joS ne znaci da limes postoji i da je jednak 1.



Zadatak se moze rijesiti i prijelazom na polarne ko-
ordinate. Buduci je x = pcosp i y = psinp, tada
(z,y) — (0,0) ako i samo ako p — 0. Imamo

sin p?

: 2.2
lim o (x Y ) = lim = 1.

(2y)—(00)  x2+y? p—0  p?

Buduci da dobiveni rezultat ne ovisi 0 ¢, tj. o kutu
pod kojim "dolazimo" u tocku (0, 0), dakle ne ovisi o
krivulji po kojoj dolazimo u tocku (0, 0), zaklju¢ujemo
da limes postoji i da je jednak 1.




Teorem (o uzastopnim limesima za funkciju dvije
varijable): Neka je

L= lim f(z,y).

(,y)—(20,90)
Ako postoje uzastopni limesi

L, = lim (nm f<:c,y>) | Ly = lim (hm f(w,y))a

IT—To \Y—Yo Y—Yo \T—Xo

ondaje L =Ly = L.

Obrat tvrdnje iz ovog teorema opcenito ne vrijedi, jer
postojanje i jednakost uzastopnih limesa znaci samo
postojanje i jednakost limesa po dva od beskonacno
mnogo putova priblizavanja toCki (xg, 19). No, ako je
postoje uzastopni limesi L;i Ly i medusobno su ra-
zliciti, ili ako jedan od njih ne postoji, onda ne postoji
ni limes L.

2202

Primjer Funkcija f : R*> — R, f(x,y) = T nema
limes u tocki (0,0), jer je

2 2 2
X~ — X

lim (lim =—2) = lim = =1,
x—0 \y—0 x* + y2 1—0 12

2 .9 9
lim { lim :C2 A lim —— = —1.
y—0 \z—0 1* + y2 y—0 y2




Definicija 3.6 Neka je dana funkcija f : Dy — R,
D; C R* Akoje

lim f(xa y) — f(CU(), y())
(2,y)—(20,90)
kazemo da je funkcija f neprekidna u tocki (xg, yg) €
Dy. Ako je f neprekidna u svakoj tocki (z,y) € Dy
kazemo da je f neprekidna funkcija.

Primjer Funkcija

(209D (o) £ (0,0)
flx,y) = <

. L (z,y)=(0,0)
je neprekidna. Jer je

sin (22 + y?

lim g 3):1:f®ﬁ)

(z.y)—(0,0)  X°+ Y

Napomena Limes i neprekidnost funkcija triju vari-
jabli se slicno definira.

Napomena Zbroj f + g, razlika f — g, umnozak
f - g i kolicnik § (kad god su definirani) neprekidnih
skalarnih funkcija jesu neprekidne skalarne funkcije.



3.5. Parcijalne derivacije

Promatrajmo funkciju f : D — R, D C R? i po volji
odabranu tocku Ty = (g, 30) € D.

Neka je II,, ravnina y = y, i oznacimo s D, =
[1,, N D C D. Oc¢ito je D,, # ( jer sadrzi barem toCku
Ty. Suzenje

f|Dy0 Efl . Dyo — R

smijemo smatrati funkcijom jedne varijable jer se mi-
jenja samo koordinata z.

Analogno imamo funkciju
flp,, = f2: Dy — R

koju mozemo smatrati funkcijom varijable y

\fl(xo):f(xo,yo)




Definicija 3.7 Neka je f : D — R, D C R?, funkcija
dviju varijablii (xg,yg) € D. Ako postoji limes

A _
fxo + 5'37203: f (o, y0) = fa(o, 90)

lim
Az—0

onda f.(xg, yo) nazivamo prva parcijalna derivacija
po x funkcije f u toCki (xg, yo). Ako postoji limes

A -
S (o, yo + Ay; Hro = fy(o, yo)

lim
Ay—0

onda f,(zo,yo) nazivamo prva parcijalna derivacija
po y funkcije f u toCki (g, yo).

Ako ovi limesi postoje za sve (x,y) € D dobivamo
dvije funkcije dviju varijabli: f, : D — R prva par-
cijalna derivacija od f poyi f, : D — R prva
parcijalna derivacija od f po y.

(x,y) € D 5 fu(z,y) €R

<x:y) c D i) fy(x,y) € R



Koristimo josS i oznake:

_9f _
_9f _
fy — a—y_Dyf

Napomena Ako zelimo naéi f,, tada u f(z,y) vari-
jablu y treba tretirati kao konstantu i derivirati po .
Analogno, ako trazimo f,,.

Napomena Graf z=f(z,y) funkcije je ploha. Pres-
jecemo li tu plohu ravninom =z = xz ili y = y, dobit
¢emo ravninske krivulje I's; odnosno I';, redom.
Geometrijska interpretacija parcijalnih derivacija
fx(zo, yo) 1 f,(x0, yo): to su koeficijenti smjera tangente
na 'y, odnosno I'y u toCki Ty (2o, Yo, 20=1f (0, %0))-

Napomena Analogno se definiraju i parcijalne
derivacije funkcija tri i viSe varijabli. Npr. za
u = f(x,y,2) imamo

, xo + Ax, Yo, 20) — f(x0, Yo, 2
Alfﬂgf(o Yo AO:,); S (0, Yo, 20) — £.(20, Y0, 20)

Sliéno, f,(xo, Yo, 20), f-(x0, Yo, 20)-



Tehnika deriviranja ostaje ista: deriviramo po vari-
jabli x, tretirajuci y i z kao konstante, pa dobivamo

fo(z,y, 2).

Ako funkcija f ima u tocCki T{ parcijalnu derivaciju po
svakoj varijabli onda kazemo da je funkcija f deriv-
abilna u tocki 7. Ako je f derivabilna u svakoj tocki
T € D, nazivamo ju derivabilnom funkcijom.

Sjetimo se da za realne funkcije jedne varijable deriv-
abilnost povlaci neprekidnost. Sada c¢emo pokazati
da za funkcije viSe varijabla to, opcenito, ne vrijedi.

Primjer Pokazali smo da je funkcija f : R? — R
zadana propisom

ﬂ%w_{ﬁ?wwaw¢@m
0, (z,y) = (0,0)
prekidna u tocCki (0,0) ( lim f(x,y) ne postoji).

(z.y)—(0,0)
Ona je, medutim, derivabilna u tocki (0,0). Naime




£(0+ Az, 0) — £(0,0)

f+(0,0) = lim

Axr—0 Ax
: (Az)*402
= =0
Aalsrgo Az ’

a slicno se pokaze dajei f,(0,0) = 0.

Definicija 3.8 Parcijalnim deriviranjem prvih parci-
jalnih derivacija f.(x,y) i f,(x,y) (to su opet funkcije
dviju varijabli!), dobivamo parcijalne derivacije dru-
gog reda:

d 0?
(fl‘)x ;f fxx — 8—£ — D;m;f - druga parcijalna derivacija po x
def 52 A
> - druge mjesovite parcijalne derivacije
def Pf
(f?J)x — Jyx Oyox ymf J

def . O°f

(fy>y — yy — a—y2 p— Dyyf - druga parcijalna derivacija po y

Ovo su opet funkcije dviju varijabli.



Parcijalnim derivairanjem ovih funkcija dolazimo do
parcijalnih derivacija treceg reda itd.

Analogno se definiraju parcijalne derivacije viSeg
reda funkcija od tri ili viSe varijabli.

Teorem 3.9 (Schwartzov) Neka je funkcija f :

D — R, D C R? derivabilna na nekoj e-kugli
K((xo,y0);€) € D ineka f ima na toj kugli i parcijalnu
derivaciju drugoga reda po x i y redom, f,,. Ako je
funkcija

Feul k(@) * E (20, p0):€) = R

neprekidna u toCki (z¢, 1), onda postoji parcijalna
derivacija drugoga reda funkcije f po y i x redom u
toCki (g, 3) i pritom je

fxy(x()a Yo) = fyx(ﬂfm Yo)-
Napomena Schwartzov teorem mozemo poopciti i

na viSe derivacije (ako su neprekidne), tj. opet nije
bitan poredak deriviranja.



Primjer Odredimo sve parcijalne derivacije drugoga
reda i treCe parcijalne derivacije po z, y i z redom, te
po z, x, i y redom (ondje gdje postoje) za funkciju

f:D—R, DCR? fla,y)=2%y+zny.

Definicijsko podrucCje D je otvorena poluravnina
{(z,y) € R* | y > 0} i funkcija f je derivabilna.
Pritom je, u bilo kojoj toc¢ki (x,y) € D,

fo(x,y) = 22y +Iny,

i
fy(xay) — 332 +—.
Yy
Primijetimo da su i obje parcijalne derivacije deriv-
abilne funkcije, tj. da je funkcija f dvaput derivabilna,

i da je

1
fxx(xay) — 2y7 fyﬂc(ajay) = 2z + &7
1 x

Napokon, ocito je da je f i triput (zapravo, po volji
mnogo puta) derivabilna i da je f,,..(x,y) = 2 =



Primjer Promatrajmo funkciju f : R? — R zadanu
propisom

2 _ .2
Fog) =4 W gy, @) #00

0, (z,y) = (0,0)
Funkcija f je derivabilna na R*\ {(0,0)} i pritom je

22 — . 402y
24y (224 y2)2)

folz,y) =y (

332 L y2 4x2y2
CU2 + yQ (5132 + y2)2 )

fylz,y) == (

Nadalje, obje ove parcijalne derivacije su derivabilne
funkcije (na R*\ {(0,0)}) i vrijedi

72 — 12 Ra2y
x? + y?

fyw(aja y) —

Pogledajmo sada $to je s derivabilno$¢u u tocki (0, 0)!

Buducdi je f(x,0) = 0zasvakix € Ri f(0,y) =0 za
svaki y € R, f je derivabilnaiu (0,0)i f,(0,0) =0 =
14(0,0).



Primijetimo da je
fx(xyo) — 07 fy<.fl7,0) — ZC, fx(oay) — _y7 fy(oay) — 07

pa za druge mjesovite parcijalne derivacije funkcije f
u tocki (0, 0) dobivamo:

£0(0,0) = Tim 2200029 = £,(0.,0)

Ay—0 Ay
— Ay — 0
— m =7
Ay—0 Ay

Ax—0 Aﬂf
ANx — 0
= i =1
N ’

Dakle, funkcija f je dvaput derivabilna. Medutim,
"mjeSovite" druge parcijalne derivacije f,,(0,0) i
f24(0,0) su medusobno razli€ite! Uzrok, dakako, lezi
u tome $to funkcija f,, ima prekid u tocki (0, 0) (nisu
ispunjeni uvjeti Schwartzovog teorema).





