3.9. Ekstremi funkcija viSe varijabli

Definicija 3.18 Za funkciju f : D — R, D C R™,
kazemo da ima lokalni maksimum (minimum) u tocki
Ty € D, ako postoji e-okolina K (Tj,c) C D toCke T
sa svojstvom da je

f(T) < f(Ty), zasvakutodku T € K(Ty, )\ {Tp}
(f(T)> f(Ty). zasvakutotkuT € K(Tye)\{Tp})
Ukoliko je

f(T)< f(Ty), zasvaki T €D

(f(T) > f(Ty), zasvakiT € D)

onda kazemo da f ima globalni maksimum (minimum)
u tocki T, € D.

Kao i do sada promatrat cemo funkcije dviju varijabli.



Primjer Funkcije

filz,y) =2+ 9> i folz,y) = Va2 +y?

imaju minimum (lokalni i globalni) u tocki (0, 0).

Primijetimo da je za prvu funkciju tocka (0, 0, 0) tieme
paraboloida (grafa) i da ona u toj toCki ima parci-
jalne derivacije, a da je za drugu funkciju ta toCka vrh
stoSca (grafa) i da ne postoje parcijalne derivacije u
toj tocci.

Teorem 3.19 (Nuzan uvjet za lokalni ekstrem)
Ako funkcija f : D — R, D C R? ima u tocki
To = (zo,y0) € D lokalni ekstrem i ako je u toj tocki
derivabilna, onda je

fx(x(), yO) — 07 fy(x()a yO) = 0.

ToCka u kojima se prve parcijalne derivacije ponis-
tavaju naziva se stacionarna tocka.
Stacionarna tocCka je kandidat za ekstrem.




Teorem 3.20 (Dovoljan uvjet za lokalni ekstrem)
Neka je T = (z¢,y9) € D stacionarna toCka funkcije
f: D — R, D C R? ineka su druge parcijalne
derivacije funkcije f neprekidne na nekoj e-kugli
K(Ty;e) C D. Neka je

D(Ty) = fea(To) - £, (To) = [FenlTo))" =

Fey(To) fyy(To) |

Tada vrijedi:

e Ako je D(Ty) > 0i f..(Ty) > 0, tada je f u tocCki Tj
ima lokalni minimum f (7j) ;

e Ako je D(Ty) > 0i f..(Ty) < 0, tada je f u tocCki Tj
ima lokalni maksimum f (Tj) ;

e Ako je D(Ty) < 0, tada f u toCki T, nema ekstrem.

Napomena Ako je D(T;) = 0 ne mozemo zakljuciti
niSta o ekstremu. U ovom slucaju mozemo imati
ekstrem, ali i sedlastu toCku. Tu je potrebno daljnje
Ispitivanje.



Primjer Odrediti ekstreme funkcije
flz,y) =2 +y* — day + 1.
Vrijedi:
fm(x,y):4:c3—4y:4(:€3—y) — 0=z’ =y,
fy(x,y):4y3—4az:4(y3—x) =0=y° =z
Slijedi
—r=x(@—-1)(z+1)(2*+1) (z*+1) =0,

ix1 =0, 290 = 1, x3 = —1 su nultoCke. Stacionarne
toCke su

Tl — <070)7 T2 — (17 1)7 T3 — <_17 _1)
Buduci da je

foo(z,y) = 1227 foy(2,y) = =4, f(2,y) = 1297,

1202 —4

D(x,y) = ‘ 4 122 T 1442y — 16

imamo:



D(0,0) = (144a’y” = 16) |, 1 (0 = —16

| funkcija f u T} nema ekstrem;

]
2 2 _
D(1,1) = (1442*y*—16) | ey = 128, for(1,1) =12
| funkcija f u 15 ima lokalni minimum z,,;, = —1;
{
2 2 _
D(-1,-1) = (44a’y*~16)| , |, =128,
foo(—1,—1) =12
| funkcija f u 13 ima lokalni minimum z,,;, = —1.

Slicno imamo za funkcije tri varijable.

Teorem 3.19a) (Nuzan uvjet za lokalni ekstrem)
Ako funkcija f : D — R, D C R3, ima u tocki

To = (xo, Yo, z0) € D lokalni ekstrem i ako je u toj tocki
derivabilna, onda je

fx<x07 Yo, ZO) — 07 fy(x()a Yo, ZO) — 07 fz<x()7 Yo, ZO) = 0.



Teorem 3.20a) (Dovoljan uvjet za lokalni ekstrem)
Neka je Ty = (xo,y0,20) € D stacionarna tocka
funkcije f : D — R, D C R?, i neka su druge parci-
jalne derivacije funkcije f neprekidne na nekoj e-kugli
K(Ty;e) C D. Neka je

Az = fl‘y( ) fyy<TO> fyZ<
fasZ< ) fyz (TO

Ao — f:mc (TO) fa:y (TO)
’ fxy <T0> fyy (T(J)

SEsPs

i A1 — fa:a: <T0>

o Ako je A3 >0, Ay > 0iA; >0, tada je f u toCki Ty
ima lokalni minimum f (7j) ;

o Ako je A3 < 0, Ay > 0iA; <0, tada je f u toCki Ty
ima lokalni maksimum f (7p) ;

e U svim ostalim slu¢ajevima kada je A, # 0, f u
tocki 7, nema lokalni ekstrem;

e Ako je Ay = 0 nema odluke.



Prisjetimo se: Ako je f : [a,b] — R neprekidna na
segmentu (zatvorenom intervalu) [a, b| , onda ona na
tom intervalu poprima (globalnu) minimalnu i maksi-
malnu vrijednost.

Teorem 3.21 Ako je z = f(x,y) neprekidna na
zatvorenom omedenom skupu D C R?, tada postoje
tocke (x1,y1) i (2, y2) u kojima f ima globalni maksi-
mum f (x1,y1) i globalni minimum f (z2, v5) , redom.

Trazenje globalnih ekstrema:

a) Nadu se stacionarne toCke (lokalni ekstremi)
funkcije f i vrijednosti od f u njima;

b) Nadu toCke ekstrema od f na rub od D i vrijednosti
od f u njima;

c) Toc¢ka kojoj pripada najveca vrijednost od f iz a)
i b) je toCka globalnog maksimuma, a tocka kojoj
pripada najmanja vrijednost od f je toCka globalnog
minimuma.

Primjer (auditorne vjezbe).



Primjer U skupu svih kvadratastih kutija (kvadri bez
gornje stranice) jednakog oplosja O (12m?) odredite
onaj s najvecom volumenom.

Zadano je (uz oznake z-Sirina.; y-duzina.; z-visina.)
xy + 2x2 + 2yz = 12
| treba nac¢i maksimum funkcije
Viz,y,z) =xyz.

. . 12—y ~
|z polaznog uvjeta je z = 2(rty) P problem mozemo

rijesiti trazeCi maksimum funkcije

12 —zy
V = :
(z,y) Ty
Vrijedi
2 2
y (12 — 2zy — x°)
Vilw,y) =
#3) 2(z +y)?
2?(12 — 2zy — y?
Vy(@,y) = | )

2(x +y)?

| za naci stacionarne tocCke, zbog prirode zadatka (z,
y > 0), dovoljno je rijesiti sustav



12 — 22y — 2> = 0,

12 — 22y — y* = 0.

Mora biti 2> = 2, a to daje © = vy (ostale moguénosti
otpadaju zbog x, y > 0).

Slijedi da je (2,2) je stacionarna to¢ka. Dovoljne
uvjete nije potrebno ispitivati zbog prirode zadatka.
Dobivamo

12—-2-2
p— p— 17
2(2+2)
te za kutiju dimenzija (z,y, 2) = (2,2, 1), Vinax = 4.

Prethodni primjer mozemo interpretirati na nacin:

e Odrediti ekstrem funkcije V' (x,y, z) = zyz uz uvjet
daje p(z,y,2) = xy +2xz + 2yz — 12 = 0.



Definicija 3.22 Ekstrem funkcije z = f(z,y) uz uvjet
¢(z,y) = 0 naziva se vezani (uvjetni) ekstrem.

Napomena:

e \Vezani ekstrem mozZemo interpretirati na nacin: graf
funkcije z = f(x,y) (ploha) presjecimo cilindricnom
plohom ¢(z,y) = 0. PresjecCinica je prostorna
krivulja i njezin ekstrem je trazeni vezani ekstrem.

e U definiciju se ne moramo ograniciti na dimenziju 2 |
samo jedan uvjet. Npr., problem vezanog ekstrema
je i: naci ekstrem funkcije u = f(x,y, z) uz uvjete
o1(x,y,2) = 0, py(x,y,2z) = 0 (nazalost, ovdje
nemamo geometrijskog prikaza problema).

Nalazenje vezanog ekstrema najlakse je provesti La-
grangeovim postupkom:

e Formira se pripadna Lagrangeova funkcija

F(z,y,A) = flz,y) + ez, y);
e Nadu se stacionarne toCke funkcije F'; neka su to
tocke (z, yi, Ai);

e |zraCunaju se vrijednosti f(x;,y;): najveca vrijed-
nost od njih je vezani maksimum od f(z,y), a
najmanja je trazeni vezani minimum.



Primjer Odrediti ekstrem funkcije f(x,y) = =+ 2y uz
uvjet 22 + y? = 5.

Pripadna Lagrangeova funkcija je
F(x,y,\) =z +2y+ (2" +y* —5),
pa imamo sustav

Fo(z,y,\) =142 z =0,
Fy(z,y,\) =2+2\y =0,

F\(z,y,\) =2" +y* —5=0,

Cija su rjeSenja

1 1

=—l,y=-2,A=— =1l,y=2, A= ——
X J y Y 2] Y [$ ) y Y 2 Y

Imamo f(—1,—-2) = —5, - minimum, f(1,2) =5 -
maximum.
Geometrijska interpretacija:
Tocke T1(—1,—2,—5) i T5(1,2,5) su toCke na pros-
tornoj krivulji (elipsi)

x4+ 2y —z=0,

,C...{ x2_|_y2:5

(dobivenoj kao presjek ravnine i valjka) minimalno,
odnosno maksimalno udaljene od zy—ravnine.




Vratimo se primjeru: odrediti ekstrem funkcije

Vi(z,y,z2) =zyz

(volumen) uz uvjet da je

flx,y,2) =axy+2xz+2yz — 12 = 0.

Formirajmo pripadnu Lagrangeovu funkciju:
F(x,y,z,\) = xyz + A (zy + 222 + 2yz — 12)

i odredimo njezine stacionarne toCke. RijeSimo sustav
Fox,y,z,\) =yz+yA+ 22\ =0,
F(x,y,2,\) =xz+x\+ 22\ =0,
F.(z,y,2,\) =y + 2z + 2yA = 0,

F\(x,y,2,\) = xy + 222 + 2yz — 12 = 0.
Rjesenja su

2
ZakljuCujemo da je trazeni vezani maksimum V., = 4

lonse postizezar=2,y=2, z=1.

1
[:1::—2,3/:—2,7;:—1,)\:—].



