VISESTRUKI INTEGRALI



4.1 Visestruki integral - definicija

Prisjetimo se: Neka je f neprekidna funkcija na seg-
mentu |a, b] i neka je segment |a, b|] toCkama z( = a,
x1, ..., T, = b podijeljen na n jednakih djelova duljine
Az ="=%ineka je z} € [z;_1, 7.

Odredeni integral funkcije f od a do b definiramo kao

b n
[ @) o= tm 3" fa
" 1=1

. WV
Riemannova suma

7

Ukoliko je f (z) > 0, Riemannova suma Zf( ) Ax

=1
daje aproksimaciju povrsine ravninskog I|ka ispod

krivulje y = f (z) za x € |a,b], sumom povrSina pra-
b

vokutnika, a integral [ f (z) dx daje pravu povrsinu

tog lika.



Neka je f : K — R funkcija definirana na zatvorenom
pravokutniku

K = [a,b)x[c,d] = {(z,y) eR* |a <z <b, c <y <d}

inekaje f(x,y) > 0,(x,y) € K. Graf G funkcije f je
ploha Cija je jednadzba z = f(z,y). OznaCimo sa T
"pseudokvadar” odreden s pravokutnikom K i grafom
G ¢ funkcije f nad njim (Slika 1.), tj.

T={(z,y,2) R’ | (z,y) € K, 0< 2z < f(z,y)}.

|zracunajmo volumen V tijela T'.

Slika 1.

Postupiti éemo sli¢no izracunu povrsine, ovdje upi-
sivajuci kvadre koji ¢e aproksimirati volumen odgo-
varaju¢eg pseudokvadra. Segment |a, b] podijelimo
diobenim tockamaa = o < 1 < - < z,, = b
na m podsegmenata [z; 1, ;| jednake duljine

Az = =2 Segment [c,d] podijelimo diobenim
toCkamac=yy <y < --- < y, = d nan podsegme-



nata [y;_1, y;] jednake duljine Ay = <.

Razdiobe segmenata [a, b i |c, d| odreduju razdiobu
pravokutnika K na pravokutnike

Kij = {(x,y) ER* |z <z <z yj1 <y < yj}a

1=1,---,m,j=1---,n, jednake povrSine AxAy.
U svakom pravokutniku K;; odaberimo tocku (z7, y})
i volumen kvadra kojemu je baza pravokutnik f;; i
visina f(z;,y;) iznosi Vi; = f(x},y;)AxAy. Taj vol-
umen mozemo uzeti kao aproksimaciju volumena
pseudokvadra odredenog pravokutnikom K;; i grafom
G ¢ funkcije f nad njim.

Slika 2.

Jasno je da trazeni volumen V tijela 17" mozemo
aproksimirati zbrojem svih ovako dobivenih V;; t].

V =~ Z Z flxi y;) Dxly.

i=1 j=1



Dakako da ¢e aproksimacija volumena V' biti bolja
kada je razdioba pravokutnika K finija, tj. kada su m |
n veci (Slika 2b.-dodatak), pa stoga mozemo uzeti da
je

V= W%E)noo zm: z”: flxf y;) Axly.

n—oo =1 j=1
Limes ovakvoga tipa mozemo promatrati i kada
funkcija f nije pozitivna.

Definicija 4.1 Dvostruki integral funkcije f : K —
R nad pravokutnikom K C R? je broj

I= tm 33 (et ) Acdy

n—oo =1 j=1

(uz oznake od prije) ukoliko on postoji.

UobicCajena oznaka je

1= [/ fay)dedy
Napomena: "

1.Suma ) > f(xj,yj)Aa:Ay naziva se Rieman-
i=1 j=1
novom sumom, a integral [/, f(z,y)dzdy Rie-
mannovim integralom funkcije f nad K.



2. Limes iz Definicije 4.1. uvijek postoji ukoliko
je funkcija f neprekidna. On postoji i za neke
prekidne funkcije.

Primjer IzraCcunati dvostruki integral

I = //xydxdy,
K

gdieje K = {(z,y) [0 <2z <1,0<y<1}.

Podijelimo segment [0, 1| na z-osi na m-jednakih di-
jelova diobenim tockama

! .
O:$0<331---<33m_1<gjm:17Agj:_7gjz.:£
m n
a segment [0, 1] na y-osi na n-jednakih dijelova
diobenim tockama
! .
0=y <Y1 <Yn1<yn=1 Ay =—, yj:l-
n n

U svakom pravokutniku [z;_1, z;] X |y;_1,y,| odaber-

imo toCku
N L)
(xivyj) — (:Ulvy]) (mv TL) :

Imamo

m n m

[=3"3" (o) Drtsy =303 iy =

i=1 j=1 i—1 j=1
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Napomena: Lako je dokazati da vrijedi:

//K flz,y) + g(z,y)] dedy =
:/Kf(:v,y)da:dy+//Kg(a:,y)dxdy;

2. //ch@’y)dxdy:C/Kf(fﬂay)dxdy, c e R.

3. Ako je f(x,y) < g(x,y) za svaki (z,y) € K tada je

/ f:l:yd:cdy<// (z,y)dx dy.

1.



Posve slicho se definira i trostruki integral. Neka je
f : K — R neprekidna funkcija triju varijabla defini-
rana na kvadru K = |a, b] X |c,d] X [s, t].

Podijelimo diobenim toCkama
a = o<1 < - <2 =0,
c=y <y < <Yn=d,

S =< <<z, =

segmente |a, b s, t]
duljine Az = 22, Ay = &£ Az = 5 Kvadar K
podijelimo na podkvadre

Kijp = {(z,y,2) €R’| 2, 1<z < w,
Yi-1 S YS Y528 2 S 2k}

1 =1,--- 0,5 =1,--- ,m, k = 1,---n. Svi pod-
kvadri imaju jednaki volumen AxAy/Az. Riemannova
trostruka suma je oblika

[ m n
DD N CRIEAIN TN

i=1 j=1 k=1
gdje je (z7,y7, 2;) bilo koja tocka iz kvadra K.




Definicija 4.2 Trostruki integral funkcije f : K —
R nad nad kvadrom K C R’ je broj

= lim S‘YY]" (25,45, zp) Dx Dy Nz

[,m,n—o00
1=1 j=1 k=1

ukoliko on postoji.

UobiCajena oznaka je
= // f(x,y, z)dxdydz.
K

4.2 Racunanje visSestrukih integrala

Prisjetimo se (jednostrukog) integrala realne funkcije
jedne varijable kojega, naravno, nismo izracunavali
po definiciji, nego primjenom Newton-Leibnizove for-
mule, tj. primjenom neodredenog integrala. Istu
tehniku primijeninimo i na dvostruki integral.

Prvo izraCunajmo odredeni integral fabf(:zc, y) dx uz-
imajuci da je varijabla y konstanta. Rezultat ¢Ce
biti funkcija u varijabli y i potom nju integrirajmo
uzimajuci c i d kao granice integracije. Prethodni
postupak kaze da se izracun dvostrukog integrala
[ [, f(z,y)dz dy svodi na izraun dvaju jednostrukih
integrala. Pokazuje se da vrijedi tzv. Fubinijev teo-
rem:



Teorem 4.3 (Fubini) Neka je f : K — R neprekidna
funkcija, pri éemu je K = [a, b] x [c, d] C R* pravokut-
nik. Tada vrijedi

/[ sy
:/ab (/jf(a:,y)dy) dxzfcd (/jf(x,y)dx) dy.

UobicCajeni zapis je

/ab (/Cdf(w,y)dy> dx:/ab dx/Cdf(ﬁf:,y)dy,
[ ([ renas) an= [an [ s

| pritom kazemo da smo proveli integraciju u redosli-
jedu yz, odnosno xy.

Primjer Izratunajmo I = [[ zy*dzdy, K =
[1,2] x [0,1].

2 1
I:// a:dea:dy:/ daz/ zy? dy =
K 1 0



[ (5)
%(@1 372 202

Dakako, isti se rezultat dobiva i u obrnutom redosli-
jedu integriranja.

y=1 2 3 3
1 0
dx:/ x(———) do =

r=2

Napomena Za integral iz prethodnog primjera
kazemo da je integral sa separiranim varijablama i on
se moze jednostavnije izraCunati kao umnozak dvaju
jednostrukih integrala:

[ ([} ([ on)

U prethodnom primjeru je

s () 95)-
() -+

I 1
3 2




Napomena Dokaz Fubinijevog teorema je slozen, ali
se u slucCaju pozitivhe funkcije moze intuitivno razu-
mijeti tvrdnja teorema. Naime, u sluCaju pozitivne
funkcije dvostruki integral [/, f(z,y)dz dy je broj
koji je jednak volumenu V' odgovarajuceg pseudok-
vadra. Do izracuna toga volumena mozemo doci i na
sljedeca dva nacCina. U prvom slucaju istaknuti dio
(Slika 4.4.(a)) ima volumen

d
Vi~ /f(af?,wdy Az

slucaju je
m d
V= lim Y | [ f(z},y)dy| Do=
i=1 ¢

Iy, A7SEXY
S 2R
S ST S
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Slika 4.4.
U drugom slucaju istaknuti dio (Slika 4.4.(b)) ima



volumen

Vi~

b
/ f(x,y7) dx] Ay.

Zbroj tinh volumena

n n b
DS [/ f<a:,y;>d:c] Ay

aproksimira volumen V' i u granicnom slucaju je
b
/ flz,y;) de| Ay=

n
V = lim E
n—~oo
=1 L/a

:/Cd (/abf(a:,y)daj> dy.

Ovim raCunanjem volimena V' na dva nacina dobi-
vamo da je zaista

//f(af,y)dxdyzfab (/Cdf(:c,y)dy> dz
:/Cd </abf(:1:,y)dx> dy.




Za neprekidnu funkciju f : D — R, pri ¢emu je
D c R? omeden (Slika 4.5.), pripadni integral defini-
ramo pomocu hjezinoga trivijalnog prosirenja

= flz,y), (x,y) €D
f@’y):{o, ’ (x,z)EK\D

na neki pravokutnik K O D.

SN
S
R
S

Slika 4.5.

Sjetimo se interpretacije integrala pozitivhe funkcije
preko volumena: volumen ispod grafa funkcije f nad
D ivolumen ispod grafa funkcije f nad K (primijetimo
da f nije neprekidna funkcija) su jednaki, pa ima
smisla integral funkcije f/ nad D definirati preko
integrala funkcije f nad K (lako se vidi da taj integral,
ako postoji, ne ovisi o0 odabranom pravokutniku).



Definicija 4.4 Neka je f : D — R neprekidna
funkcija pri éemu je D C R? omeden skup. Neka je
K C R? bilo koji pravokutnik $to sadrzi D, a funkcija
J + K — R trivijalno prosirenje funkcije f. Ako je
funkcija f integrabilna onda dvostruki integral (na
D) od f definiramo formulom

//Df(x,y) d:):dy:/Kf(a:,y) dz dy. (1)

Napomena Vrijedi:

// (x,y) + g(x,y) dazdy—/ f(x,y)dedy +
Ihs

z,y) dz dy;

2. //DAf(x,y)dxdyz)\/Df(x,y)dazdy,>\EIR{;

3.Akoje D = Dy UDy i DN Dy = 0 (il
[Jp.p, £, y) dz dy = 0) onda je

/Df(x,y) dxdy:/le(ﬂf,y) dxdy+/ Dgf(a:,w dz dy.



Posebno, kad je definicijsko podruéje D C R?
omedeno grafovima dviju neprekidnih funkcija lako
dobivamo, iz formule (1), ovaj teorem:

Teorem 4.5 Neka je f : D — R funkcija, pri cemu
je D C R? omeden grafovima neprekidnih funkcija
©1, Py ¢ la,b] = R, v; < ¢, (Slika 4.6.(a)). Tada je

//Df@,y)dfcdy:/ab (Liff(x,y)@) dz. (2)

Posve sli¢no, kad je D C R? omeden grafovima
neprekidnih funkcija v, v, : |c,d] — R, ¢, < 1,
(Slika 4.6.(b)), vrijedi

//D flz,y)dedy = /Cd (/ijj)f(a:,y) da:) dy. (3)

Y=i (%) df-——

‘ X=Y 4(y) X=y AY)
§ y=j 1(X)

\J

a (@) b (b)



Slika 4.6.

Umijesto (2) i (3) uobicajilo se pisati

[f seaean= [ as [ e
//Df(a?,y)dwdyzfcd dy/ij)y)f(w,y)dw

| pritom smo u prvome slucaju integraciju proveli u re-
doslijedu yx, a u drugome u redoslijedu xy.

Primjer Promijeniti poredak integracije u integralu

1 2—x
]:/ d:z:/ fdy
0 x Y

i izraCunaijti njegovu vrijednost.
Podrucje integracije
0<x <1
D‘{x§y§2—x

mozemo zapisati i na ovaj nacin D = Dy U D (Slika
4.8.),



X

v

Slika 4.7.

gdje je
Dy {ogxgy,lb {O<flf§2—y
Imamo

I
/dy/o —dx+/ dy/wfdx_
Do [ G -

21 /(9 _ )2
dy+/ _<< y) —0) 1y — 221

2



| trostruki integral [/, f(z,y, z) dz dy dz po omedenom
integracijskom podrucju D C R? definiramo preko
trivijalnog prosirenja

~ flz,y,2), (x,y,2) € D
f(x’y’z):{o, ’ (a:,z,z)eK\D

funkcije f na bilo koji kvadar K sto sardzi D,
stavljajuci

///Df(x,y,z)dxdydz: ///Kf(xay,Z)dxdydz.

Iskazimo sada analogone prethodnih teorema u
slucaju trostrukog integrala.

Teorem 4.6 Neka je f : K — R funkcija, pri cCemu je
K =la,b] x [c,d] x [r,s] C R® kvadar. Tada vrijedi:

// f(z,y, ) dz dy dz
:/ab (/j(/:f(:z;,y,z)dz) dy) dz.

"lzmijenjujuci mjesta” varijablama dobivamo analogne
integracijske formule.



Teorem 4.7 Neka je f : D — R, funkcija, pri Cemu je

D: { (CC,?J,Z) | CLSZCSZ), gpl(z) SySQOQ('r))}
qi(z,y) < 2 < gol,y) ’

gdje su ¢, v, i g1, go Neprekidne funkcije (Slika 4.9.).

Tada je
/// f(@,y,z) dedydz =
D
b ©a() 92(,y)
:/ / / flz,y,z)dz | dy | dz. (4)
a ©1(z) 91(7,y)

Z=0g:(X,y)

asx<b
J )<y < 2(x)
gl()(ly)S z ng(X,y)

Slika 4.9.



Posve sli¢no, ako je

D { (z,y.2) | e Sy < d, ¥y(y) <o < ahy(y), }
g1(#,y) < 2 < gaf, y) |

gdje su v, ¥, i g1, g2 neprekidne funkcije (Slika 4.10.).
Tada je
// f(@,y,z)dedydz =
D

d Va(y) 92(7,y)
[ ] rewae]a)a o
c V1(y) 91(7,y)

c<y<d

YY) X< Ya(y)
g:(X,¥)< Z £ go(X,Y)

Slika 4.10.



Kao i kod dvostrukog integrala uobicajilo se umjesto
zapisa (4) i (5) koristiti

// flz,y,z)dexdydz =
o g2(7,y)
/ dx/ dy/ f(x,y, z)dz, (4a)
p1(

] s dzayaz -

D
Yoy 92(x,y)

/ dy/ dx/ flx,y, z)dz, (5a)
1 9

| pritom govorimo da smo integraciju proveli u
redoslijedu zyx, odnosno redoslijedu zxy.



Primjer IzraCunajmo

/// 2zdx dy dz
D

gdje je D C R’ omeden grafovima funkcija

gi(x,y) = 2>+ y* i go(z,y) = V22 + 2

UocCimo da promatrane plohe prolaze ishodiStem i
da se sijeku uzduz jedini¢ne kruznice 2> +y> =1u
ravnini z = 1. Buduéida izmeduravnina z =0iz =1
vrijedi 22 + y*> < /22 + 12, to je promatrano tijelo D
odredeno nejednadzbama:

L
A
=
A

|

E%w R
-+ |
@l\.') &[\3
IA A
SIS
1A A
S i

Sl
_|_
@M H{\D

Imamo:

V1—a? 2+y
///szazdydz—/ dx/ / 2zdz =
V1—a? 2492
V1—z2? Z—\/m
/ dx/ [ ] dy =
V1—22 r=x2+4y2




/d:r;/ j:i: x +y ((:L’2+y2)2)} dy =

V1—a?
/ dx/ y+x2—x4—2x2y2—y4)dy=

V1—22

yz\/l—x2
: 13 o0 o4 293 1
y-+ry —xy LY Y
L \3 3 5 2
/ 3
2
/[—(Vl—x?) +2 (2% — 2*) V1 — a2
~1
32 5 T
——xz(\/l—xQ) —5(\/1—x2)]dx:6

dx =





